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Prólogo 

El propósito de este libro sigue siendo, como en la primera edición (en inglés), proporcionar a los 
alumnos que inician sus estudios de cálculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo 
detalle. Por sus características será asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingeniería 
que necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoría y encontrar el modo de resolver 
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicación práctica. Por otra parte, al figurar en esta edición 
demostraciones de los teoremas y deducciones de las fórmulas de derivación e integración, junto con 
una amplia relación de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto 
para desarrollar un curso de cálculo. 

La disposición del libro es, en líneas generales, análoga a la de la edición anterior. Cada capítulo 
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los tenias a tratar en él. Los ejemplos 
ilustrativos y los problemas resueltos que figuran a continuación se han seleccionado no solo con el objeto 
de ampliar o completar la teoría, sino tambikn con el de que el alumno adquiera práctica en la formula- 
ción y resolución de problemas; para que Cste pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales 
y para que la enseñanza sea verdaderamente eficaz; para prevenirle ante las dificultades con que normal- 
mente se tropieza el principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en el que el cálculo tiene 
aplicación. En la explicación de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo- 
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar el miiximo partido de este libro, bien se 
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida- 
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo más práctico será que 
el alumno los vuelva a resolver él solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta 
forma no se encontrarán grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos. 

El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de 
esta edición se debe, solo en parte, a las adiciones resefiadas anteriormente. Otras innovaciones que me- 
rece la pena destacar son el estudio más completo del concepto de limite, de la continuidad de funciones 
y de las series infinitas, así como la introducción más extensa que se ha dado a los vectores en el plano 
y en el espacio. 

Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones más elementales de la integración, 
como son el cálculo de áreas, volúmenes, etc., se pueda estudiar en orden de capítulos diferente al que 
aqui aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es- 
tudiados los seis primeros. Así, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon- 
trarán pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades. 

El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing 
Company por su magnífica cooperación. 
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Capítulo 1 

Variables y funciones 

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES está formado por el de los números racionales (enteros 
positivos y negativos, cero y los f r a q n a r i o s  de la forma alb siendo a y b números enteros) y el 
de los números irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo .\/S = 1,4142. . . 
y x = 3,14159. . . que no se pueden/expresar como una relación entre enteros). 

El álgebra de los números complejos no juegan aquí papel alguno y como no puede haber con- 
fusión siempre que se hable de un número, se sobrentendera que se trata de un número real. 

EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (INJ) de un número (real) N se define por: 

(NI = N si N es cero o un número positivo, 
INJ = -N si N es un número negativo. 

Por ejemplo, 
131 = 1-31 = 3, 13 -51 = 15 - 31 = 2, 
I x - a l = x - a  si x 2 a y Ix-al = a - x a i  x < a .  

En general, si a y b s'on dos números cualesquiera, 

la f bl = lb f al; labl = la1 Ibl; 1 = 1 ,  b + O; 

la + bl 2 la1 - Ibl; la - bl la1 + Ibl; 
la + bl ,< la1 + Ibl; la- bl 2 la1 - Ibl. 

UNA ESCALA NUMERICA es una representación gráfica de los niimeros reales por medio de los puntos 
de una recta. A cada número le corresponde un solo punto de la recta y recíprocamente. Por tanto, 
los vocablos número y punto (en una escala numtrica) se pueden utilizar indistintamente. 

Para establecer una escala numerica sobre una recta hay que efectuar las siguientes operaciones: 
(i) tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignindole el O), (ii) elegir un sentido positivo 
(se indica por medio de una flecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar el punto +1 
a una distancia del O igual a dicha unidad. Los números (puntos) N y -N están a ambos lados 
de O y a INI unidades de él. 
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Si a y b son dos números diferentes, a < b significa que a está situado a la izquierda de b en la 
escala, mientras que a > b quiere decir que a está a la derecha de b. 

El segmento dirigido de a a b viene representado por b - a, siendo negativo si a > b y posi- 
tivo si a < b. En cualquiera de estos casos, b está a una distancia de a igual a (b  - al = la - bl. 

INTERVALOS FINITOS, Sean a y b dos ni'imeros tales que a < b. El conjunto de todos los números x 
comprendidos entre a y b recibe el nombre de intervalo abierto de a a b y se escribe a < x < b. 
Los puntos a y b reciben el nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene 
a sus extremos. 

El intervalo abierto a < x < b junto con sus extremos a y b recibe el nombre de intervalo ce- 
rrado de a a b y se escribe a x b. 

intervalo abierto: a < z < b intervalo cerrado: a z L- b 

iNTERVALOS INFINITOS. Sea a un número cualquiera. El conjunto de todos. los números x tales que 
x < a recibe el nombre de intervalo infinito. Otros intervalos infinitos son los definidos por x 5 a, 
x > a y x > a .  

(Ver Problemas 1-2.) 

CONSTANTE Y VARIABLE. En la definición del intervalo a < x < b:  

(i) cada uno de los símbolos a y b representan un solo número que se denomina una constante. 

(ii) el símbolo x representa un n6mero cualquiera del conjunto de números y se denomina va- 
riable. 

El campo de variacidn de una variable es otra característica del conjunto de números que ella 
representa. Por ejemplo : 

(1) si x es un libro de un conjunto formado por diez volúmenes, el campo de variación de x es 
el conjunto formado por los números enteros 1, 2, 3, . . ., 10. 

(2) Si x es un día del mes de julio, su campo de variación estará formado por el conjunto de nú- 
meros 1, 2, 3, . . ., 31. 

(3) Si x es la cantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depósito lleno de diez litros, 
su campo de variación es el intervalo O 5 x < 10. 

LAS DESIGUALDADES, como por ejemplo 2x - 3 > O y xa - 5x - 24 0, también definen inter- 
valos ,sobre una escala numerica. 

Ejemplo 1: Resolver la desigualdad (a) 2x - 3 > O, (6)  xn  - 5x - 24 5 0. 
(a)  Se resuelve 2x - 3 = O y se obtiene x = 312; consideramos los intervalos x < 312 y x > 312. Para un valor 

cualquiera de x del intervalo x < 312. tal como x = O, se verifica 2x - 3 < O; para un valor cualquiera de x del 
intervalo x > 312 tal como x = 3, se verifica 2x - 3 > O. Por tanto, 2x - 3 > O para todo valor de x perte- 
neciente al intervalo x > 312. 

(6)  Se resuelve xs - 5x - 24 = ( x  + 3) ( x  - 8)  = O y se obtiene x = -3 y x = 8 ;  consideremos los intervalos 
x < -3, -3 < x < 8, x > 8. Ahora bien xs - 5x - 24 > O para todos los valores de x pertenecientes a los 
intervalos x < -3 y x > 8. Por otra parte x l -  5x - 24 < O para los valores del intervalo -3 < x < 8. 
Por tanto, xs - 5x - 24 5 O en el intervalo -3 5 x 5 8. 

(Ver Problema 3.) 
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FUNCION D E  UNA VARIABLE. Se dice que una variable y es función de otra x, cuando ambas están 
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variación le corresponde 
un valor de y. La variable y, cuyo valor depende del que tome x, recibe el nombre de variable de- 
pendiente, mientras que x es una variable independiente. La relación que liga a la función con la 
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por ej., una tabla de logaritmos), una 
gráfica o una ecuación. 

Ejemplo 2: 

La ccuación x2 - y  = 10, siendo x la variable independiente, asigna un valor a y para cada valor que se dé a x. 
La función definida es y = xz - 10. La misma ecuación, tomando a y como variable independiente, hace correspon- 
der dos valores de x con cada uno de los que se den a y. Por tanto, se pueden definir dos funciones de y :  x = *OTY 
y x=-4-. 

Algunos autores definen a y como función de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su 
campo de variación, le corresponde uno o más valores de y. Así, pues, en el Ejemplo 2, y es una 
función uniforme de x, mientras que x es una función mulri/orme de y. Sin embargo, en el Cálculo, 
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o más funciones uniformes. 

Por ello, la definición que hemos dado de función lleva implícita esta propiedad de uniformidad. 

El símbolo f(x) se lee «función de x)) o bien f de x, pero nunca «f veces x».  Si en un mismo 
problema intervienen otras funciones de x se emplearán letras diferentes para denominarlas: g(x), 
h(x), F(x), e(x), . . . 

Para poder estudiar una función y = f(x) se necesita siempre conocer el campo de variación 
de la variable independiente, que también recibe el nombre de dominio de definición de la función. 

Ejemplo 3: 

(a) La funciónf(x) = 18x - 3xt esta definida para todo valor de x;  
Y 

es decir, que siempre que x sea un número real, 18x - 3xz tam- 
bien lo es. Por consiguiente el campo de variaci6n de x o domi- 
nio de definicibn de la función esta formado por el conjunto de 
los números reales. 

(b) Si el irea de un recthngulo determinado viene dada por 
y = 18x - 3x2, siendo x uno de sus lados, tanto x como 
18x - 3x1 deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del 
Problema 3 (a) se deduce que el dominio de definicibn es el 
intervalo O < x < 6. 

(c) El dominio de definicibn de la funcibn y = x2 - 10 del Ejem- 
plo 2 es el conjunto de los niimeros reales. En las funciones Z 

x = d m  y x = -2/m- es necesario que 10 + y 2 0; O 6 

por tanto, el dominio de definici6n de cada una de ellas es 
Y 2 -10. Fig. 1-1 

Se dice que una función f(x) está definida en un intervalo, cuando lo está en un punto cualquiera 
de dicho intervalo. 

Sif(x) es una función de x y a es un valor de su dominio de definición, la expresión f(a) significa 
el valor numérico obtenido al sustituir x pcr a enf(x) o sea el valor que toma f(x) cuando x = a. 

Ejemplo 4: Si /(x) = xa  - 4x + 2, tendremos 

f(1) =(1)'-4(1)+ 2 =  1- 4 + 2  =-1, 
f(-2) = (-2)'-4(-2) + 2 = -8 + 8 + 2 = 2, 
f(a! = a' - 4a + 2, etc. 

(Ver Problemas 4- 13.) 
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UNA SUCESION INFINITA es una función de una variable (representada normalmente por n) cuyo 
campo de variación está formado por el conjunto de los números enteros positivos. Por ejemplo, 

1 
cuando n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, . . ., la función da lugar a la sucesión de térmi- 

n + l  
nos 4, 4, 4, 3,. . . La sucesión se denomina infiniia para indicar que no tiene último término. 

1 
El término ---- de la sucesión anterior recibe el nombre de término general o fPrmino enésimo. 

n + l  

] : , 1 O bien indican- Una sucesión se representa por su término general encerrado entre llaves 

1 
do algunos de los términos que la componen, 4, 8, 4, 4, . . ., -- n + 1 ' " '  

(Ver problemas 14-1 5). 

Problemas resueltos 

1. Enunciar y dibujar los intervalos: (a )  -3 < x < 5. (b )  2 5 x I 6,  (c)  -4 < x 5 O, ( d )  x > 5 ,  ( e )  x I 2. 

( a )  Todos los números mayores que -3 y menores que 5. - 
-S 6 

(b)  Todos los números igual o mayor que 2 e igual o menor que 6. 
* 4 
2 6 

a 

(e) Todos los números mayores que 4 e igual o menor que 0 .  m - - 
-4 O 

Este intervalo finito que contiene a uno de sus extremos, recibe el nombre de intervalo semiabierto. 

( d )  Todos los números mayores que 5. Y 

6 
a ( e )  Todos los números igual o menor que 2. - 
2 

2. Enunciar y dibujar los intervalos: 

(a)  I x l ( 2 ;  (b) I x l > 3 ;  (c )  I x - 3 1 < 1 ;  ( d )  I x - 2 ( < 6 , 6 > 0 ;  ( e ) O < I x + 3 1 < 6 , 6 > 0 .  

(a)  Intervalo abierto -2 < x < 2.  n n 

-2 2 

(b) Dos intervalos infinitos: x < -3 y x > 3. CI 0 
-9 S 

(e )  Intervalo abierto que contiene al punto 3. Para hallar los extremos hacemos x - 3 = 1. con lo cual. x = 4 y 
3 - x = 1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que Ix - 31 = x - 3 6 3 - x según el valor de x.) LOS 
extremos son 2 y 4 y el intervalo es el 2 < x < 4. Observese que el intervalo está formado por todos los puntos 
cuya distancia a 3 sea menor que 1 .  

( d )  Siendo 6 un número positivo dado, el intervalo 2 -6 < x < 2 + 6 está formado por todos los puntos cuya dis- 
tancia a 2 sea menor que 6 .  Este intervalo es un enrorno del punto 2. 

( e )  La desigualdad \x + 31 c 6 define el intervalo -3 -6 < x < -3 + 6 que contiene al punto -3. La condición 
O < Ix + 31 implica que x #  -3. Por tanto, el campo de variación de x está formado por los dos intervalos abier- 
tos -3 - 6 < x < -3 y -3 < x < -3 + 6. Los dos intervalos constituyen el entorno reducido del punto -3. 
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3. Resolver las desigualdades: (a) I8x - 3x2 > 0, (b) (x + 3) (x - 2) (x - 4) < 0. (c) (x + i)l(x - 3) > 0. 

(a) De la igualdad 18x - 3x2 = 3x(6 - x) = O, se deduce, x = O y x = 6; a continuación, se determina el signo 
de 18x - 3xa para los valores de x pertenecientes a los intervalos x < 0, O < x < 6 y x > 6. La desigualdad se 
verifica para los valores de x comprendidos en el intervalo O < x < 6. 

(b) Una vez determinado el signo de (x + 3) (x - 2) (x - 4) en cada uno de los intervalos x < -3, -3 < x < 2, 
2 < x < 4 y x > 4, se llega a la conclusión de que la desigualdad se satisface para todos los valores de x de los 
intervalos x < -3 y 2 < x < 4. 

(c) Los intervalos que se deben estudiar son x < -1, -1 < x < 3 y x > 3. La desigualdad se cumple para x > 3. 
Obsérvese que como (x + 1)= > O para todos los valores de x, no es preciso tenerlo en cuenta. ¿Se podría decir 
lo mismo del factor (x + l )3? 

x - 1  4. Dadaf(x) = -- 
x2 + 2 , hallarf (O),f(-l),f (2a),f(llx),f(x + h). 

Ilx- I x- x" f(]Jx) = = ---- x + h - 1  x + h - l  f ( x + h ) =  = ~~ 

I!x2+2 1 $ 2 x x '  (x $ h)' -t- 2 x2 -t- 2hx + h? + 2 

15 f < x  + 3) 
5. Si f (x) = 2', demostrar que (a) f (x + 3) - f (x - 1 )  = - f(.r) y (b) = f (4). 2 f(x- 1) . 

1 5 f(x -t- 3) - 2z+3 (4 f ( ~  + 3) - f ( ~  - I ) = 2' + 3  - 2-1 = 2r(23 - 4) = -./(a (b) ---- - -- - 
2 ,,-, - z4 =f(4). 

(X - 1) 

6. Si f (x) = log, l/x, demostrar que (a) f (a3) = -3 y (b) f (aL1") = 112. 

(a) f ( a 3 ) = l o g , l / a 3 = l o g , a - 3 = - 3  (b)f(a-11z)=l~g,I /a-1~'=log, ,a1~2=1/z .  

7. Si f(x) = log. x y F(z) = a', demostrar que F(f(x)) = f(F(x)). 

F(f(x)) = F(log, x) = al0#.' - x = lo& a' = f(aX) = f(F(x)). 

8. Determinar el campo de variación de fa variable independiente x en las funciones siguientes: 

1 1 X 
(a) y = d m ,  (b) y = 1/= (c) y = (d) y = ---, (e) y = x- 2 '  x2 - 9 x2 + 4 '  

(a) Como y debe ser real, 4 - xa 2 O, o sea, xa 5 4; el campo de variación de x es el intervalo -2 5 x í 2 o bien 
1x1 5 2. Es decir,f(x) = d c x a  esta definida en el intervalo -2 I: x 5 2 y solo en él. 

(6) En este caso xa - 16 2 O O bien xa L 16; el campo de variación de x esta formado por los intervalos x 5 4 
y x 2 4, o bien 1x1 2 4. 

(c) La funci6n esta definida para todos los valores de x excepto para x = 2. El campo de variaci6n de x se puede 
expresar por x < 2, x > 2 o por x # 2. 

( d )  La función esta definida para x # f 3. 

(e) Como xP + 4 # O para todo valor de x, el campo de variacibn de x es el conjunto de los números reales. 

9. Representar grhficamente las funciones definidas por: 

f(x) = 5 cuando O < x 5 1 f(x) = 1 O cuando 1 < x 5 2 
f ( x ) = 1 5 c u a n d o 2 < x < 3  f ( x ) = 2 0 c u a n d o 3 < x I : 4  etc. 

Determinar los campos de variación de x y de y =f(x). 
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La función f(x) representa el coste (en unidades arbitrarias) de la franquicia de correos por el interior para el envio 
de un peso x (en unidades arbitrarias). El campo de variacibn de x es el intervalo x > O y el de y = f(x), es el conjunto 
formado por los números 5, 10, 15.20, . . . 

O 

10. Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2 000 m de alambrada. Si una de las dimensiones es x m, expresar 
el &fea, y (ma). en funci6n de x. Determinar el campo de variacibn de x. 

0 Z 
1 

1 2 3 4 

Como una de las dimensiones es x, la otra serh 4(2 000 - 2x) = 1 000 - x. 

El &rea es y = x(l 000 - x) y el campo de variaci6n de x es O < x < 1 000. 

11. Expresar la longitud 1 de una cuerda de una circunferencia de 8 cm de radio en 
funci6n de su distancia x cm al centro de la misma. Determinar el campo de 
variaci6n de x. 

De la Fig. 1-3 se deduce, 41 = 2/64-xa Y 1 = 2d-. Fip. 1 3  

Fig. 1-2 

El campo de variaci6n de x es el intervalo O 5 x < 8. 

12. En cada uno de los vkrtices de una placa cuadrada de estallo de 12 cm de lado, 
se cortan pequeíios cuadrados de x cm de lado, doblándose a continuaci6n los 
bordes hacia arriba para formar una caja abierta. Expresar el volumen V (cm3 
en función de x y determinar el campo de variaci6n de cada una de las variables. 

La base de la caja es un cuadrado de (12 - 2x) cm de lado y su altura es 
de x cm. El volumen. V = x(12 - 2.x)' = 4x(6 - x)'. El campo de variación de x 
es el intervalo O < x < 6 .  

A medida que aumenta x ,  dentro de su campo de variación, tambikn lo 
hace V hasta un determinado valor para luego disminuir. Asi pues, de todas las 
cajas que se pueden construir hay una, M, de volumen maximo. Para deter- 
minar M es preciso conocer el valor de x para el cual V comienza a disminuir. Fig. 1-4 
Este problema se resolver6 en un capítulo posterior. 

13. Si f(x) = xa + Zir, hallar + ) f a  e interpretar el resultado. 
h 

f (a + h)-/(a) - - [(a + h)' + 2(a + h)l -(a" h )  
h h 

= h + 2 + h  

Sobre el grafito de la función (Fig. 1:s) situamos los puntos P y Q cuyas 
abscisas respectivas son a y (a + h). La ordenada de P es f (a) y la de Q es f (a + h), 
Por tanto, 2 

f (a + h) - f (a) - diferencia de ordenadas - 
h diferencia de abscisas 

= pendiente de PQ Fig. 1-5 
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14. Escribir los cinco primeros ttrminos de cada una de las siguientes sucesiones: 

1 1 1 1 
a 1 1 - l. Tendremos s. = 1 - - - 2 n ,  p o r t a n t o s , = I - - = -  

2 . 1  2 '  

y S, = 9/10. Los terminos pedidos son 112, 314, 516, 718. 9/10. 

1 Tendremos S, = (- 1)' -- = 
3n- 1 ( 3 . 1 - 1  112, 

S* = (-l)= 
1 

= -115, s3 = (-1)' 1 
3 . 2 -  1 = 118, 

3 . 3 -  1 

S, = -1111, SS = 1/14. LOS terminos pedidos son 112, -115, 118, -1/11. 1/14. 

. Los términos son l .  415. 3/5,8/17, 5/13. 

n 1 - 2 3 4 5  
Los terminos son - - - - - 

2 . 3 '  3 . 4 '  4 . 5 '  5 . 6 '  6 . 7 '  

(e) (i[(-l)" + 111. Los terminos son 0, 1. 0, 1, 0. 

15. Escribir el termino general de cada una de las siguientes sucesiones: 

(a) l .  -113, 115, 117, 119, . . . 
1 Los terminos son tos recíprocos de los números impares positivos. El termino general es --- 

2n- 1 ' 
(b) 1, -112, 113, -114, 115,. . . 

Prescindiendo del signo, se trata de los reciprocos de los enteros positivos. El termino general es 

Los terminos son los recíprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El termino general es J/ns. 

1 1 . 3  1 . 3 - 5  1 . 3 . 5 - 7  1 -3.5...(2n-1) 
(d) ~,2;4. m, 8 ,  .. . . El termino general es .- 

2 4 a 6. . . ( 2 4  
e 

Sin tener en cuenta el signo, los numeradores son los cuadrados de los enteros positivos, y los denominadores son 
na los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. El ttrmino general es (-l)"+l---- 

n a +  1 ' 

16. Demostrar que si a y b son dos números cualesquiera, la + bl 5 la1 + tbl. 

Consideremos los siguientes casos: (a) a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (e) a y b uno positivo y otro 
negativo. 

(a) Como la1 = a, Ibl = b, y a + b es cero o un número positivo, tendremos 

la + bl = a + b = la1 + lb1 

(b) Como la( = -u, Ibl = -b. y a + 4 es negativo, tendremos 

la + bl =-(a + b) = - u + ( - b )  = la1 + Ibl 
... \ 

(c) Supongamos a Y O y b < O; entonces (a  1 = a y Ibl = -b. 

Si /al > lbltentonces la + bl = a  -t b < a- b  = la1 + Ibl. 
.- Si la1 < Ibl, entonces la + bl = 4- b < a - b = la1 $- Ibl. 

Si la( = lbl, entonces la + bl = O < la1 + lbl. 
. ,,/ 

Portanto;s ia> Oy b < O o s i a  < Oy b > 0,entonces la + bl < ¡al + Ibl. 
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Problemas propuestos 
17. Representar cada uno de los intervalos siguientes: 

(a) - 5 < x < O  (c) - 2 d x < 3  (e )  1 x 1 ~ 3  (g) I x -21<4 (i) O <  Ix-21<1 (k) I x -212  1 
(b) x d 0  (4 x 3 1 ( f )  1x135 (h) I x+31>  1 ( j )  O <  I x + 3 1 < 4  

18. Si f (x) = x' - 4x + 6. hallar (a) f(O), (b) f (3), (c) f (-2). Sol. (a) 6. (b) 3, (c) 18 
Probar que f (4) = f (712) y f (2 - h) = f (2 + h). 

x -1  
19. Si f (x) = - 

x +  1'  hallar (0) f(O), (b) f ( l ) ,  (c) f (-2). Sol. (a) -1, (b) O, (c) 3 

Probar que f í.l/x) = -f (x) y f (-l lx) = -l l f(x). 

20. Si f (x) = X' - X ,  demostrar que f ( x  + 1) = f(-x). 

21. Si f (x) = l / x ,  demostrar que f (a) - f (b) = f - 
b f a  1. 

22. Si y = f (x) = (5x + 3)/(4x - 51, demostrar que x = f(y). 

23. Determinar el dominio de definición de cada una de las funciones siguientes: 

(a)  y = 2' + 4 

Sol. (a), (b), (8) todos los valores de x ;  (c) 1x1 2 2; (d) x # -3; (e )  x # -1.2; (f) -3 < x < 3;  (h) O d x < 2 

24. Hallar f@ + h)-f(a) , siendo: 
h 

l 
para a f 2, a + h # 2;  (b) f (x) = d x - 4 para (a) f (x) = x-2 

X 
a > 4, a + h  3 4; (c) f ( x )  ---- para a # - l .  a + h # -1. 

x + I  

25. Escribir los cinco  rimer ros tdrminos de cada una de las sucesiones. 

(d)  {(-l)*+' ara- '}  

Sol. (a)  2, 312, 413, 614, 6/5 (e) l l f i ,  2 1 6 ,  3 l f i0 ,  4 / a ,  6 1 6  
(b) 112, 116, 1/12, 1/20, 1/30 ( f )  fi, &&, 213, id& f i 1 5  
(e) a, a + d, a + 2d, a + 3d, a + 4d (g )  1, -112, 219, -3132, 241625 
(d)  a, -a?, ar', -a@, ar' 2 2' 2' 7 *2' 7 -2' 

(h )  31 3 - 6 1  3 . 6 1  m 1  3.61 
26. Escribir el ttrmino general de cada una de las sucesiones. 

(a) 112, 213. 314, 415, 516, . . . 
(b) 112,-116, 1/12, -1/20, 1/30,, . , 
(e) 112. 1/12, 1/30, 1/56, 1/90, . . . 
Sol. 

27. «Siempre que Jx - 41 < 1, I f(x)l > 1 » significa : «siempre que x este comprendido entre 3 y 5, f(x) es menor que -1, 
o bien mayor que + 1». Interpretar las siguientes expresiones: 

(a) Siempre que Ix - 11 < 2, f(x) < 10. 
(b) Siempre que Jx - 5 1 < 2, f(x) > 0. 

(e) Siempre que O < Jx - 6 1 < 1, f (x) > 0. 
( 4  Siempre que (x  - 3 1 < 2, Jf(x) - 9 1 < 4. 

28. Dibujar la funci6n y = f (x)  = 6x - x1 y determinar cual de las expresiones (a) - ( 4  del Problema 27 son verdaderas 
o falsas. Sol. (b) es falsa. 

29. Demostrar que, siendo a y b dos números cualesquiera: la f bl = lb f al ;  labl = la1 lb1 ; lalbl = la1 / lbl, b f O; 
la + bl 2 'la1 - 161; la- bl 5 la1 + Ibl; la -bl >-L la1 - lbl. 



Capítulo 2 

LIMITE DE UNA SUCESION. Si se sitúan sobre una escala numérica los puntos correspondientes a los 
ttrminos de la sucesión 

1, 312, 513, 714, 915, . . ., 2 - lln, . . . (1) 

se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesión cuya 
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por pequefia que sea. Por ejemplo, el pun- 

to 2 001/1001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 111 000; el punto 20 000 001/ 
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10 000000, y así sucesiva- 
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que el limiie de la sucesión es 2. 

Si x es una variable cuyo campo de variación es la sucesión (1) se dice que x se aproxima al 
límite 2, o bien que x tiende a 2, y se representa por x-+ 2. 

La sucesión (1)  no contiene a su limite 2. Sin embargo, la sucesión 1, 112, 1, 314, 1, 516, 1, . . ., 
en la que todos los t6rminos impares son iguales a 1, tiene por limite 1. Por tanto, una sucesión 
puede o no contener a su propio límite. Sin embargo, como se verá mas adelante, decir que x +  a 
implica x # a, esto es, se sobrentenderá que cualquier sucesión dada no contiene a su limite como 
término. 

LIMITE DE UNA FUNCION. Si x-+ 2 según la sucesión (1), f(x) = xs+ 4 según la sucesión 1, 914, 
2519, 491 16, . . ., (2 - 1 /n)*, . . . Ahora bien, si x -+ 2 según la sucesión 

xa-+ 4 segiin la sucesión 4,41; 4,0401 ; 4,004001 ; . . ., (2 + l/l0')*; . . . Parece razonable esperar 
que xa tiende a 4 siempre que x tienda a 2. En estas condiciones se( establece que «el limite de xz 
cuando x tiende a 2 es igual a 4», y se representa por el simbolismo lim xz = 4. 

x-bz 

(Ver Problemas 1-2.) 

LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando x+ 2 según la sucesión (1), cada 
tdrmino es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda, y se repre- 
senta por x +  2-. Análogamente, cuando x-+ 2 según la sucesión (2), cada término es siempre 
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derecha y se representa por x -+ 2 +. Es evi- 
dente que la existencia del lim f(x) implica la del limite por la izquierda lim f(x) y la del limite 

%-+a %+a- 
por la derecha lim f(x), y que ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del límite por la derecha 

.a+ 

(izquierda) no implica necesariamente la existencia del limite por la izqui&da (derecha). 
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Ejemplo 1: 
Sea la función f ( x )  = 4 9  - x2. El dominio de definicion es el intervalo -3 5 x 5 3. Si o e s  un número cual- 

quiera del intervalo abierto -3 < x < 3, lirn fi-7 existe y es igual a d9-0'. Considérese ahora que o = 3. 
x+a 

Si x tiende a 3 por la izquierda, lirn d- = O, y si x tiende a 3 por la derecha. lim d9-x' no existe, pues- 
x+s- x-r + 

to que para x > 3, f12 es un número imaginario. Por tanto. no existe lirn d n .  
x-a 

Anilogamente, lim d n  existe y es igual a O; sin embargo, no existen ni lirn 1/- ni lim .d9-x'. 
x--a+ x+-S- x- r- a 

TEOREMAS SOBRE LIMITES. 

1. Sif(x) = c, constante, tendremos limf(x) = c. 
X-m 

Si limf(x) = A y lim g(x) = B, resulta: 
x-ia x+a 

11. lim k -f(x) = kA, siendo k una constante. 
x 3 a  

111. iim [f (z) -t g(z)] = lim f (z) + lim g ( ~ )  = A + B .  
2-a z-ta =+a 

IV. lirn [f (z) g(z)] = lirn f (x) lirn g(z) = A  B. 
2- a z-a I-a 

lirn f ( x )  
f(x) = V. lirn - z-a - A 

z-a g(z) lim g(z) 
- B, siempre que B f O. 

. VI. Z-a lim %) = ;I lim f(x) = a, siempre que a sea un número real. 
z-a 

INFINITO. Sea el campo de variación de la variable x la sucesión S,, S,, S,, S,, . . ., S,, . . . En estas con- 
diciones se establece : 

(i) x tiende a más infinito [x+ +.o01 si a partir de un determinado término, éste y todos los que 
le siguen, son mayores que cualquier número positivo dado, por grande que éste sea. Por 
ejemplo, x +  + w en la sucesión 1, 2, 3, 4, . . . 

(ii) x tiende a menos infinito [x+ - m] si a partir de un determinado término, éste y todos los 
que le siguen son menores que cualquier número negativo dado, por pequeño que éste sea. 
Por ejemplo, x +  - w en la sucesión -2, 4, -6, -8, . . . 

(iii) x tiende a infinito [x -+ w ]  si Jx  1 -+ + w ,  esto es, x -N + w ,  o bien, x + - w .  

Se dice que una función f(x) tiende a mas infinito cuando x-t a, limf(x) = + w , si cuando x 
[x+a 

adelante, superior a un número positivo dado, por grande que éste sea. 

1 
se aproxima a a (sin tomar el valor a), f (x )  se mantiene, a partir de un determinado término en 

Se dice que una funciónf(x) tiende a menos infinito cuando x + a, lirn f(x) = - m , si cuando x I_ 
lante, inferior a un número negativo dado, por pequeño que éste sea. 

1 
se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade- 

Se dice que una función f(x) tiende a infinito cuando x + a, 
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Ejemplo 2: 

(a) Cuando x -+ 2 según la sucesión (I), / ( x )  = 1 -i + m según la sucesión 1 ,  2, 3, 4, - - En general, si 2 - x  

1 
(6) Cuando x -+ 2 según la sucesión (2),  / ( x )  = --- +--según la sucesi6n--10,--100, - 1  000. -10000, • • 

2- x 
1 1 

En general, si r - 2+, - -+ - m  y se escribe lim - - - -m. 
2- x ~ + r +  2 - X  

(e) Cuando x + 2 según (1) y (2),  1 f(x)l = 
1 

-, + w y se escribe lirn -- - 00. 
1-1 x - 2 

Nota. Los símbolos + w ,  -m, w no deben considerarse como nu vos números a añadir al 
conjunto de los números reales, sino que se utilizan para indicar un ciert 3 comportamiento de,  una 
variable o de una función. Cuando una variable o el valor de' una función aumenta constantemente 
sin llegar a alcanzar nunca un determinado valor M el límite de dicha variable o función será M 
o un namero inferior a él. Cuando no existe tal número M; se dice que la variable o función tiende 
a infinito. En este último caso no existe límite; la designación de limite se sigue empleando solo por 
conveniencia. 

(Ver Problemas 3- 12.) 

LA DEFINICION lirn f(x) = A se ha establecido estudiando el comportamiento de f(x) cuando x-t  a 
%+a 

según varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que f(x)-+ A, por lo que se puede pensar que 
a este mismo resultado se habría llegado (sin comprobar) para todas las sucesiones que tengan 
por limite a. Ahora bien, cuando x +  a segiín cada una de las sucesiones quiere decir que el valor 
de x se aproxima a a. La noción fundamental del concepto de límite es la de que siempre que x se 
aproxime a a, sin llegar nunca a alcanzar este valor, f(x) se aproxima a A. Este hecho se puede esta- 
blecer en términos más precisos, en la forma siguiente: 

A. lirn f(x) = A si dado un número positivo c tan pequeño como se quiera, existe otro número 
%-+a 

positivo 6 tal que cuando O < (x - a 1 < 6 se verifica 1 f(x) - A ( < E. 

Estas dos desigualdades establecen los intervalos: 

Fig. 2-1 

De aquí resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de limite: fijado el número c [con 
lo cual queda definido el intervalo (ii)], se puede encontrar un número 6 [y determinar el intervalo (i),] 
de forma que, siempre que x # a en el intervalo (i), por ejemplo x,, f(x) esté contenido en el in- 
tervalo (ii). 

Ejemplo 3: 
Utilizando la definición de límite, demostrar que lim (xg + 3x)  = 10. 

-2 

.,Elegido un valor de c, se debe encontrar un 6 > O de forma que, siempre que O < Ix - 21 < 6, se verifique, 
1 (xa + 3x) - 10 1 < C. Observemos que si O < Ix - 21 < A < 1, tambien se verificara Ix - 21" < A para cualquier 
valor positivo de n. Por tanto, 

Ahora bien, para que 8A < r basta con que li < €18. Por consiguiente, dado el número r, se puede encontrar un 6, 
menor que €18, que satisface la condicibn de limite. 

(Ver Problemas 13- 14.) 

OTROS TIPOS DE LIMITES. 

B. lirn f(x) = m si dado un número positivo M, tan grpnde como se quiera, existe otro 6 tal que, 
x+a 

para O r Jx-  al < 6 se verifica J f(x)l > M. 
Cuando f(x) > M, lirn f(x) = + m; si f(x) < -M, lirn f(x) = -OO. 



12 LIMITES [CAP. 2 

C. lim f ( x )  = A si dado un número positivo E, tan pequeño como se quiera, existe un niimero 
X+ m 

positivo M tal que, para 1x1 > M, se verifica 1 f (x )  - A 1 < c. 

D. lirn f (x )  = oo si dado un número positivo M, tan grande  como se quiera, existe un número 
.c+- m 

positivo P tal que, para 1x1 > P, se verifica J f(x)l > M. 

(Ver Problema 15.) 

Cuando existen los límites, lim f (x )  y lim g(x), son válidos todos los teoremas de este capítulo. 
x-r m x - r  m 

Sin embargo, estos teoremas no se pueden aplicar cuando lim f (x )  = oo y lirn g(x)  = oo o cuando 
x-+a x-+a 

X 1 
lirn f ( x )  = oo y lirn g(x)  = OO. Por ejemplo, lirn - = oo y lim - = m, pero lirn 

x-r  m *m 1 1 - X  x-1 I - x 2  x-r  1 

= lim x(l  + x )  = 2. Igualmente, lirn (x2 + 5) = + m y lirn (2 - x2) = -00 (-i&/Tk) x41 X-++ .m X-++ a 

pero lim {(x2 + 5)  + (2 - x2) )  = lim 7 = 7. 
X- l fW x++m 

Problemas resueltos 

1. Calcular el límite de las sucesiones siguientes: 

(a) 1 ,1 /2 ,1 /3 ,1 /4 ,1 /5  ,... (c) 2, 512, 813, 1114, 1415, ... ( e )  112, 114, 118, 1/16, 1/32 ,... 
(b) 1 ,  114, 119, 1/16, 1/25, ... ( d )  5, 4 ,  1113, 712, 1715, ... ( f )  0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; 0,99999; ... 
(a) El termino general es I/n. A medida que n toma los valores 1,2,  3 , 4  ..., va disminuyendo 1/n pero conservándose 

siempre positivo. El limite es O. 
(b) El término general es (l/n)2; el limite es O. 
(c) El término general es 3 - l l n ;  el Iímite es 3. 
(d) El término general es 3 + 2/n;  el Iímite es 3. 
( e )  El termino general es 112"; como en (a), el Iímite es O. 
( f )  El término general es 1 - 1/10" ;  el límite es 1 .  

2. Calcular el límite de y = x + 2, siendo x los términos de cada una de las sucesiones del ProbIema 1.  

(o) y 4 2 según la sucesibn 3, 512, 713, 914, 1115, ..., 2 + l / n ,  ... 
(b) y -+ 2 según la sucesibn 3, 914, 1919, 33/16, 51/25, ..., 2 + l / n z ,  ... 
(c)  y -+ 5 según la sucesión 4, 912, 1413, 1914, 2415, ..., 5 - l ln ,  ... 
( d )  y -+ 5 según la sucesibn 7 ,  6, 1713, 1112, 2715, .... 5 + 2/n, ... 
(e) y -+ 2 según la sucesión 512, 914, 1718, 33/16, 65/32, ..., 2 + 1/2", ... 

1 .  ( f )  y + 3 segiin la sucesión 2,9; 2.99; 2,999; 2,9999; ...; 3 - - 
10" ' "' 

(a )  lim 52 = 5  lim z = 5 . 2  = 10 lim (x - 2) 
r- 2 2- 2 2 - 2  r-r S (d) lirn - = 1 - - 

2-3 x + 2  lim ( x  + 2) ( h )  lim ( 2 r  + 3) = 2 lim x + lim 3 =-,S 
- 5 

r - 2  r - 2  Z - r  2 
x2 - 4  4 - 4  

= 2 * 2 + 3  = 7 (e) lim 7 - - = 0 
c , - 2 2  + 4  - 4 + 4  

Nota. Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusión de que lim f ( x )  es invariablemente f (a).  
e a  

El término f (a) significa el valor def(x) cuando x = o, y, se ha visto en el primer párrafo del Capitulo, que cuando x -+a, 
la variable x nrrnra llega a ser igual a a. 
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4. Hallar el limite de f (x)  = (-I)* siendo x los tdrminos de las sucesiones 

¿Que se puede decir acerca de lirn ( - ly  y f(O)? 
d o  

(a) (-1Y -* - 1 en la sucesión -1, -1, -1, -1, ... 
(b) (-l)= + + 1 en la sucesi6n + 1, + 1, + 1 ,  + 1, ... 

Como (-1)" tiende hacia limites distintos cuando x toma los valores de las dos sucesiones, lirn ( - lp  no existe; 
f(0) = (-])O = + 1. -0 

5. Hallar: 

(a) lim 
2 - 4  x - 4 = lirn 1 = lirn - 

1 - - 
1 - 4  32'-X-12 1-4 ( Z  + 3)(2 - 4) S-4 x + 3 7 

La divisi611 por (x - 4), antes del paso al límite, es valida, porque como se ha dicho, cuando x -+ 4 es x # 4; 
por tanto, x - 4 nunca es igual a cero. 

xs - 27 
(b)  lirn - = lim ( 2  - 3)(zs + 32 + 9)  - - 9 x x + 3 x t 9  - - 

1 - 3  z s - 9  3 ( Z  - 3)(2 + 3) 1-3 X+3 - 2 

(c)  lirn 
( x  + h)' - xg xs + 2hz + h' - z' 

h = l i n ~  h 
= lim lhz + ha = ~ i m  (2% + 6 )  = 22 

h - O  h - O  h-O h * - o  

Aquf, y tambiCn en los Problemas 7 y 8, h es una variable y, por ello, se podría pensar en una funci6n de dos 
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede 
considerar a x wmo una constante, es decir, un valor particular de su campo de variaci6n. El fundamento de este 
problema, como se vera en el Capítulo 4, es que si x es un valor cualquiera, como por ejemplo x = xo, en el do- 
minio de y = xz, se verifica 

( z  t h)' - z1 
lim es siempre igual al doble del valor de x. 
h-O 

4 - 2' 
(d )  lim = lim 

(4 - zS)(3 + ,GT%) = Iim 
(4  - x1)(3 4- d w )  

r - 2  3 - 1/=5 '-' (3  - ./-)(3 + ,/m-) S-. 2 4 - 2' 

= lirn (3 + d m )  = 6 
1- 2 

- x + 2  - (e) lim 2' t S - - lim - + 2, = lim - - Q) ; no existe Ifmite. 
1 - 1  ( z  - 1)' 1 ( 2  - 1)' r - 1  x - 1 

6. Hallar los siguientes limites, dividiendo el numerador y denominador por la potencia mayor dexen la fracción, teniendo 
en cuenta luego que lirn l l x  = 0. 

-m 

32 - 2 3 - 21% 
(a) lim - = lim - = 3- 0  - =  1 - 

r - w  9% + 7 r- x 9 + 7 / ~  9 + 0  3 

6x1+2z+  1 = lim 6 + 2 / z + l / z '  - 6 + 0 + 0  
(') j!!! 62'- 32 + 4 6 - O t o  

= 1 , 6 - 3/x  + 4/x1 

x S + z - 2  = lirn 
11% + 112 - 2/x5 - 2 - o 

(c) !i~ 4%'- 1 - 4 - 
r-r: 4 -  11~ '  

2x5 ( d )  lirn 7 = lim 2 - - Q) ; no existe límite. 
=-m x + 1 .m,  11% + l / z J  

7. Dada f(x) = xz - 3x. hallar lirn f ( z  + h)  - f ( z )  
h u 0  

Como f (x )  = x2 - 3x, f ( x  + h) = (x + h)* - 3(x + h) y 

lirn f ( z  + h )  - f ( z )  ( z2  + 2hz + h' - 3% - 3h) - (z' - 32) = lirn 2ha. + ha-  3h 
h h = lirn - 

h -. O A-. O h-.o h 

= lirn (22 + h - 3) = 22 - 3 
*- .O 
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8. Dada f (x )  = \/-hallar lim-+2-f(x) pan x > -Id. 
h-to h- 

= lirn 
(6% + Sh + 1) - (6% + 1) 

h 4 9 ( d 6 2 + 5 h + 1  + dK1)  

= lirn 
6 - - 6 

h " d ~ ~ + ~ h + i  + d W i  24-1 

9. En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales se anula el denominador. y calcular el límite 
de ycuhndo x + a -  y x +a+ .  

(a) y = f (x )  = 2/x. El denominador es cero para x = O. Cuando x + O-, y + -m; cuando x + O+. y + +OO. 

x - l  
(b) Y = f ( x )  = - El denominador es cero para x = -3 y x = 2. Cuando x + -3-, y + -m; cuando 

( X  + 3)(x - 2) ' 
x +-3+, y +  +m. Cuando x+2- , 'y  +-oo;cuando x +  2+, y +  +OO. 

x- 3  
(c) Y = f (x) = El denominador es cero para x = -2 y x = 1. Cuando x + -2-, y -00; cuando 

( x  + 2)(x - 1) ' 
x+-2+ ,y++m.Cuandox+ l - , y++bo;cuandox+  I+ ,y+-m.  

(x + 2)(x - (4 Y = f ( x )  = l ) .  El denominador es cero para x = 3. Cuando x -c 3- , y + + oo; cuando x -+ 3+. 
(x - 3)' 

(x + 2x1 - x)  
(e) Y = f (4 = . El denominador es cero para x = 3. Cuando x + 3- , y + + m ;  cuando x -+ 3+, 

y + + - .  

10. Estudiar (a) lirn 
1 

(b) lirn 
1 + 21'" 

-0 3 + 2l" ' ,o 3 + 2ur ' 

(a) Sea x + O-; entonces I / x  + -00, 211' + O, y lirn 
1 

= 113. 
-0- 3 + 2'1' 

Sea x -P O+;kntonces I/x -P + oo, 2'" + 4 w, y l i~n  
1 

= o. 
-o+ 3 + 2l" 

Por tanto, lirn 
1 

no existe. 
-0 3 + 2l'' 

(b) Sea x + O-; entonces 2"' -P O y lirn 
1 + 2l'" - 1 - - 

- 3 - 3 + 2 1 "  3 '  
1 + 211' 2-1" + 1 8 

Sea x + O+.  Parax # 0, e y como lim 2-"= = O, lim 
2-'/S + 1 

3 + 2 ' P  3 .2 - "=+1  * O +  -,+ 3.2-11~ + 1 = ] e  

1 + 2"' 
Por tanto, lim no existe. 

' -0 3 + 2I'' 

11, Estudiar el limite de cada una de las funciones del Problema 9 cuando x + -m y cuando x -r +m. 

(a) Cuando 1x1 es grande, lyl es pequeiio. 
Para x = -1 000, y < O; cuando x + -00, y + O-. Para x = +1000, y > O; cuando x + 4-00, Y -c O+. 

(b), (c) Igual que en (a). 

( d )  Cuando 1x1 es grande, ly 1 es aproximadamente 1. 

Parax = -1 000, y < l;cuandox+-oo, y + 1-. Para x = $1000, y > ];cuando x +  +a, y + l+. 

(e) Cuando 1x1 es grande, lyl es grande. 
- Parax=-1000,y>O;cuandox+-m,y~+oo.Parax=+1000,y<O;~uañd0~++~,y+-~. 
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12. Estudiar el limite de la funci6n del Problema 9 del Capitulo 1 cuando x + a- y cuando x + a+ siendo a un número 
cualquiera entero y positivo: 

Consideremos a = 2. Si x -+ 2- según la sucesión ( I) , f (x) + 1 0  según la sucesión 5, 10, 10, 10, ...; si x + 2+ segiin 
la sucesión (2),f(x) + 15. Por tanto, no existe lirn f (x)  ni tampoco lirn f(x). 

-2 e a  

13. Aplicando la definicibn de límite, probar que: 

(a) lirn (4x3 + 3x2 - 24x + 22) = 5, (b) lim (-ha + 9x + 4) = -3 
z-, 1 z+-1 

tu) Dado un c. para O < Ix - 11 < Á < 1, 

Para que 1 (4xa + 3x2 - 24x + 22) - 5 1 < c. basta con que A < c125; por consiguiente, dado un c existe un 6 
menor que €125, que satisface la condición de limite. 

(b) Dado un r, para O < Ix + 11 < < 1, 

por lo que. dado un e, existe un 6, menor que €11 1 ,  que satisface la condición de limite. 

14. Siendo lirn f (x )  = A y lirn g(x) = B, probar que 
*+a X+Q 

(a) lim { f(x) + g(x)} = A + B. (b) lim {f ( 4  g(x)l = A B, 
f í x )  A 

(c) lim -- = -, B # O 
*+e z-, a E+. g ( ~ )  B 

Como lirn f (x) = A y lirn g(x) = B, de la definicibn de límite se deduce que dados los números cl > O y C, > 0, 
+-+a -a 

tan pequefios como se quiera, existen dos valores d1 > O y 6, > O, o tales que: 

(i) paraO<Ix-al<dlesIf(x)-Al-:el, y 

(ii) para O < Ix - al < 6, es (g(x) - BI < e,. 

Si se elige un número ñ menor que 6, y 6,, se verificará 

(iii) p q a  O < Ix - al < Á que 1 f (x) - A 1 < rl y Ig(x) - BI < í8. 

(a) Elegido un valor de c. se necesita un 6 > O tal que para O < Jx - al < 6, se verifique J{f(x) + g(x)} - {A+B) 1 <c. 

Ahora bien, I(f(x) + g(x)} - { A  + B }  I = I ( f (x) - A} + (g(x) - B }  I 5 If(x) - Al + Ig(x) - BI. De (iii) 
If(x) - A 1 < cl siempre que O < Ix -a (  < Á y Ig(x) - A(  < r, siempre que O < Jx - a)  < Á, siendo Á 
menor que 6, y 6,. Por tanto. 

1 { f (x) + g(x)} - {A  + B)  I < r1 + E B  siempre que O < Ix - al < 1 

Tomando E ,  = E, = & E  y 6 = 1 se tiene,. 

(b) Elegido un E,  se debe encontrar un 6 tal que 
/' 

siempre que O < lx - al < 6 se verifique I f (x) . g(x) - AB I < r 

Ahora bien if(x) .g(x) - AB I = I { f(x) - A)  {g(x) - B)  + B{f(x) - Al + A{g(x) - B) I 
G l f (x) -AlSlg(x)-Bl  + IBInIf(x)-Al + IAIa18(x)-BI 

Por tanto. de (iii), 1 f (x) .g(x) - AB ( < clc, + IB( cl + [ A (  c, siempre que O < Ix - al < Á. 

I r 1 E 
Tomando E, y C, de forma que rl e, < ir; rl < - --- Y 6, < - - se satisfagan simultáneamente Y d = 

3 IBI 3 IAl 
se tiene, 

1 f (x) g(x) - AB 1 < €13 + (13 + €13 = r siempre que O < (x  - a ¡  < 6 
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f (4 1 1 1 (c) Como = f (A) - , como se ha visto en (b), hay que demostrar que lirn - = -, B# O. 
g(x) g(x) a-.. g(x) B 

Elegido un c, se debe encontrar un 6 tal que 

siempre que O < Ix - al < 6 se verifique 

Jg(x) - BI < c, siempre que O < Ix - al < 61 

1 
Como la función objeto de estudio es -- hay que asegurarse de que 6, es suficientemente pequeno para que 

aíx)  
en el intervalo a - 6, < x < a + 6, noe'xista una raíz de g(x) = O. Sea S, 5 6, un valor que satisfaga a esta 
condición, de forma que lg(x) - B J  < c, y !g(x)( > O en O (. Ix -al  c 6,. Ahora bien, si Ig(x)l > O en este 

1 1 
intervalo, se verificara Ig(x)I > b > O y - 

Idx) l  < b 
en el mismo intervalo. Por tanto, 

1 1 c 1 
-- - - 1 < 2 - siempre que O < Ix - al < 6, 

IBI b 

Tomando c, < cb IBI y 6 = S,, se verificara 
IBI 

< c y en consecuencia, 

< c siempre que O < Jx  - al < 6 

1 x 2% - 
15. Demostrarque: (a)  l i m ~ =  P., (b) lirn - = 1,  (c) lim- - m. 

1 4 1  (2 - 2) + - r W  z + 1  r - r m  2 - 1  

(a) Elegido un M. para todos los valores de x del intervalo O < Ix - 21 < 6, 

1 1 1 1 1 
Por tanto 1 7-r  1 > M cuando - > M O bien 6 < - 

x - 2) da CM* 
X 1 I 1 

(b) Elegido un c. para todos los valores de x tales que 1x1 > M, - - 1 = - < --- < -- 1 x + l  ( I x + l l  - 1x1-l ~ - l .  

X 
Por tanto - - < E cuando - 

1 
I x + l  

< e o M > l + - .  
M - 1  c 

(c) Elegido un M suficientemente grande, para todos los valores de x tales que 1x1 > P > 1, 

x2 
Portanto 1 - x - l  1 > M  cuando P > ~ M .  

Problemas propuestos 
16. Estudiar el llmite de y = Zx + 1 cuando x toma los valores de los tCrminos de las sucesiones del Problema 1. 

Sol. (a)y+ l . ( b ) r +  1 , ( ~ ) ~ + 7 , ( d ) y + 7 , ( e ) ~ +  l , ( f ) y +  3 

17. Calcular: 
x - 1  2- 2  

(a) lim ( x l  - 42) ( e )  lim - (i) lim- 
x-r 1 r - r ~  2'- 1 = * a  q m  

2' - 4 
(b) lirn (2' + 22' - 32 - 4 )  

-2 
(f) ! i ! x z - 5 x + 6  

( j )  lirn - 
S-+ - l  1-1 2' - 4 

(32 - 1)' x a + 3 x + 2  ( x  + h)' - x' 
(e) lirn .-. (Z  + 1~ (Q) Jml 2 + 4 ~ + 3  (k) ;m h 

-+o 

3" - 3-" 2 - 2  2- 1  

(4 !% 3' + 3 - =  
(h) lim - (1) lim 

'-.a X' - 4 r-rl 4 K 3  - 2 
Sol. (a) 4; (b) O; (c) 4; (d) O; (e)  + ; ( f ) 4 ;  (g) 4; (h) 4; ( i )  O; ( j )  m, no existe límite; (k) 3xP; (1) 2 
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Calcular: 
2 x + 3  

(a) lim - 
a-+= 4~ - 5 

X 
(c) lirn - 

*-,m xP + 5 
x + 3  3'-3-S 

(e) Iim 
=+m X' + S X  + 6 

(g) lirn 
.,,-m 3" + 3-= 

2*' + 1 xe -ij 5x + 6 3" - 3-S 
(6) lirn 

=-+m 6 + x - 3xS 
( d )  lirn 

=-.m X + l  ( f )  3. + 3 - X  

Sol. (a) ); (b) -213; (c) O ;  (d)  w, no existe límite; ( e ) O ; ( f ) l ; ( g )  -1 

Hallar lirn f (a + h) -f (a) 
h 

para cada una de las funciones del Problema 24, Capitulo 1. 
A+O 

-1 
Sol. (a) - 1 1 

(a - 2). (b) 2-4 * (a + 1)' 

a&" + a,xm-l + + a, Estudiar el lim . siendo a&, # O y m, n dos números positivos enteros, cuando (a) m > n. 
-m bd" + blXI-' + ' ' + b, 

(b) m = n, (c) m < n. Sol. (a) no existe limite; (b) ao/bo; (c) O 

Hallar el límite de f (x )  = 1x1 cuando x + 0. 

Ind. Estudiar lim f ( x )  y lim f(x). Sol. lim 1x1 = O 
-0- =-+o+ e 0  

Hallar el limite de f ( x )  = x, x > O 
cuando x -c O. 

f ( x )  = x + 1 ,  x 5 0  
Sol. lirn f ( x )  no existe. 

r-ro 

(a) Aplicando el Teorema IV y el metodo matemático & induccibn completa, demostrar que 

lirn = a", siendo n un número entero y positivo 
-a 

(b) Aplicando el Teorema 111 y el metodo de induccibn completa, demostrar que 

( f d x )  + fe  ( x )  + . - . + f.(x)) = lirn f ,  ( x )  + iim f,(x) + . . . + lim f,(x) 
.+ m z-ba S+ 0 =+a 

Aplicando el Teorema 11 y los resultados del Problema 23, demostrar que 

lirn P(x) = P(a), siendo P(x) un polinomio en x. 
.+a 

Siendo f (x )  = 5x - 6, encqntrar un 6 > O tal que siempre que O < ( x  - 4 )  < 6 se veriñque ( f ( x )  - 141 < r, cuando 

(a) r = 4, (b) r = 0,001. Sol. (a) 1/10, (b) 0,0002 

Aplicando la definicibn de limite, demostrar que: 

(a) lirn 5x = 1 5 ,  (b) lim xC = 4, (c) lirn (xs- 3x + 5 )  = 3. 
r+ S z+ r-bl 

Aplicando la definicibn de limite, demostrar que : 
1 X X 

(a) lirn - = w , ( b )  lirn - = 
xP  

00, (c) lim -- = 1 ,  ( d )  lim - = 09. 
O X *+i X - 1  .+m X-l ,+m x C 1 

Sol. (a) 6 < 1 / M ,  (b) 6 < 1 ' 
, ( c ) M >  1 + _ . ( d ) P >  2M 

M + l  

Demostrar que si f ( x )  está definido para todos los valores de x próximos a x = a y tiene limite cuando x + a, este 
limite es único. 

Ind.: Suponer que lirn f (x )  = A, lirn f ( x )  = B, siendo B # A. Elegir c,, r2 < f lA - BI y determinar 6, y 6, 
e a  z-+a 

para los dos limites. Tomando 6 más pequefio que 6, y d,, se obtendrá ( A  - 81 = ( {A  - f (x ) )  + ( f ( x )  - B}I < IA - 81, 
lo cual es una contradiccibn. 

Siendo f (x) ,  g(x), h(x) tales que ( i )  f ( x )  5 g(x) ( h(x) para todos los valores de x próximos a x = a, y (ii) l imf(x)  
= lirn h(x) = A, demostrar que lirn g(x) = A. -a 

*m e a  

Ind.: Elegido un c > O tan pequeiío como se quiera, existirá un 6 > O tal que, para O < Ix - al < 6, se verifique 
( f ( x ) - A (  < r y Ih(x)-A( c c, o bien, A - c  < f ( x )_ (g (x )  _<h(x)< A + c. 

Demostrar que si f (x )  5 M para todos los valores de x, y lim f (x )  = A, se verifica A 5 M. 
=+a 

Ind.: Supongamos A > M. Eligiendo r = +(A - M ) ,  se llega a una contradicción. 



Capítulo 3 
Continuidad 

UNA FUNCION f(x) es continua en el punto x = x, si (i) está definida f(x,), (ii) existe lim f(x), (iii) 
lim f(x) = f(x,). x+xa 

Por ejemplo, f(x) = x2 + 1 es continua en el punto x = 2 ya que lim f(x) = 5 = f(2). La condición (i) 
-2 

expresa que una función puede ser continua iinicamente en puntos de su dominio de definición. 
Así, pues, f(x) = d- no es continua en x = 3 puesto que f(3) es imaginario y la función 
no esta definida en este punto. 

Se dice que una función es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en 
todos sus puntos. Se dice que una función es continua, cuando lo es en todos los puntos de su do- 
minio de definición. Así, pues, f(x) = xa + 1 y todos los polinomios en x son funciones continuas; 
otros ejemplos son e", sen x, cos x. 

Si el dominio de definición de una función es un intervalo cerrado a S x S b, la condición (ii) 
no se cumple en los extremos a y b. En estos casos se dice que la función es continua, cuando lo es 
en el intervalo abierto a < x c b y además, lim f(x) = ffe) y lim f(x) = f(b). Por ejemplo, 

x+a + r+b - 
f(x) = 2/-, es una función continua (ver Ejemplo 1, Capítulo 2). Las funciones que se manejan 
normalmente en el cálculo elemental son continuas en sus dominios de definición excepto en algún 
punto aislado. 

UNA FUNCION f(x) se dice que es discontinua en el punto x = x, cuando no se cumple una o varias 
de las condiciones dichas de continuidad. A continuación, se presentan algunos ejemplos de dis- 
continuidad : 

1 
(a) f(x) = x_i es discontinua en el punto x = 2 porque 

(i) f(2) no está definido (se hace nulo el denominador) 

(ii) no existe lim f(x) (es infinito). 
x-2 

La citada función es continua en todos los puntos salvo en el x = 2, en el que presenta una discon- 
tinuidad infinita. Ver Figura 3- 1. 

Fig. 3-1 Fig. 3-2 

xa - 4 
(b) f(x) = - es discontinua en el punto x = 2 porque 

(i) f(2) no está definido (se anulan el numerador y el denominador) 
(U) Iim f(x) = 4. 

*2 
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En este caso, la discontinuidad recibe el nombre de evitable ya que asignando a la función 
x2-4 

f(x) = - 2 el valor f(2) = 4 para x --- 2, ya es continua. (Observese que la discontinuidad huc 

se presenta en (a) no se puede evitar puesto que allí no existe el límite.) Las curvas representativas 
x2 - 4 

de f(x) = - y de g(x) = x + 2 son idknticas excepto en el punto x = 2, en el que la primera 
x- 2  

presenta un «hueco». Evitar la discontinuidad consiste simplement~ en llenar de forma adecuada 
dicho «hueco». 

x3 - 27 
(c) . f (x) = -- , x # 3; f(3) = 9 es discontinua en el punto x = 3 porque 

x- 3 

(i) f (3) = 9, (ii) lirn f (x) = 27, (iii) lim f ( x )  # f (3) 
z+3  r+a 

x3 - 27 
La discontinuidad se puede evitar asignando a la función f(x) = el valor f(3) = 27 

x- 3 
para x # 3. 

(d) La función del Problema 9, Capitulo 1, está definida para todo x > O, pero presenta discon- 
tinuidades en los puntos x = 1, 2, 3, . . . (ver Problema 12, Capitulo 2) ya que lim f(x) # lim 
f(x) (siendo s un número cualquiera entero y positivo). x+s- %+a+ 

La diferencia entre los valores de estos dos límites recibe el nombre de salto de discontittuidad. 

(Ver Problemas 1-2.) 

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones 
se deducen rápidamente de los teoremas sobre límites del Capítulo 2. En particular, si f(x) y g(x) 
son continuas para x = a, también lo son f(x) g(x), f(x) -g(x) y f(x)/g(x) siempre que, en esta 
última, g(a) # O. Es decir, mientras todos los polinomios de x son funciones continuas para todos 
los valores de la variable, las funciones racionales son continuas para todos los valores de x excepto 
en aquellos que anulan al denominador. 

En álgebra se aplican algunas de las propiedades de las funciones continuas, como por ejemplo: 

(a> En la curva representativa de una función polinórnica y = f(x), dos puntos cualesquiera de 
ella [a, f(a)] y b, [ f(b)] están unidos por un arco continuo. 

(b) Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, la curva de la función y = f(x) corta al eje x por lo menos 
una vez, y la ecuación f(x) = O tiene, por lo menos, una raíz entre x = a y x = b. 

La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aquí es: 

1. Si f(x) es continua en el intervalo a x g b ,  y si f(a) #f(b), todo valor, c, comprendido 
entre f(a) y f(b) lo toma la función al menos para un valor de x del intervalo, como por ejem- 
plo x,, de forma que f(x,) = c. 

Las Figuras 3-3a y 3-36 ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las 
3-4a y 3-46 nos muestran cómo es esencial la continuidad en el intervalo. 

I 

Fig. 3-3a 

/ ( x )  = O tiene tres raíces 
entre x = a y w = h. 

Fig. 3-3b 
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f í x )  = O no tiene raíces 
entre x -= a y x - b. 

Fig. 3-4a Fig. 3-46 

Otras propiedades de las funciones continuas son: 

11. Si f (x)  es continua en el intervalo a < x < b, f (x)  toma un valor mínimo m y otro máximo M 
para dos puntos del intervalo. 

Aun cuando la demostración de la Propiedad 11 se sale de los márgenes de este libro, sin 
embargo, se utilizarti con plena libertad en capítulos posteriores. En las figuras siguientes se 
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5a la función es continua en el 
intervalo a I x 5 b; la función toma el menor valor m y el mayor M en los puntos x = c 
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-5b la función es continua 
en a < x < b; la función toma el menor valor en el extremo x = a mientras que el mayor 
lo alcanza en el punto x = c de dicho intervalo. En la Fig. 3-5c se representa' una discon- 
tinuidad en el punto x = c, siendo a < c < b;  el menor valor de la función corresponde 
a x = a pero, en este caso, no existe valor máximo. 

m. Si f (x)  es continua en el intervalo a S x S b y c un número cualquiera comprendido entre 
a y b, si f(c) > O existe un número A > O tal que, para c - A < x < c + A, se verifica 

f ( x )  > o. 
Esta propiedad, cuya demostración puede verse en el Problema 4, está representada en la Fi- 

gura 3-6. 

Y 

I l 
I 

l 

I I I I m z 
a c b 

Ng. 3-56 
0 -  

Y 

J 'M I I l 

I I I  
1 Im I ! 1 %  1 .  

Q c d b O 

Fig. 3-la 
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Problemas resueltos 
1. Del Problema 9, Capítulo 2, se deduce: 

(a) f(x) = 2/x tiene una discontinuidad infinita en x = 0. 

x-1 
(b) f(x) = (x + 3)(x-2) 

tiene una discontinuidad infinita en x = -3 y x = 2. 

(X + 2)(x - ') tiene una discontinuidad infinita en x = 3. ( 4  f(x) = - (x - 3)* 

2. Del Problema 5, Capitulo 2, se deduce: 

X' - 27 
(0) f ( 4  = m tiene una discontinuidad evitable en x = 3. 

Presenta también una discontinuidad en x = -3. 

4-xs 
(6) f(x) = tiene una discontinuidad evitable en x = 2. 

3-4- 
Tiene también una discontinuidad evitable en x = -2. 

x a + x - 2  
( 4  f ( 4  = (x - 1), 

tiene una discontinuidad infinita en x = 1. 

3. Demostrar que la existencia de tim + h, implica quef(x) sea continua en x = a. 
h-'O . h 

De la existencia del limite se deduce, /(a + h) -/(a) + O. Por tanto, lim /(a + h) = f(a) y f(x) es continua en 
el punto x = a. h-o 

4. Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a 5 x 5 b y c es un número cualquiera comprendido entre a y b, y 
si f(c) > O, existe un númefo 1 > O tal que, para c - ri < x < c + 1, se verifica f(x) > 0. 

Como f(x) es continua en el punto x = c, Iím f(x) = f(c) y dado un E > O, existir& un 6 > O tal que 

(i) siempre que O < Ix - cl < 6 se verifica 1 f(x) -f(c) I < E. 

Ahora bien,f(x) > O en todos los puntos del intervalo c-6 < x < c + 6 con lo cual, f(x) >f(c). Para los 
demas puntos de dicho intervalo se verifica f(x) < f(c), de forma que If(x) - f(c) 1 = f(c) - f(x) < E y f(x) > f(c) - E. 

Por consiguiente, en estos puntos, f(x) > O a menos que c 2 f(c). As[ pues, para determinar un intervalo que satisfaga las 
condiciones del teorema, se elige E < f(c), con lo cual 6 verificar& (i) y se toma 1 < 6. Ver Problema 10 para la expresi6n 
del teorema correspondiente. 

Problemas propuestos 
5, Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17 (a)-(h) del Capítulo 2. 

Sol. (a),(b),(&ninguno; (c) x = -1; (e) x =f 1; (f) x = 2 , 3 ;  (g) x=-1,-3; (h) x = f 2  

6. Demostrar que f (x) = 1x1 es continua. 

1 -211' 
7. Demostrar que f (x) = - 1 + 2l1' presenta un salto de discontinuidad en x = 0. 

X 
tiene un salto de discontinuidad y (b) f(x) = - 8. Demostrar que para x = O (a) f(x) = --- 3lP + 1 

tiene una dis- 
3'Is + 1 

continuidad evitable. 
x:-4~-21 

9. En la Fig. 3-4 a se representa la funci6n f(x) = , demostrar que si a = 3 y b = 11, es c = 10. 
x-7 

10. Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a 5 x 5 b y c es un número cualquiera comprendido entre a y b, si 
f(c) < O existe un número Á > O tal que, para c- A < x < c + A, se verifica f(x) < 0. 



Capitulo 4 

Derivada 

INCREMENTOS. El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminución que experimenta, 
desde un valor x = x ,  a otro x = x,  de su campo de variación. Así, pues, Ax = xl - x,, o bien 
xl = x ,  + Ax.  

Si se da un incremento A x  a la variable x, (es decir si x pasa de x = x,  a x = x, + Ax), la fun- 
ción y = f ( x )  se verá incrementada en A y  = f ( x ,  + Ax)  - f(x,)  a partir del valor y = f (xo) .  El 
Cociente 

Ay - incremento de y -- 
Ax incremento de x 

recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la función en el intervalo comprendido en- 
tre x = x ,  hasta x = x, + Ax. 

Ejemplo 1 : 
Cuando x aumenta en Ax = 0.5 a partir de xb = 1, la funcibn y = f (x )  = xt + 2.x se incrementa en 

Ay = f ( l  + 0.5) - f ( l )  = S,25 - 3 = 2,25. Por tanto. el cociente de incremento de y, en el intervalo entre x = 1 - Ay 2.25 
y x = 1.5. es - = - = 4,s. 

Ax 0,s 
(Ver Problemas 1-2.) 

DERIVADA de una función y = f (x )  con respecto a x en un punto x = x ,  se define por el limite 

siempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantáneo de incrementos (o sim- 
plemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = x,. 

Ejemplo 2: 
Hallar la derivada de y = f (x)  = x1 + 3x con respecto a x en un punto x = xo. Como aplicaci6n, calcular la 

derivada en los puntos: (a) xo = 2 y (b) xo = 4. 

Yo = f(xo) = xO1 -k 3x0 
Yo + AY = ~ ( X O  f Ax) = ( X O  -k Ax)' -k 3(xo f Ax) 

= xOa + 2xoAx + (Ax)' + 3x0 + 3Ax 
AY = f (xo + Ax) - f (xo) = h o A x  + 3Ax + ( A x ) ~  

La derivada en el punto x = xo es 

lim *=lirn (h.+ 3 + Ax) =2x,, + 3 
~ » o  Ax A=+O 

(o) Para xo = 2, el valor de la derivada es 2 2 + 3 = 7. 
(b) Para xo = 4, el valor de la derivada es 2 ( 4 )  + 3 = -5. 
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EN EL CALCULO DE DERIVADAS se suele prescindir del subíndice O con lo que la derivada de 
y = f(x) con respecto a x se escribe en la forma 

VCase la nota del Problema yc), Capitulo 2. 
La derivada de y = f(x) con respecto a x se puede representar por uno cualquiera de los símbolos 

(Ver Problemas 3-8.) 

Problemas resueltos 

1. Dada y =f(x) = x1 + 5x- 8, hallar Ay e AylAx cuando x varía 

(a) de x, = 1 a x, = x, + Ax = 1,2 y (6) de x, = 1 a x, = 0.8. 

(a) AX = x,-X, = 1,Z- 1 = 0.2 

AY Geomktricamente, - en (a) es la pendiente de la recta que une los pAtos (1, -2) y (1,2,4,56)  de la parabola 
A x 

y = xm + 5x - 8, y en (b) es la pendiente de la recta que une los puntos (0,8,,-3,36) y (1, -2) de la misma paribola. 

m 

2. La ecuacibn s = 5tl representa el espacio, s(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo. Calcu- 
lar As/At cuando t varia de t, a 1, + At: Como aplicación, calcular As/At cuando t varía: (a) de 3 a.3.5, (6) de 3 a 3,2 
y (c) de 3 a 3,l. 

A s  - 5( t~  + At)' - - loro At S(At)' = + 5Ar . -- A 

At At A r 
-0 

(a) AquI r, = 3, Ar  = 0,5, y As/Ai = 1q3) + 5(0,5) = 32,s m/s. 

(6) AquI r, = 3, Ar = 0,2, y As/At = 1q3) + 5(0,2) = 31 m/s. 

(c) AquI r, = 3, Ar  = 0.1, y As/Ar = 30,s m/s. 

Como As es el desplazamiento del cuerpo desde el instante t = t, hasta t = t, + At, 

A s  desplatamiento -= - = velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo dado 
At tiempo 
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3. Hallar dyldx, siendo y  = x 8  - x1 - 4.  Hallar tarnbien dyldx en el punto: (a) x = 4, (b) x = O, (c) x = -1. 

(a) 2 1 = 3(4)' - 2(4) = 40. (6)  l s = o =  3(O)' - 2(0) = O .  (o) , = 3(-1)' - 2(- 1) = 6  
2 '4  

4. Hallar la derivada de y  = x1 + 3x + 5 .  

(1) v + A y  = ( z + A z ) ' + 3 ( z + A z ) + 6  = z ' + 2 x A z + A x 1 + 3 z + 3 A z + 6  

(2 )  Ay = (22  + 3)Az + Az' 

I en los puntos x  = 1 y x  = 3. Demostrar que la función no es derivable en el S. Hallar la derivada de y  = - 
x- 2  

punto x  = 2, en el que presenta una discontinuidad. 

d ~  -1 dr -1 Para x = 1, - = (1 ,= -1, y para x  = 3, - - = -1, dr - dr (3 - 2)' 

du Para x  = 2, - no existe porque el denominador es cero. 
dr 

2x -3  
6. Hallar la derivada de f (x)  = - y demostrar que la funcibn no es derivable en el punto x = - +, en el que pte- 

senta una discontinuidad. 3x + 
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Para x = 4 3 ,  la función no es derivable porque se anula el denominador. En general, una funcidn no es derivable 
en los puntos en que presenta una discontinuidad. 

7. Hallar la derivada de y = 2/= 

En la función f fx )  = d-1, lim f (x )  = O = f (-3) mientras que no existe lirn f (x) ;  la función es continua a la 
x-t -'/=+ x+ 

derecha de x = -3. En el punto x = -3 la derivada es infinita. 

8. Calcular la derivada de f ( x )  = x113 y, como aplicacion. estudiar f'(0). 

(1) f (x + Ax)  = (x  + Ax)lIs 

(2) f (X + A x )  - f (x) = (x + Ax)lls - xlIa 

- - [ (x  + A X ) ~ / ~  -xlIS][(x + Ax)'Is + x118(x + Ax)l/$ + X Q ~ ]  

(x  + A X ) ~ ~ ~  + x1Is(x + 4x)l13 + xa/s 

f'(x) = lim 
1 - 1 -- 

A~~~ (X  + A X ) ~ ~ ~  + x1I3(x + Ax)'13 + xgI3 3xYs 

La función no es derivable en el punto x = O porque el denominador es cero. Obdrvese que la función es continua 
en el punto x = O. Teniendo esto en cuenta así como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Si una funcidn 
es derivable en elpunto x = a, es continua en dicho punto aunque el recíproco no es cierto. 
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9. Interpretación geometrica de dyldx. 

La Fig. 4-1 muestra que Ay/Ax es la pendiente de la 
secante que une un punto fijo P(x, y) cualquiera de la curva 
con otro Q(x + Ax, y + Ay). Cuando Ax -+O, P perma- 
nece fijo y Q se mueve sobre la curva acerdndose a P; la 
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llega a su po- 
sición límite que es la tangente PT a la curva en el punto P. 
Asi pues, dyldx es la pendiente de la tangente a la curva 
y = f (x )  en el punto P. 

Por ejemplo, en el Problema 3, la pendiente de la cú- 
bica y = x3 -xa -4  en el punto x = 4 es m = 40, en 
x = O e s m = O y e n x = - l e s m = 5 .  

4 10. Hallar dsldt en la función del Problema 2. Interpretar el resultado. Fig. 4-1 

As a3 
En este caso - = loto + 5At y - = lim (loto + 5At) = loto. 

A t dt Al+O 

Cuando At -t 0, AslAt representa la vehidad media del cuerpo en intervalos de tiempo At cada vez mhs peque- 
fios. El valor de &/di es la velocidad instanthnea v en el instante t = t,. Por ejemplo, para x = 3, v = lb(3) = 30 mis. 

La función es continua para rodos íos valores de x. Para x i O.f(x) - -X y J'(x) = 1 ;  pdra x > O, f(x) = x y 
f'(x) = 1.  

- f (0  + Ax) - f  (0) . lAxl f ( x  + Ax) - f ( x )  - lim - Para x = O, f (x )  = O y lim - = lim -- 
A x-o A x A M O  A x Ax-o AX ' 

JAxl lAxl Cuando Ax -t O-, -, - -1 mientras que si Ax -, O+, - -* 1 .  
Ax A x 

Por consiguiente, la funcibn no es derivable en el punto x = 0. 

12. Calcular r = - - - dy para la función de los Problemas (a) 3 y (b) 5. Demostrar que r -. O cuando Ar -t O. 
Ax dx 

(a) c = (3x1 - 2x + (3x - 1)Ax + (Ax)') - {3xa - Zr) = ( 3 ~  - 1 + Ax)Ax. 

-1 - -1 - - - ( x - 2 )  + ( x  + d x - 2 )  - - 1 
(b) € = -p. A x 

( X  - 2)(x + AX - 2) ( X  - 21% ( X  - 2)O(x + Ax - 2) ( X  - 2)=(x + Ax - 2) 

dY 13. Interpretar geomktricamente la expresión Ay = -- . Ax + r . Ax del Problema 12. 
dr 

dY En la figura #el Problema 9, Ay = RQ y - Ax = PR tag L TPR = RS; por tanto, r Ax = SQ. Cuando x se in- 
dr 

d~ crementa en Ax desde P(x,y), Ay es el incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que - AX esel dx 
incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos E Ax 

dy 
= (...)(AX)~-+ O más rápidamente que Ax, en el Cqpitulo 23 se empleará la expresibn- Ax como una aproximacibn de 
Ay cuando lAxl sea pequeno. dx 
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Problemas propuestos 

14. Calcular Ay e AylAx, en los casos siguientes: 

(a) y = 2x - 3 y x pasa de 3,3 a 3,5. 
(b) y = x1 + 4x y x pasa de 0.7 a 0.85. 
(c) y = 2/x y x pasa de 0,75 a 0,s. 

Sol. (a) 00.; 2, (b) 0,8325; 5,55,(c) 413; -1613 

15. Dada la función y = x' - 3x + 5, calcular Ay en el pwto x = 5 para Ax = -0,Ol.  Hallar el valor de y para x = 499. 

Sol. Ay = -0,0699; y = 14,9301 

16. Calcular la velocidad media de los siguientes movimientos: 

(a) S = (3ta + S )  m y t pasa de 2 a 3 seg. 
(b) s = (2t1 + 5t - 3) m y t pasa de 2 a 5 seg. 

Sol. (a) 15 mlseg, (b) 19 m/seg. 

17. Calcular el aumento de volumen de un balón esferico cuando su radio se incrementa desde r hasta r + Ar cm. (6) desde 
2 hasta 3 cm. 

4h 
Sol. (a) - (3rP + 3r Ar + Arv Ar cma., (6) 'vlp cm8. 

3 

18. Hallar la derivada de las siguientes funciones: 

(a) y = 4 x - 3  ( d )  y = I/xa (S) Y = 6 (i) y = C + 2 r  
(6) y = 4 - 3x (e) Y = (2x-  l)/(Zx + 1) (h) Y = 1 1 6  (i) Y = 11- 
(c) y = x a + 2 X - 3  ( f )  Y = ( 1  + W I ( 1 -  2x1 

Sol. (a) 4 
1 1 1 

(e) (2r + 1)P (S) - 
2 6  

(i) - 
t / l + Z x  

(4 -3 
4 1 (h) - 1 

(c) 2(x + 1) ( f )  ( 1  - zx)a h f i  ( j )  - *(2 + x)S,' 
( d )  -2/xa 

19. Hallar la pendiente de las siguientes curvas en el punto x = 1 : 
4 

(a) y = 8 - 5x4, (b) y = - 
2 

x + l '  (c) Y =-  x + 3' 
Sol. (a) -10, (b) - 1, (c) -118. 

20. Calcular las coordenadas del vértice de la parábola y = xa - 4x + 1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente 
en dicho punto es igual a cero. Sol. V(2, -3). 

21. Calcular la pendiente de las tangentes a la parábola y = -xs + 5x - 6 en los puntos de intersección con el eje x. . 
Sol. Parax = 2,m = 1 ;  parax = 3, m = -1. 

22. Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el instante t = 2; S viene expresado en metros y t en segundos: 

(a) S = ta + 31, (b) S = t s  - 3ta, (e) S = -2. 

Sol. (a) 7 m/s, (b) O mls, (c) ) m/s 

23. Demostrar que la variación instantanea del volumen de un cubo con respecto a su arista x ( a )  es de 12 cma/cm 
cuando x = 2 cm. 



Capítulo 5 
Derivación de funciones algebraicas 

UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x a xo se dice que es derivable en él. Una función es 
derivable en un intervalo cuando lo es en todos los puntos del mismo. 

Las funciones que aparecen en el cálculo elemental son, en general, derivables en sus intervalos 
de definición, pudiendo no serlo en algún punto aislado. 

FORMULAS DE DERIVACION. En las fórmulas siguientes u, v y w son funciones derivables de x. 

d 
1. - (c) = O, siendo c una constante 

dx 

d d d 
5. ~ ( u v )  = u-(v) + u-(u) 

d 
10. -(xm) = mxm-' 

dx dx dx 

d d d d <I d 
6. -(uvw) = uv-(w) 4- uw-(21) 4- ww-(U) d x  11. -(xm) = mum-' - 

(lx d x  dz  d x  dn (u) 

(Ver Problemas 1 - 13.) 

FUNCION INVERSA. Sea la función y = f(x) derivable en el intervalo a í x í b y supongamos que 
dyldx no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-la y 5-lb 
toman una sola vez cada uno de los valores comprendidos entre f(a) = c y f(b) = d. Por tanto, 
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un único valor de x, con lo cual 
x es también función de y, es decir x = gb). Las funciones y = f(x) y x = g ( j )  reciben el nombre 
de funciones inversas. 

c 

O 

a' Y 

d---J 

l I 
I 
l 

I 
I I 

I 
I z 1 1 Z 

a b O a b 
Fig. 5 - la  Fig. 5 - l b  
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Ejemplo 1: 

(a) y = f(x.1 = 3x + 2 y x = g(y) = )(y - 2) son funciones inversas. 

(b) Cuando x 5 2 e y 1 -1, y = x8 - 4 1  + 3 y x = 2 - d Y T  son funciones inversas. Cuando x 2 2 e y 2 -1, 
y = xt - 4x + 3 y x = 2 + d y T  son funciones inversas. 

Para calcular dyldx en la función .r = gb): 

(a) Despejar y si es posible y derivar con respecto a s 

(b) Derivar s = g ( y )  con respecto a y y aplicar 

Ejemplo 2: 

Calcular &/d.r e n  la funci6n x = \/y+ 5. 

Aplicando (a): y = (x - 5)' y dv/& = 2(.u - S). 

dr  1 dv A Aplicando (6): - = )S- ' , *  = -- ; por tanto. - = 2\/ y = 2(x - S). 
d,. 2 \;T. dx 

(Ver Problemas 14- 1 S. )  

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. Si y =,f(u) y u = g(s) resulta que J = f {g (x ) )  es 
una función de x. En el caso en que y sea una función derivable de u y u lo sea respecto de .Y, la 
función y = f{g(x)) también sera derivable con respecto a s. La derivada dy1d.t- se puede obtener 
por uno de los procedimientos siguientes: 

(a) Despejar y en funcibn de .\- y derivar 

Ejemplo 3: 

S i y = u 2 +  3 y u = Zr + 1 ,  tendremos y = (Zr + 1)' + 3 y dyldx = 8x + 4. 

(b) Derivar cada una de las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar la fórmula 

Ejemplo 4: 

(Ver Problemas 16-20.) 

DEWADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una función de s, y =.f(s), recibe el nombre 
de primera derivada de la función. Si la primera derivada es a su vez una función derivable, su deri- 
vada se denomina derivada segunda de la funci6n original y se representa por uno cualquiera de los 

símbolos - y" o fl'(x). La derivada de esta segunda derivada, si existe es la derivada tercera 
dxe * 

@Y de la función y se representa por -, y"' of"'(x). 
dx3 

Nota. La derivada de un orden determinado en un punto solo puede existir cuando todas las 
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto. 

(Ver Problemas 21-23.) 
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Problemas resueltos 
d d d l .  Demostrar: (o) - (c) = O. siendo c una constante; (b) - (x )  = 1 ;  (e) - (cx) = c. siendo c una constante; dr dx dx 

d 
(d)  - (xm) = nxU-', siendo n un número positivo entero. 

dx 

d f ( x  + Ax)-f(x) Como - f (x )  = lim 
dr JZ-O d x 

n e - c  - 
(a,) - ( c )  = lini - - lini O = O 

da: ~ r - o  Az ~ r - o  

d  Ax 
b  ( )  = Iini 

- 
= Iinl - = i i n ~  1  = 1 

A,. -0  A% J x - O  &X Jl-0 

d c(x + A r )  - cz  (c) -(ex) = 1i1i1 = l i ~ ~ i c =  c 
d+ Av-O AX J U  -11  

w(n - 1 )  
.Y" + 11.r"-' J.r + ----- X " - Y A X ) ~  + 

d ( x  + Ax)" - rn 1 . 2  
(d )  & ( x W )  = Iit11 = liln 

A , - 0  AX 1 , - O  AX 

Ar-O 

d d d .  
2. Sean u y v funciones derivables de x. Demostrar: (a) - (u + v) = - (u) + - (v) 

dr dx dx 

rl d 
d d  d  dx d r  

t i a - ( U )  - ? L . - ( Y )  

(b )  ; 1 7 ; ( ~ * ~ )  = t i * - ( U )  + v e - ( 1 1 )  , v # O  
d x  dx v1 

(a) Sea f (x )  = u + v = J ~ X )  + v(x); tendremos: 
f ( x  + Ax) - f (x) u(x + Ax) + v(x + Ax) - U(X) - v(x) - U(X + Ax) - U(X) v(x + Ax) - v(x) -- = 

A x A x A x 
+ 

A x 

d d d d d d Tomando el limite cuando 4 x 4  O, dr f (x)  = dx (u + v )  = - u(x) + - v(x) = - (u) + - (v). 
dr dx dx dr 

(b) Sea f (x) = u . v = u(x) . v(x); tendremos: 

v ( x  4- Ax) u(%) = ? C ( X  + b x )  + v(x )  
u(% + Az) - ?c(z) 

Ax Ax 

d  d d  d d d 
y - f(.r) = - ( 1 ~  v )  = I ~ ( x )  - V ( Z )  + U(X)- ~ ( x )  = - ( v )  + v - (N).  

dx . dx d x  d z  dx rlz 

14 W ( X )  (c) Sca f ( s )  = - = ---; tendremos 
l 1  1 ' ( ~ )  

?i (x  + Ax) u ( x )  --  
f ( x  4- Ax) - f ( x )  

m - I'(X + J r )  u(%) = X ( X  4- Ax) * V ( X )  - U(%) V ( X  + Ax) 
J x  Az A X { U ( X )  * u(% 4- AX) )  

A )  - f )  - l l ( x )  V ( Z  f Az) - u(%) z*(.r) - 
Ax Ax 

- 
v ( x )  v ( z  + J x )  
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Derivar las siguientes funciones. 

3. y = 4  + 2%-3x2-5xa-8x' + 9x5 

dv - = O + 2(1) - 3 ( h )  - 5(3x3) - 8 ( 4 ~ 3  + 9 ( 5 ~ 3  = 2 - 6~ - 15x2 - 3 2 9  + 45x4 dx 

8. e = (t' - 3)' 
- d8 - - 4 ( t 2  - 3 ) 3  ( 2 t )  = 8 t ( t 2  - 3)3  
d t  

3 9. z = - 3(a1  - ya)-' 
(a2 - - 

dz - 3(-2)(a' - 9 - 3  - d (a2 - y') = 3( -2 ) (a2  - ya)'"-2y) = 1% 
& - y )  dy (a' - ya)" 
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14. Hallar dyldx, en la función X = y-- 

15. Calcular la pendiente de la curva x = y' - 4y en los puntos de intersección con el eje y. 

Los puntos de corte son (40) y (0,4). 

dx d~ 1 - - = 2 y - 4 , y - = - - -  
du 

l 
En (0,O) la pendiente es f ,  y en (0,4) la pendiente es 4. dx dxldy 2y -4' 

FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION 

dy dy 16. Deducir la fdrmula - = - 
dx du dr ' 

Sean du y Ay los incrementos experimentados por Las funciones u y y cuando x aumenta o disminuye en Ax. 
Siempre que Au # O podremos escribir. 

dy dy du 
y siendo Au # O, cuando 5x -t O se verificara - = - - - 

dr du dx ' 
Se puede prescindir de la condición impuesta a Au tomando lAxl suficientemente pequeno. Cuando esto no sea 

posible, la fórmula se puede deducir de la manera siguiente: 

dy Sea Ay = - Au + r Au donde s -+ O cuando Ax + O. (Ver Prbblema 13, Capitulo 4.) Por tanto, 
du 

dy dy du y, tomando límites cuando Ax + 0, - = - - - + o - = - . -  
dx du dx dU dy du como antes. dx du dx 

u2 - 1 17. Hallar dyldx, en las funciones y = - y u = ex2 + 2. 
irz + 1 

Por lo tanto 

18. Un punto se mueve sobre la curva y = x3 - 3x + 5 de forma que x = 3 siendo t el tiempo. Calcular la variación 
de y con respecto al tiempo en el instante t = 4. 

Se trata de calcular el valor de dyldt para t = 4. 

3(16 - 1) C u a n d o r = 4 x l & \ / 4 + 3 = *  y 
dt 4.2 - 45 8 unidades por unidad de tiempo. 

19. Un punto se mueve en el plano según la ley x = t' + 2t, y = 2r3 - 61. Calcular dyldx para t = 0,2,5. 

De la primera ecuacidn se puede despejar t y sustituirlo en la segunda, resultando y en funci6n de x. 

Los valores pedidos de dy/& son -3 para r = 0, 3 para t = 2, y 12 para t = 5. 
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20. Si y = x3 - 4x y x = l/2r1 + 1. hallar dyjdt cuando 1 = <S. 

d~ 4 d 3 d - 3 - 2 )  - 4 4 2  - 2f l )v  Cuando r = fi, x = 4 3  y - = -- 
dt i 3  5 

21. Demostrar que la función f (x)  = x3 + 3x1 - 8x + 2 tiene derivadas de todos los órdenes para x = a 

f ' (x )  =3x 1+6x- 8 y f a )  =3a1+6a- 8 
f"(x)  = 6 x + 6  y f"(a) = 6 a + 6  
f " '(x) = 6 y f U ' ( a ) = 6  

Todas las derivadas de orden superior son identicamente nulas 

22. Hallar las sucesivas derivadas de f(x) = x4l3 para x = 0. 
4 

f ' (x) = - x'l" y f '(O) = O 
3 

f "(x)  = -- y f"(0) no existe. 
9xita 

Por tanto, para x = O solamente existe la primera derivada. 

2 
23. Dada la función f (x)  = -- - - 2(1 - x)  -', calcular f (a) (x). 

1 - x  
Tendremos 

f ' (x) = 2(-l)(l - x)-'(-1) = 2(1 - x)-' = 2 1 ! (1  - x)-' 

f " (x) = 2(1 !)(-2)(1 -x)-)  (-1) = 2 2 ! (1 - x)-' 
f " '(x) = 2(2!)(-3)(1 -x)-'(-1) = 2 * 3 ! ( 1  -x)-' 

con lo cual f ("1 (x) = 2 - n ! ( 1  - x) -(" +]l. 

Esto se puede demostrar por el metodo de inducci6n, suponiendo que f(&) (x) = 2 k ! ( 1  - x)-(&+I), se verifica 

Problemas propuestos 
24. Deducir la fórmula 10 en el caso en que m = -ljn, siendo n un niimero positivo, aplicando la f6nnula 9 para 

hallar (l). 
dx x" 

En el &soren que m = plq, siendo p y q enteros, ver Problema 4, Capitulo 6. 

Hallar la derivada de las funciones de los Problemas 25-43. 

25. y = x' + Sx' - 10xl + 6 Sol. dyldz = 6x(xa f 42' - 4) 

30. y = (1 - 5x)' 

si. j ( ~ )  = (32 - X =  + 1)' 

32. y = (3 + 42 - x')"' 

da, Sol. - = - - - 1 
dx 2 6  2 

d21 1 2  Sol. - = ---- 
d~ xl)/l 

1+\/2 
Sol. y' = - 

6% 
t111 + 2t"" 

Sol. f'(t) = - 
t' 
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de Sol. - = S 
dr (2r t 

6%' Sol. y' = - 
(1 + z)@ 

Sol. y' = z (8  - 5%) 

6 

36. . f ( x )  = z d m  Sol. f f ( z )  = 3 -4%' 

,/F-G 

37. y = ( z -  l ) \ / z ' - 2 z + 2  
dy 2z2 - 4 z  + 3 

Sol. - = 
d x  d-Z 
dz 

Sol. - = 1 
dw (1  - 4 ~ ' ) ~ "  

Sol. y' = 1 

4 J z l  

Sol. f '(z) = 1 

( z  + l ) , / F l  

Sol. y' = 2x(z2  + 3)' (2z3 - 5)' (17%' + 27% - 20) 

ds 10t Sol. - = --- 
dt  (3 - t')' 

Sol. y' = 36zC(x' - 1)' 
(2z3 + 1)' 

44. Calcular dyldx por dos metodos diferentes y comprobar que se llega al mismo resultado: (a) x = ( 1  + 2y)' 
(6) x = 1A2 + y). 

Calcular dy/dx en los Problemas 45-48. 
dv Sol. - = 1 
d z  f i ( l + f i ) '  

dy Sol. - = 6z2(x  + 2)' ( z  + 1)  
d z  

Sol. Ver Problema 39 

48. y = fi u = v(3 - 2v), v = x Z 
dy dy du dv Ind: - = -. 
dx du d; dr' 

Calcular las derivadas indicadas en los Problemas 49-52. 
49. y = 3%' - 22' + x - 5; y"' Sol. y"' = 72% 

(Sol. Ver Problema 36) 

105 Sol. y'IV' = - 
1 6 ~ ~ ' ~  

Sol. f"(z) = -6 
(2 - 3z1)3/' 

4 - 2  
52. y = z / c 1 ,  y" Sol. y" = 4(2 - 1)5/s 

Calcular la derivada enésjma en los Problemas 53-54. 
(-lP(n + 1 )  ! 

53. y = l /xU Sol. y") = x" +S 

3" .n !  
54. f (x)  = 1/(3x + 2) Sol. f "(x) = (-1)"-- 

(3x + 2)"+' 

55. Si y = f (u) y u = g(x), demostrar: 

dx 1 dzx y" dax 3@'32 - y'y"' 
56. A partir de - = - deducir -- = - - y - 

dy Y" dyZ ( ~ ' 1 ~  dy (Y')& 



Capitulo 6 
Derivación de funciones implícitas 

mJNCION IMPLICITA. Cuando una ecuación, definida en el campo de variación de sus variables se 
escribe en la forma f(x, y) = O se dice que y es una función implícita de x. 
Ejemplo 1: 

1- x 
(a) La ecuación xy + x - 2y - 1 = 0;siendo x # 2, define la función y = - x- 2 

(b) La ecuación 4xs + 9ys - 36 = O define la función y = g 4- cuando 1x1 5 3 e y 2 O y la función 
y = -  # 1/- cuando 1x1 5 3 e y 5 0. 

Obsérvese que la elipse se puede considerar formada por dos arcos unidos en los puntos (-3,O) y (3,O). 

Para hallar la derivada y' se puede seguir uno de los procedimientos que se detallan a con- 
tinuación : 

(a) Despejar y, si es posible, y derivar con respecto a x. Este procedimiento se debe evitar, a me- 
nos que se trate de una ecuación muy sencilla. 

(b) Derivar la ecuación dada con respecto a x ,  teniendo en cuenta que y es función de x ,  y des- 
pejar y'. Esta forma de efectuar la derivación recibe el nombre de derivación implícita. 

. ,' r 

Ejemplo 2: 

(a) Hallar y', en la ecuación xy + x - 2y - 1 = 0. 
d d d d d d 

Tendremos x - (y) + y - (x) + - (x) - 2 - (.Y) - - (1) = - (0) 
dx dx dx dx dx dx 

l + y  o bien xy' + y + 1 - 2y' = 0 ;  por tanto, y' = - 
2- x '  

(6) Hallar y', cuando x = Js, en la ecuación 4xe + 9ys - 36 = 0. 
d d d dy 4x 

Tendremos, 4 - (x3 + 9 dx (y2) = 8x + 9 m - (y2) - = 8x + 18yy' = O e y' = - -. 
rlx dy 9~ 

Para x = fi, y = f 413. En el punto ( 0 , 4 1 3 )  del arco superior de la elipse, y' = - 0 1 3 ,  y en 
el punto (0, - 413) del arco inferior, y' = n / 3 .  

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. Se pueden calcular por uno de los procedimientos siguientes: 
(a) Derivar implícitamente la primera derivada y en el resultado, sustituir el valor de y' previa- 

mente calculado, repitiendo después la misma marcha. 

1 + Y  Ejemplo 3: En el Ejemplo 2(0), y' = Por lo tanto, 
2- x 

(b) Derivar implícitamente la kcuación dada cuantas veces sea necesario hasta que aparezca la 
derivada que se quiere obtener, eliminando, acto seguido, todas las derivadas de orden in- 
ferior. Este procedimiento es el más recomendable cuando se trate de hallar una derivada 
de orden superior en un punto. 

Ejemplo 4: Calcular el valor de y" en el punto (-1,l) en la curva xqy + 3y - 4 = 0. 
Derivando implícitamente con respecto a x dos veces, se obtiene, 

Sustituyendo x = -1, y = 1 en la primera relación, obtenemos y' = a. 
Sustituyendo x = -1, y = 1, y' = + en la segunda relación, obtenemos y' '  -- 0. 
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Problemas resueltos 
1. Hallar y' ,  en la ecuación x2y - xyz + xz + yz = 0. 

2. Hallar y' e y" , en la ecuación xz - xy + y" 3. 

d d 
( z  - 23) - (22 - y )  - (2% - y)-- ( x  - 2y)  

dz  dz  u" = - - ( z  - 2y)(2 - y ' )  - (22 - y ) ( l  - 2y') 

(z - 2 ~ ) '  ( x  - 2 ~ ) '  

3. Hallar y' e y" , en la ecuacibn x5y + xy3 = 2 para x = 1. 

x3y' + 3xey + 3xy2y' + y" o 
Y x3y" + 3xay' + 3x2y' + 6xy + 3xy2y" + 6xy(y')' + 3yey' + 3yPyr = O 

Cuando x = 1, y = 1; sustituyendo en la primera ecuación, y' = -1. 

Sustituyendo x = 1, y = 1 ,  y' = -1 en la segunda ecuacibn. y" - 0. 

Problemas propuestos 
4. Deducir la Fbrmula 10, Capitulo 5, para m = plq, siendo p y q números entcros, escribiendo y = xp/q en la forma = x

p 

y derivando con respecto a x. 

2(1 + Y )  4xy 5. Hallar y", en las ecuaciones (a) x + xy + y = 2, (b) xa - 3xy + ya = 1. Sol. y" = (b) y" = - --- 
(1 + xIe ' (y' - 

6. Hallar y', y" , e y"' en (a) el punto (2, 1) de xD - ya - x = 1, (b) el punto (1, 1) de x 3 + 3xey - 6 x y V  +y3 = 0. 
Sol. (a) 312, -514, 4518; (b) 1.0, O 

7. Hallar la pendiente de la tangente en  el punto (x,, y,,) de (a) bPxe + agy2 = a2ba, (b) baxZ - a'yz = a2bz. (e)  x3 + y a 

b'x, bexo 4 x 0 ~ ~  - xOP - 6xPy= o. sol. (a) - -, (b) F, (4 yoP - 
aPy0 a Yo O 

8. Demostrar que las curvas 5y - 2x + y a -  x v  =O y 2y + 5x + x4 - xay2 = O se cortan en dngulo recto en el origen. 

9. (a) El tIrea total de un paralelepípedo recto cuya base es un cuadrado de lado y de altura x viene dada por S = 2ya + 4xy. 
Suponiendo que S es constante, cakalar dy/& sin despejar y. 

(b) El Area total de un cilindro recto circular de radio r y altura h viene dada por S = %re + h r h .  Suponiendo queSes 
r 

constante, calcular dt/<lh. Sol. (a) - - Y ; (b) - -- 
x + Y 2r + h 

10. En la circunferencia x e + yg = r', demostrar que 1 
r 

11. Siendo S = nx(x + 2y) y V = xx2y. demostrar que dS/dx = h ( x  - y) cuando Ves constante, y que dV/dx = -nx(x-y) 
cuando S es constante. 



Tangente y Normal 

SI LA FUNCION f(x) posee derivada finita, f1(x0), en 
el punto x = x,, la curva y = f(x) tiene una 
tangente en P,(x,, y,) cuya pendiente es 

m = tag e = ff(x,) 

Si m = O, la curva tiene una tangente horizon- 
tal de ecuación y = yo en Po,  puntos A, C y E 
de la Fig. 7-1. En los demás casos la ecuación 
de la tangente en un punto a una curva es 

Si f ( x )  es continua en el punto x = x,, pero 
lim f'(x) = w la curva tiene una tangente verti- 

X-XO Fig. 7-1 
cal de ecuación x - x,, puntos B y D de ia Fi- 
gura 7-1. 

La normal a una curva en uno de sus puntos es la recta que pasando por dicho punto es per- 
pendicular a la tangente en él. La ecuación de la normal en el punto P,(x,, y,) es 

x = x,, si la tangente es horizontal 
y = y,, si la tangente es vertical; 

en los demás casos, 

(Ver Problemas 1-9.) 

EL ANGULO DE INTERSECCION de dos curvas se define por el formado por sus tangentes en el punto 
de intersección. 

Para hallar los ángulos de intersección de dos curvas: 

(1) Se calculan los puntos de intersección, resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones. 

(2) Se hallan las pendientes m, y m, de las tangentes a las curvas en cada uno de los puntos de 
intersección. 

(3) Si m, = m,, el ángulo de intersección es $ = 0", 
si m, = -l/m,, el angulo de intersección es gb = 90"; 

en los demás casos, m1 - m2 tag gb = -- 
1 + m,m, 

Si tag gb > O, el ángulo agudo de intersección es gb y 
si tag $ < O, el ángulo agudo de intersección es 180" - gb. 

(Ver Problemas 10- 12.) 

LONGITUDES DE TANGENTE NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. La longitud de tan- 
gente a una curva en uno de sus puntos se define como la longitud de! segmento de tangente com- 
prendido entre el punto de contacto y el eje x. La longitud de la proyección de este segmento sobre 
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el eje x recibe el nombre de longitud de subtangente. 
La longitud de normal se define como la lon- 

gitud del segmento de normal comprendido entre 
el punto de tangencia y el eje x.  La longitiid de la 
proyección de este segmento sobre el eje x recibe 
el nombre de longitud de subnormal. 

Longitud de la subtangente = TS = y0/m 

Longitud de la subnormal = SN = my, 

Longitud de la tangente 

Longitud de la normal Ng. 7-2 

Nora. Las longitudes de subtangente y subnormal son segmentos dirigidos. Algunos autores 
solamente consideran sus módulos, lyo/ml y ImyoJ respectivamente. Por ello, en las soluciones 
de los problemas no se han tenido en cuenta más que dichos módulos. 

(Ver Problema 13.) 

Problemas resueltos 
1. Calcular los puntos de la curva xa - xy + y a = 27 en los que las tangentes son horizontales y verticales. 

Y - 2 x  Derivando, y' = -. 
2 y - x  

Tangentes horizontales: Igualando a cero el numerador de y', obtenemos y = 2x. Los puntos de tangencia son los 
de intersección de la recta y = 2x  con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (3,6) y (-3, -4). 

Tangentes verticales: Igualando a cero el denominador de y' resulta x = 2y. Los puntos de tangencia son los de 
intersección de la recta x = 2y con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (6, 3) y (4, -3). 

2. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y = x 8  - 2xs + 4 en el punto (2,4) .  

f '(x) = 3xa - 4x; la pendiente de la tangente en el punto (2, 4) es m = f'(2) = 4. 

La ecuación de la tangente es y - 4 = 4(x - 2), o bien, y = 4x - 4. 

La ecuación de la normal es y - 4 = -&(x - 2), o bien, x + 4y = 18. 

3. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva xa + 3xy + ya = 5 en el punto (1, 1). 

dy - 
dx 

2x + 3y . La pendiente de la tangente en el punto (1.1) es m = - 1. 
3x + 2y 

La ecuación de la tangente es y - 1 = - l (x  - l ) ,  o bien, x + y = 2. 

La ecuación de la normal es y - 1 = l ( x  - l), o bien, x - y  = 0. 

4. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 4xP + 9yP = 40, de pendiente m = -219. 

Sea Po(xo, y,) el punto de tangencia de la tangente buscada. Se tiene, 

(a) 4x8 + 9yi  = 40, puesto que Po es un punto de la elipse. 

d~ 4x 4x0 2 (b) - = - -. Para (x,, y,), m = - -- = - -, con lo que y, = 2x,. ... dx 9~  YO 9 
(c) Los puntos de tangencia son las soluciones del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema se ob- 

tienen los puntos (1 ,2 )  y (-1, -2). 

La ecuación de la tangente en el punto (1, 2) es y - 2 = -2/9(x - 11, o bien, 2x + 9y = 20. 

La ecuación de la tangente en el punto (-1 -2) es y + 2 = -2/9(x + 1). o bien, 2x + 9y = -20. 



CAP. 71 TANGENTE Y NORMAL 

5. Hallar la ecuación de la tangente a la hipérbola x k  y2 = 16 en el punto (2, -2). 

Sea P,(x~, Y,) el punto de tangencia de la recta buscada. Se tiene, 

(a) x i  -y; = 16, puesto que Po es un punto de la hipérbola. 

d~ x xo Yo + 2 (b) - = -S Para (x,, y,), m = - = - 
'ix Y 

= pendiente de la recta que une Po con (2, -2); por tanto, 
Yo xo-2 

2 x , + 2 y 0 = x ~ - y $  = 1 6  osea x , + y , = 8  

(e) El punto de tangencia es la soluci6n del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema resulta el 
punto (5, 3). La ecuación de la tangente es y - 3 = j(x - S), o bien 5x - 3y = 16. 

6. Hallar las ecuaciones de las rectas verticales que pasan por los puntos de las curvas (1) y = xa + 2rz - 4x + 5 y (2) 3y 
= 2xa + 9x1 - 3x - 3, en los que las tangentes a ellas son paralelas. 

Sea x = x, la ecuación de la recta buscada. 

En (1):  y' = 3xg 4- 4x - 4; para x = x,, m = 3x8 + 4x, - 4. 

En(2): 3 y f =  óxn+ 18x-3;parax =xo ,m =2x$ + & , - l .  

Igualando 3x8 + 4x0 - 4 = 2xz + árO - 1, xo = -1 y 3. Las rectas son X = -1 y x = 3. 

(a) Demostrar que la ecuacibn de la tangente a la parábola y" 4px de wndiente m # O es Y = mx 3. plm. 

(b) Demostrar que la ecuaci6n de la tangente de la elipse bax' $- a'? = a'bl en el punto Po(xo, yb) es blx& + a1yo = albl 

(a) y' = 2p/y. Si Po(x,, y,) es el punto de tangencia, se tiene y5 = 4pxo y m = 2p/yo. Así pues, y, = 2p/m, xo = iy$/p 
= p/ml y la ecuación de la tangente, y - 2p/m = m(x -p/mn), o bien, y = mx + plm. 

blx btx, b'x, 
(6) y'=-- . EnP,, m=--  y la ecuación de la tangente es y - yo = - (x - x,) 

a ' ~   YO a YO 

0 sea blx& + oayg = bzx; + azy$ = albl. 

8. Demostrar que la tangente a la hipérbola blx' - a'ya = a'b' 
en el punto Po(x,, y,) es la bisectriz del ángulo formado por los 
radios vectores de Po. 

En el punto Po la pendiente de la tangente a la hipérbola es 
blxo/aly, y las pendientes de los radios vectores PoF' y PoF son 
yo/(x, + e) e - c), respectivamente. As1 pues, 

biza YO --- 
a'yo zo + c 

tag o = 
b3zo yo 

1 + 7.- 
a yo X O + C  

- - a'bz + b2ezo - - b2(az + czo) - - 
clzo yo 4- a2cyo cyo (az + czo) cyo 

puesto que b2xg - a2yg = a'b2 y a2 + b1 = ca, y 

Fig. 7-3 

- ,- b'zo l + , - . y o  (ar + bZ)z(  

ayo  zo-e 

Luego, como tag a - tag @, a = p. 
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9. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a la elipse b2x* + aty' - a*bl trazadas desde 
un punto de la directriz pasa por el foco correspondiente. 

Sea Po(xo, yo) el punto desde el que se trazan las tangentes a la elipse y P,(x,, y,) y P,(x,, y,) los correspondientes 
puntos de contacto. Las ecuaciones de las tangentes en P, y P, son blx,x + a9,y = as62 y bqx,x + asyo = a*bs. 
Como ambas pasan por Po, se verifican bsxlr,xo + aly,yo = asbs y bZxfio + asybyo = asbs. La recta bZxs  + asy,,y = albs, 
que pasa por P, y P,, es la cuerda de contacto. Sea P(aalc, 8) un punto de la directriz del lado derecho. La ecuación 
de la cuerda de contacto que pasa por P tiene de ecuación (blaYc)x + al iy  = asbl y,  como se puede comprobar, pasa 
por el foco correspondiente F(c, O). 

10. Hallar el ángulo agudo de intersección de las curvas (1) ys = 4% Y (2) 2xZ = 12 - 5y. 

(a) Los puntos de intersecci6n de las curvas son P,(1, 2) y P,(4, 4 ) .  

(b) En (1). y' = 2/y; en (2), y' = - 4x15. 

d = 83O40' es el Bngulo agudo de intersección. 

EnP,: tag 4 = -'12 + = 1,0385 y 4 = 46'5' es el Bngulo agudo de intersección. 
1 + 815 

11. Hallar los ángulos agudos de interseai6n de las curvas (1) 2xa + y ]  -- 20 y (2) 4y' - xs = 8. 

Los puntos de interseccibn son (f 2 f l .  2) y ( f 21/2 ,  -2). 

En el punto ( 2 f i .  21, m, = - 2 0  y m, = 442. Como m,m, = -1. el ángulo de intersecci6n es d = 90" (es 
decir, las curvas son orrogonales). Por simetrla se deduce que las curvas son ortogonales en cada uno de sus puntos de 
interseccibn. 

12. El cable de un puente colgante está unido a dos pilares separados entre sí una 
distancia de 250 m. Suponiendo que adquiere forma de par-ábola con su 
punto mds bajo a una distancia de 50 m del punto de suspensión. calcular el 
Bngulo que forma el cable con el pilar. 

Se elige como origen el vdrtice de la pardbola wmo se representa en la 
Fig. 7 4 .  

I 
2 , 4x La ecuacibn de la parábola es y = - xa, y y = --. 

625 625 

&(#601 

n 
- 1  /' En el punto (125, SO), m = 4(125/625) = 0,8000 y O = 38"40'. 

I 

El Bngulo pedido es 4 = 90" - 8 = 51°20'. Fig. 7-4 

13. Hallar la longitud de la subtangente, subnormal tagente y normal a la curva xy + 2x - y  = 5 en el punto (2, 1). 

dy - 
+ 

y . en el punto (2.1). m = -3. 
dr 1 - x '  

Longitud de la subtangente = yo/m = -113. Longitud de la subnormal = my, = -3. 

Longitud de la tangente = d m  = a 1 3 .  Longitud de la normal = d m  = a. 
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Problemas propuestos 
14. Hallar en que puntos de la curva xZ 4- 4xy + 16yP = 27 la tangente es horizontal o vertical. 

Sol. T.H. en (3,  -312) y (- 3, 3/2) 
T.V. en (6, -314) y (-6, 314) 

15. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x3 - yz = 7 en el punto (4, -3). 
Sol. 4x + 3y - 7 ;  3x - 4y = 24. 

16. Hallar en qut punto la tangentc a la curva y = x3 4- 5 es ( a )  paralela a la recta 12x - y  = 17, (b) perpendicular a la 
recta x + 3y - 2. Sol. (a )  (2 ,  131, (-2, -3); (b) (1, 6). (-1, 4). 

17. Hallar las ecuaciones dc las tangentes a la curva 9x2 f 16yP = 52 paralelas a la recta 9x - 8y = i .  
Sol. 9x - 8y =. f 26. 

18. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hip6rbola xy = 1 trazadas desde el punto (-1, 1). 
Sol. y = ( 2 I 2 - 3 ) x + 2 6 2 - 2 ;  y = 4 2 i 2 + 3 ) x - 2 i 2 - 2 .  

19. Demostrar que la ecuación de la tangcnte a la parábola y" 4px en un punto de ella P(x,, y,) es, yyo = 2p(x + xo). 

20. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes a la elipse bzxa + aDyP = aPbP de pendiente igual a m son, y = mx & 
@,P + 3 2 ,  

21. Dada la hipérbola bzxa 
-- otvz = azbt, demostrar que (a) la ecuación de la tangente en un punto de ella, P(x,, y,), es 

b?r& - aZyoy - a2bz, (6)  las ecuaciones de las tangentes de pendiente m son y = mx I daenre  - 6'. 

22. Demosr~ar que la normal a una parábola en un punto de ella Po es la bisectriz del ángulo'formado por el radio vector 
de dicho punlo y la paralela al eje de la parábola trazada por 61. 

23. Demostrar que toda tangente a una parabola excepto la del vértice, corta a la directriz y al larus rectum (N. del T.: 
Cuerda perpendicular al eje por el foco) en puntos que equidistan del foco. 

24. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una parábola trazada desde un punto de la 
directriz, pasa por el foco. 

25. Demostrar que la normal a una elipse en un punto de ella Po es bisectriz del hngulo que forman los radios vectores 
de dicho Po. 

26. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una hipérbola trazada desde un punto de una 
directriz pasa por el f o w  correspondiente. 

27. Demostrar que el punto de contacto de una tangente a una kiperbola es el punto medio del segmento de tangente com- 
prendido entre las asíntotas. 

28. Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola o una elipse en uno de los extremos de su larus rectum 
(N. del T.: Cuerda perpendicular al eje-mayor en  la elipse y transversal en  la hipérbola- por el foco) es numkricamente 
igual a su excentricidad. 

29. Demostrar que (a) la suma de las coordenadas en  el origen de una tangente cualquiera a la curva fi + = do 
es constante, (6)  la suma de los cuadrados de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva x8'= + y2i3 = aP/3, es constante. 

30. Hallar los dngulos agudos de intersección de las circunferencias x"4x + Y' = 0 Y xZ + Y' = 8- Sol. 45." 

31. Demostrar que las curvas y = x3 + 2 e y = 2xP + 2 tienen una tangente común en el punto (0 .2 )  y que se cortan en el 
punto (2, 10) formando un Angulo 4 = arc tag 4/97. 

32. Demostrar que la elipse 4xP + 9ya = 45 y la hipkrbola xa - 4ya = 5 son ortogonales. 

33. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, así como las longitudes de subtangentes, subnormal, tangente y 
normal, a la parabola y = 4xa en el punto (-1,4).  
Sol. y + 8x + 4 = 0, 8y  - x - 33 = O ;  -4, -32, f @, 4 f l .  

34. Calcular la longitud de subtangente, subnormal, tangente y normal a la hipérbola 3xa - 2 y L  10 en el punto (-2, 1). 
Sol. -113, -3, -/3, m. 

35. Determinar en que puntos de la curva y = 2x3 + 13xs + 5x + 9 sus tangentes pasan por el origen. 
Sol. x = -3, -1, 3/4. 



Máximos y minimos 

FüNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE. Una función f(x) es creciente en un punto x = x, cuando, 
dado un h positivo e infinitamente pequeño, se verifica: f(xo - h) < f(x,) < f(xo + h). Análoga- 
mente, f(x) es decreciente en un punto x = x, cuando, dado un h positivo e infinitamente pequeño, 
se verifica: f(x, - h) > f(x,) > f(x, + h). 

Si f '(x,) > O, la función f(x) es creciente en el punto x = x, y si f '(x,) < O, es decreciente en 
dicho punto. (Ver Problema 17.) Cuando f'(x,) = O, diremos que la función es estacionaria en el 
punto x = x,. 

Una función es creciente (decreciente) en un intervalo, cuando es creciente (decreciente) o esta- 
cionaria en cada uno de los puntos del mismo. 

En la Fig. 8-1, la función y = f(x) es creciente en los intervalos a < x < r y t < x < u, decre- 
ciente en el r < x < t y estacionaria en los puntos x = r, x = s y x = t. La curva tiene tangente 
horizontal en los puntos R, S y T. Los valores de x, (r, s y t) para los cuales la función f(x) es esta- 
cionaria (f '(x) = O), reciben el nombre de valores críticos y los puntos correspondientes de la curva 
(R, S y T) el de puntos críticos. 

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FüNCION. Una función y = f(x) tiene un múximo 
(mínimo) relativo en un punto x = x,, cuando f(x,) es mayor (menor) que los valores de la función 
para los puntos inmediatamente anteriores y posteriores al considerado. (Ver Problema 1.) 

En la Fig. 8-1, R[r, f(r)] es un máximo relativo de la curva puessi que f(r) > f(x) en el entorno 
O < Ix - rl < 6. En estas condiciones, y = f(x) tiene un mdximo relativo [= f(r)] en x = r. En la 
misma figura, T[t, f(t)] es un mínimo relativo de la curva puesto que f(t) < f(x) en el entorno 
O < \x - tl < 6. Por tanto, y = f(x) tiene un mínimo relativo [= f(t)] en x = t. Obsérvese que Res 
el punto de unión de un arco AR ascendente [f'(x) > O] y otro RB descendente [ f'(x) < O], mientras 
que T une un arco CT descendente [f'(x) < O] con otro TU ascendente [ f '(x) > O]. En el punto S 
se unen dos arcos descendentes y, por consiguiente, en él no habrá ni máximo ni mínimo relativo. 
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Si la función y = f(x) admite derivada en el intervalo a x 2 b, y ,f(x) tiene un máximo (mí- 
nimo) relativo en el punto x = x,, siendo a < x, < b, se verifica .ft(x,) = O. (Ver Problema 18.) 

Para determinar los máximos (minimos) relativos [o simplemente máximos (mínimos)] de una 
función f(x) continua así como su derivada se puede seguir el siguiente proceso: 

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 

1. Resolver la ecuación f1(x0) = O para calcular los valores criticos. 

2. Representar estos valores críticos sobre el eje de abscisas de un sistema coordenado (escala 
numérica); de esta manera se han establecido un cierto número de intervalos. 

3. Determinar el signo de f'(x) en cada uno de los intervalos anteriores. 

4. Para cada uno de los valores críticos x = x,: 

f(x) tiene un máximo [= f(x,)], si f '(x) pasa de + a -, 
f(x) tiene un minimo [= f (x,)], si f '(x) pasa de - a +, 
f(x) no tiene ni máximo ni mínimo en el punto x = x,, si f'(x) no cambia de signo. 

(Ver Problemas 2-5.) 

UNA FUNCION y = f(x) puede tener máximos o mínimos [= f (x , ) ]  aunque no exista f '(x,). Los valores, 
x = x,, para los cuales f(x) está definida pero no existef'(x), también reciben el nombre de valores 
críticos y junto con aquellos otros para los cuales.f'(x) = O, han de servir para establecer los inter- 
valos del apartado 2 del párrafo anterior. 

(Ver Problemas 6-8.) 

Finalmente, se pueden presentar otros casos - d e  los que aquí no trataremos- en los que f(x,) 
tenga máximo (mínimo) aunque no exista un intervalo, x, - 6 < x < x,, para el cual f '(x) sea 
positiva (negativa) ni otro, x, < x < x, + 6, para el que f '(x) sea negativa (positiva). 

CONCAViDAD Y CONVEXIDAD. Un arco de curva y = f(x) es cóncavo si en cada uno de sus puntos 
está situado por encimz de la tangente, Al aumentar x, f '(x) o aumenta sin cambiar de signo (como 
en el intervalo b < x < s de la Fig. 8-1) o cambia de signo pasando de negativa a positiva (como en 
el intervalo c < x < u). En cualquier caso, la pendiente fl(x) aumenta y f "(x) > 0. 

Un arco de curva y = f(x) es convexo, si en cada uno de sus puntos el arco está situado por 
debajo de la tangente. Al aumentar x, f '(x) o disminuye sin cambiar de signo (como en el inter- 
valo s < x < c) o cambia de signo pasando de positiva a negativa (como en el intervalo a < x < b). 
En cualquier caso, la pendiente f'(x) disminuye y f "(x) < 0. 

PUNTO DE INFLEXION. Es un punto en el cual la curva pasa de cóncava a convexa o viceversa. En 
la Fig. 8-1, los puntos B, S y C son de inflexión. 

Una curva y = f(x) tiene un punto de inflexión en el punto x = x, 

si f "(x,) = O 6 no esta definida y 

si f "(x) cambia de signo en un entorno de x = x,. 

La última condición equivale a f "'(x,) # O cuando existe la tercera derivada f "'(x,). 

(Ver Problemas 9-1 3.) 
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 

1. Resolver la ecuación f f ( x )  = O para calcular los valores críticos. 

2. Para cada uno de 10s valores criticos x = x,: 

f ( x )  tiene un m6rirno [ = f ( x , ) ] ,  sif ''[r*) < 0- 
f(x) tiene un mínimo [= f(xo)], si f "(x,) > 0, 

si f "(x,) = O ó se hace infinito, nada se puede afirmar. 

En este último caso hay que recurrir al criterio de la primera derivada. 
(Ver Problemas 14-16.) 

Problemas resueltos 
1. (a) y = - xs tiene un máximo relativo (= O) en x y 0. puesto que y = O para x - O e y < O para x f O. 

(b) y = (x - 3)' tiene un mínimo relativo (= O) en x  = 3, puesto que y = O para x = 3 e y > O para x  # 3. 

(c) y = 4- tiene un maxirno relativo (- 5) en x = 0, puesto que y - 5 para r - O e y < 5 en el intervalo 
-1 < x < l .  

( d )  y = d F 4  no tiene ni máximos ni mínimos relativos. [Algunos autores definen los máximos y mínimos rela- 
tivos. de forma que esta función tiene un máximo relativo en el punto x = 4. Ver Problema 30.1 

2. Dada la función y = #xa + +xS - 6x + 8, calcular: 

(a) Puntos críticos. 

(b) Intervalos en los cuales y es creciente y decreciente. 

(c) Máximos y mínimos de y. 

(a) y ' = x a  + x - 6  - (x + 3) (x -2 )  

Resolviendo y' = O, obtenemos los valores críticos x = -3,2.  

Los puntos críticos son (-3,43/2), (2, 213). 

(b) Cuando y '  es positiva, y es creciente; cuando y' es negativa, y es decreciente. Fig. 8-2 

Cuando x < -3, por ejemplo x = 4, y' = (-) (-) = + , e y es creciente. 

Cuando -3 < x < 2. por ejemplo x = 0, y' = (+) (-) = -, e y es decreciente. 

Cuando x > 2, por ejemplo x = 3, y' = (+) (+) = +, e y es creciente. 

En el siguiente diagrama se representan estos resultados. 

Máx. Mín. 
x <  -3 x = -3 - 3 <  x <  2 x = 2 

(c) Veamos si hay máximo o mlnimo en los valores críticos x = -3,2. 

y creciente 

Al ir aumentando x al pasar por -3, y' cambia de signo, de + a -. Por tanto en x = -3, y tiene un máximo, 
igual a 4312. 

Al ir aumentando x al pasar por 2, y' cambia de signo, de - a +. Por tanto, en x = 2, y tiene un mínimo igual a 213, 

y decreciente y creciente 
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3. Dada la función y = 2 f 2x3 - 3x2 - 4x f 4, calcular: 

(a) Intervalos en los que y es creciente y decreciente. 
(b) Máximos y mínimos de y. 

y' = 4x3 + 6x8-6x -4  = 2(x + 2)(2x + I ) ( x - 1 )  
Resolviendo y' - O obtenemos los valores críticos x = -2, -4, 1 .  

(a) Cuando x < -2, Y'  = 2(-)(-) (-) = -, e y es decreciente. 
Cuando -2 < x < -4, y' = 2(+)(-)(-) = +, e y es creciente. 
Cuando -) < x < 1 ,  y' = 2(+) (+) (-) = -, e y es decreciente. 
Cuando x > 1. y' = 2(+) (+) (+) = +, e y es creciente. I 

En el siguiente diagrama se representan estos resultados. Fig. 8-9 

Mín. Máx. Mín. 
x < -2 x = -2 -2 < x < -& x = -& - i < X < l  x = l  x >  1 

I I I 

y decrece l y crece I y decrece Y a -  

(b) Veamos si hay máximo o mínimo en los valores críticos x = -2, -4.1. 
Al ir aumentando x al pasar por -2, y' cambia de signo de - a +. Por tanto, en x = -2, y tiene un mínimo 

igual a O. 
Al ir aumentando x al pasar por -+, y' cambia de signo, de + a -. Por tanto, en x = -4, y tiene un maximo 

igual a 81/16. 
Al ir aumentando x al pasar por 1 ,  y'  cambia de signo, de - a +. Por tanto, en x = 1 ,  y tiene un mínimo igual a O. 

4. Demostrar que la funci6n y = x 3 - 8 no tiene máximos ni mínimos. 
y' = 3x2. De la ecuación y' = O, se obtiene x = 0. 
Para x < O y x > O, y' > O. Por tanto. no hay máximos ni mínimos. 
En x = O la curva presenta un punto de inflexión. 

5. Hallar los máximos y mínimos de la funcion y = f (x) = 1 determinando los 
x- 2 '  1' II 

intervalos en los que la función es creciente y decreciente. 

f'(x) = - - Como f (2) no esta definida (e.d., f (x) tiende a infinito 
(X - 2)a ' 

cuando x tiende a 2) no hay valores críticos. Sin embargo, para determinar los inter- 
valos en los que la funci6n es creciente y decreciente se acude al punto x = 2. 

f'(x) < O siempre que x # 2. Por tanto, f (x )  es decreciente en los intervalos 
x < 2  y x > 2 .  

6. Hallar los mztximos y mínimos de la funcibn f (x) = 2 + x2iS determinando los inter- 
valos en los que la funcibn es creciente y decreciente. 

2 
f'(x) = - 3x113 El valor critico es x = O, ya que f '(x) tiende a infinito cuando x 

tiende a O. 
Para x < O, f '(x) < 0, y f (x )  es decreciente. 
Para x > O, f'(x) > 0, y f (x) es creciente. 
Por tanto, en x = O, la funcibn tiene un mínimo igual a 2. 

7. Hallar los m&ximos y mínimos de la función, y = xPIJ (1 - x)'lJ. 
x l / J  (4 - Sx) 

Derivando, y' = - y los valores críticos son x = 0, 415 y 1. 
3(1 - X)"I" 

Fig. 8-5 

Para x < O, y' < O; en el intervalo O < x < 415, y '  > O ;  en 415 < x < 1, y' < 0. 
Para x > 1, y' < O. La funcibn tiene un mínimo (igual a O) en x = O y un mhximo (igual a A-$%) en x = 415. 
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8. Hallar los m&ximos y minimos de la función y = 1x1. 

[CAP. 8 

La función esta definida para todos los valores de x y existe su derivada en todos ellos excepto en x - O. (Ver Pro- 
blema 11, Capitulo 4). Por tanto, x = O es un valor critico. Para x < O, f'(x) = -1, mientras que para x > 0, 
f ' (x )  = + 1. La función tiene un mínimo (= O) en x = O. Dibujando la función se llegaria de forma inmediata a este 
resultado. 

9. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función 
y = 3 ~ - 1 0 ~ ~ - 1 2 * ~ +  12X-7. 

Resolviendo y" = O obtenemos los posibles puntos de inflexión x = -1/3,2. 

Cuando x < -113, y" = +, y el arco es c6ncavo. 

Cuando -113 < x < 2, y" = -, y el arco es convexo. 

Cuando x > 2, y" = +, y el a r w  es cóncavo. 

x<-113 x=-113 - 1 / 3 < ~ < 2  x = 2  x > 2  

h s  puntos de inflexión son (-113, -322127) y (2. -63), ya que y" cambia de sigfió en x - -113 y x t .  

10. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función y = x4- 6x + 2. Ver Fig. 8-7. 

y" = 1 W .  En x = O puede presentar un punto de inflexión. 

En los intervalos x < O y x > O, y" > O; los arcos son cóncavos. El punto P(O,2) no es de inflexión. 

Fig. 8-7 Fig. 8-8 

11. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función y = 3x + (x + 2)8/b. Ver Fig. 8-8. 

En x = -2, puede presentar un punto de inflexión. 

Para x > -2, y" < O; el arco es convexo. 

Para x < -2, y" > O; el arco es c6ncavo. 

El punto (-2, -6) es un punto de inflexión. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva y = f (x )  = 9- 6xS + lbs - 8x en sus puntos de inflexión. 

y = f ( x )  = x4 - 6x9 + 12% - 8~ 
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Para x = x, existe un punto de inflexión si fw(x0) = 0 y f"'(xo) # 0, 

Los posibles punios de inflexión son x = 1,2. Como f"'(1) # O y f"'(2) # O. los puntos ( 1 ,  - 1)  y (2.0) son de 
inflexibn: 

En el punto ( 1 ,  -1). la pendiente m = f '(1) = 2 y la eciiación de la tangente es 

En el punto (2, O), la pendiente ni = f '(2) = O. y la ecuación de la tangente es y = 0. 

a- x  
13. Demostrar que los puntos de inflexión de y = - están situados sobre una recta y deducir su ecuación. 

x' + a" 

Los valores.de x = -a, a(2 1/51, son las raíces de la ecuación .ra - 3ax2 -- 3a2x + aa = O ;  los puntos de inflexión 
son: [-a, ] / a ] ,  [a(2 + 1/51, ( 1  - 1/51/40], [a(2 - fi), (1  + n ) / 4 a ] .  La pendiente de la recta que pasa por dos cua- 
lesquiera de estos puntos es -I/4aP, y la ecuación de la recta que los une, x + 4a2y = 30. 

14. Hallar los máximos y mínimos de la funcion f ( x )  = x(12 - Zr)' aplicando el criterio de la segunda derivada. 

(a) f ' (x)  - 12(x2 - 8x + 12) - 12(x - 2 )  ( X  - 6).  Las valares crlticas san x = 2, 6. 

(b) f " ( x )  = 12(2x - 8 )  = 24(x - 4). 

(c) f"(2) < O. Por tanto f ( x )  tiene un máximo igual a 128 para x = 2. 
f"(6) > O. Por tanto f ( x )  tiene un mínimo igual a O para x = 6. 

15. Hallar los máximos y minimos de la función y = x 2 + aplicando el criterio de la segunda derivada. 
X 

250 2(x3 - 125) - (a) y' = Z x  - - - El valor crítico es x = 5. 
x2 x2 

(c) y" > O para x = 5. Por tanto tiene un mínimo igual a 75 para x = 5. 

16. Hallar los máximos y minimos de la función y = ( x  - 2)2/3. 

2 2 
(a) y' = - (X - 2)-li3 = 

3 
El valor critico es x = 2. 

3(x - 2)'/3 

(b)  y" = - 

(c) Como y" tiende a infinito cuando x tiende a 2, hay que acudir al criterio de la primera derivada. Para x < 2, y' < 0 ;  
para x > 2, y' > O. Por tanto, y presenta un mínimo relativo, igual a O, en el punto x = 2. 

17. Una función f ( x )  es creciente en el punto x = x,, si, dado un h > O y suficientemente pequefio. se verifica: 
f(xo-h) < f ( x o )  < f ( x o  + h). 

Demostrar que si f1(x0)  > O, la función f t x )  es creciente en el punto x = xo. 

f (xo + Ax) - f  (xo) como lim = f i (x0)  > O ,  tendremos - f(xO - + - f ( xO)  > O para un 1 A X ,  suficientemente 
AX-o A x A x 

pequefio, Problema 4, Capítulo 3. 

Si. Ax < O. f ( xo  + 3 x )  - f ( xo )  < O. y haciendo ~ l x  = -h, f ( x ,  - h) .= f(xo). Si Ax > 0, por ejemplo Ax = h, 
f (xo  + h) > f (xo) .  Es decir, f ( x ,  - h) <:f(x,) < f ( x ,  + h),  que es lo establecido en la definición. 

Ver Problema 33 para una función decreciente. 
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18. Demostrar que si y = f  ( x )  admite derivada en el intervalo a _( x 5 6, y f(x) presenta un mhximo relativo en el punto 
x = x,, siendo a < x, < b, se verifica f f (xo)  = 0. 

Como f (x)  presenta un máximo relativo en x = x,, para todo Ax, siendo lAx] suficientemente pequefio, 

f (10 + dx) -f(x.) > (, y (x > ,im f (x. + dx) > o, Ahora bien cuando Ax < 0, ------ 
Ax o - 

&+O - d x 

y cuando 

Por tanto, O < f'(xo) 5 O, y f'(x,) = O ,  como se quería demostrar. Ver Problema 34 para el mínimo relativo. 

19. Demostrar el criterio de la segunda derivada para hal!ar máximos y mínimos: Si f (x)  y f'(x) admiten derivada en el 
intervalo a 5 x 5 h. el punto x = x,, siendo a < x, < b, representa un valor crítico de f  (x), y f"(xo) > O, la función 
f (x )  tiene un minimo relativo en x = xo. 

Como f  "(x,) > O, f '(.Y) es creciente en  x = x, y existirá un h > O tal, que f  '(x, - h) < f '  (x,,) < f  ' (xO + h). 
Por tanto. para valores de x inferiores a x0,f1(x) < f'(x3, y para valores de x superiores a xo,f'(x) > f  '(x,). Ahora bien, 
como f  '(x,) = O ,  f ' (x )  < O para x < x,,, y f ' (x)  > O para x > x,. Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase- 
guran la existencia de un minimo relativo de la función f (x)  en el punto x = x,. Se deja para el alumno, la demostración 
del teorema análogo para el maximo relativo. 

20- Coniiderernos el nrqh!erna de situar sobre la hi~erbola .A' -.y" 1 un pp~nto (A', y) cuya distancia a uno dado P(at O)! 
siendo a > 0, sea minima. De la expresion que da la distancia entre dos puntos. se aeauce Dm = (x- ay + r*, y por 
pertenecer el punto (X, Y) a la hipérbola, X* - Ye = 1. 

Expresando DZ en funcibn X solamente, resulta! 

cuyo valor crítico de esta función es X = +a. 

Si tomamos a = B. no habrá ningún punto sobre la hipérbola. porque Y se hace imaginario para el valor critico 
X = f .  Dibujando la figura correspondiente se vería claramente que el punto de la hipérbola más próximo al P ( f .  O) 
es el V(1, O). Por tanto, lo que se trata en  este caso es hallar el minimo de la función f ( X )  = (X- +)2 + XZ- 1 con 
la condición de que X 2 1. (Obsérvese que esta condición no la lleva implícitamente la función f(X). Esta función, sin 
poner condición alguna, presenta un mínimo relativo en el punto X = 4.) En el intervalo X 2 l , f (X)  tiene un mínimo 
absoluto en el extremo X = 1, que no es un minimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio del pro- 
blema cuando (i) a = d? y (ii) a = 3. 

Problemas propuestos 
21. Determinar los intervalos en  los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1. 

Sol. (a) Crec. x < O; Dec. x > 0. (6) Crec. x > 3, Dec. x < 3. (c) Crec. -512 < x < O ;  Dec. O < x i 512. 
(d)  Crec. x > 4. 

22. (a) Demostrar que y = xS + 20x - 6 es una función creciente para todos los valores de x. 

(6) Demostrar que y = 1 - x3 - x7 es una función decreciente para todos los valores de x. 

23. Hallar los máximos y mínimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes 

(a) f  ( x )  = xe + 2x - 3 Sol. x = - 1 mínimo relativo = 4 
(6) f  ( x )  = 3 + 2x - x2 Sol. x = 1 máximo relativo = 4 

(c) f ( x )  = x3 + h a - 4 x - 8  Sol. x = 8 mínimo relativo = -256127 
x = -2 máximo relativo = O 

(d)  f ( x )  = x3-6x2 + 9x-8 Sol. x = 1 máximo relativo = -4 
x = 3 máximo relativo = -8 

(e) f ( x )  = (2 -x)= Sol. No tiene ni máx. ni min. relativos 

Cf) f (x)  = (x2 - 4)= Sol. x = O máximo relativo = 16 
x = f 2 mínimo relativo = O 
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(8) f ( 4  = (X - 414 (x + 3)= Sol. x = O máximo relativo = 6 912 
x = 4 mínimo relativo = O 
x = -3 ni máximo ni minimo 

(h) f (x) = x3 + 48/x Sol. x = -2 máximo relativo = -32 
x = 2 minimo relativo - 32 

( i )  f(x) = (x - l)'/' ( X  + 2)?la Sol. x - -2 meximo relativo = O 
x = O mínimo relativo = - r 4  
x = 1 ni máximo ni mínimo 

24. Hallar los máximos y mínimos de las funciones del Problema 23 (a)-(f) aplicando el criterio de la segunda derivada. 
Determinar, asimismo, los puntos de inflexión y los intervalos en los que la curva es cóncava o convexa. 

Sol. (a) No tiene P.I.; es siempre cóncava. 
(b) No tiene P.I.; es siempre convexa. 
(c) P.I. en x = -213; cóncava para x > -213; convexa para x < -213. 
(d) P.I. en x = 2; cóncava para x > 2 ;  convexa para x < 2. 
(e) P.I. en x = 2; convexa para x > 2; cóncava para x < 2. 
(f)  P.1 en x = =k 2 6 1 3 ;  cóncava para x > 2 6 1 3  y x < - 2 6 1 3 ;  convexa en - 2 d - 3 3  < x < 2 4 3 3 .  

ox + b 
25. Demostrar que la función y = -- carece de máximos y mínimos relativos. 

cx + d '  

26. Hallar los máximos y mínimos relativos de la función y = x3 - 3px + q. 
Sol. Min. = q - 2p3Ie, Máx. = q + 2p31e si p > O; en los demás casos, ni máximo ni minimo. 

27. Demostrar que y - (a, - x ) ~  + (a2 - x ) ~  + . + (a, - x ) ~  tiene un mínimo relativo cuando x = (a, + a, + + a,)/n. 

28. Demostrar que si f "(x,) = O y f "'(x,) # O hay un punto de inflexión en el punto x = x,. 

29. Demostrar que si y = ax3 + bx2 + cx + d tiene dos puntos críticos, en el punto medio del segmento que une los corres- 
pondientes valores críticos la función presenta un punto de inflexión, y que si solo tiene un punto crítico, éste es de 
inflexión. 

30. Una función tiene un máximo (minimo) absoluto en un punto x = x,, cuando f(x,) es mayor (menor) o igual a cualquier 
otro valor de la función en su dominio de definición. Comprobar, gráficamente que (a) y = -x2 tiene un máximo abso- 
luto en el puntox = O; (b) y = (x - 3)2 tiene un mínimo absoluto (= O) en el punto x = 3; (c)  y = m-- tiene 
un máximo absoluto (= 5 )  en x = O y un minimo absoluto (= O) en x = *5/2; (d) y = d r 4  tiene un mínimo 
absoluto (= O) en x = 4. 

31. Hallar los máximos y minimos de las funciones siguientes en los intervalos dados: 

(a) y = -x2 en -2 < x < 2 Sol. Máx. (= O) en x = O 
(b) y = ( ~ - 3 ) ~ e n O < x 5 4  Sol. Máx. (= 9) en x = O 

Min. (= O) en x = 3 
(c) y = &S-4xe en -2 5 x 1 2 Sol. Máx. (= 5) en x = O 

Mín. (= 3) en x = f 2 
(d) y = 2/=4 en 4 1 x 1 29 Sol. Máx. (= 5) en x = 29 

Min. (= O) en x = 4 

Nota. Estos son los valores máximos y minimos de los que se habla en la Propiedad 11, Capitulo 3, de las fun- 
ciones continuas. 

32. Demostrar que una funciónf (x) es creciente (decreciente) en un punto x = x,, si el ángulo de inclinación de la tangente 
a la curva y = f(x) en el punto x = x, es agudo (obtuso). 

33. Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 17 para una función decreciente. 

34. Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 18 para el mínimo relativo. 

35. Hallar los máximos y mínimos de la función 2x2 - 4xy + 3ye - 8x + 8y - 1 = 0. 
Sol. Máx. en (5,3); mín en (-1, -3). 

36. L a  fuerza ejercida por el campo magnético creado por la corriente elCctrica que circula por una bobina de radio r sobre 
kx 

un pequeno imán situado a una distancia x del centro de dicha bobina viene dado por F = (X2 + r 2 ) v 2  . Demostrar que F 
es máximo en x = +r. 

37. El trabajo realizado por una pila de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna r conectada a una resistencia 
de carga R, es proporcional a E2R/(r + R)2. Demostrar que dicho trabajo es máximo para R = r. 



Capítulo 9 
Problemas de aplicación de máximos y mínimos 

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS. Normalmente, en los problemas de aplicación no será 
necesario demostrar la existencia de un máximo o de un mínimo relativo. De un estudio previo 
se puede obtener la elección adecuada del valor critico. 

A veces, un máximo o un mínimo relativo de una función son un máximo o un mínimo absolutos. 
En estos casos están justificados los términos máximo, mayor que, menor que, etc., que figuran 
en ¡os enunciados de ¡os problemas. 

Problemas resueltos 
1. Hallar dos números cuya suma sea 120 y de forma que el producto P de uno de ellos por el cuadrado del otro sea máximo. 

Sean x y 120 - x dichos números. Por consiguiente, P = (120 - x)x2. dP/dx = 3x(80 - x).  Los valores criticos 
son x = O y x = 80. 

Prescindiendo de la solucibn trivial x = O, los números pedidos son x = 80 y 120 - x = 40. 

2. E1 hrea de una superficie rectangular es de 18 m2. Sabiendo que en su interior hay otra de forma que los mirgenes superior 
e inferior son de 314 m y que los mirgenes laterales son de 112 m, hallar las dimensiones de la superficie exterior para que 
el irea comprendida entre los márgenes sea máxima. 

Sean x = longitud 18/x = anchura de la superficie, en metros. (Ver figura 9-1.) 

El Brea entre márgenes es A = (x - 1) 

dA 18 3 - 
---7- 

dA 
ak x2 2 '  

De la ecuacibn -- = O, se obtiene el valor critico x = 2*. 
dx 

Las dimensiones de la superficie exterior son x - 2 6  y 18/x = 3 6  m. 

Fig. 9-1 Fig. 9-2 

3. En un instante determinado, un barco B se encuentra a 65 millas al este de otro barco A. El barco B empieza a navegar 
hacia el oeste con una velocidad de 10 millas hora, mientras que el A lo hace hacia el Sur con una velocidad de 15 millas/h. 
Sabiendo que las rutas iniciadas no se n53difican, calcular el tiempo que transcurrirá hasta que la distancia que 10s separe 
sea mínima y hallar dicha distancia. 

Sean A, y B, las posiciones de los barcos A y B en el instante inicial, y A ,  y B, sus respectivas posiciones t horas mh 
tarde. La distancia recorrida por A en t horas es 15 t millas y la recorrida por B, 10 t millas. 

La distancia D entre los barcos viene dada por DZ = (15r)2 + (65 - 10i)2. 
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dD 325r - 650 - -- dD 
dt 

. De la ecuación - = O, se obtiene el valor critico t = 2 para ei cual la distancia es mínima. 
dr 

Para r = 2, la funci6n Da = ( 1 5 p  + (65 - 10t)B toma el valor D = 1 5 d s  millas. 

La distancia mínima entre los dos barcos es de 1 5 0  millas y se produce 2 horas despues de iniciarse el movimiento. 

4. Se quiere construir un recipiente cilíndrico metálico de base circular y de 64 centímetros cúbicos de volumen. Hallar 
las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (área total) sea minima, en el caso en que (a)  el recipiente 
sea abierto y (b) sea cerrado. 

Sean r y h el  radio de la base y la altura en centímetros, A la cantidad de metal y Ve1 volumen del recipiente. 

(a) V = nreh = 64 y A = 2nrh + nra. 

Para expresar A en función de una sola variable se despeja h de la primera relación y se sustituye en la segunda; 
resulta A = 2nr(64jnry + nrg = 128/r + nrP. 

dA - 128 2(nr3 - 64) 
f 2nr = 

4 
dr rZ 

, Y el valor critico es r = -- 
r Z fi ' 

Por tanto, h = 64/nrz = 4/+%, y r = h = 4fi cm. 

(6) V = nrZh = 64, y A y Zzrh f k r P  = 2nr(64/?tr3 + 2nra = 128/r + &r3. 
dA 128 4(nr - 32) - - + 4nr = -- --- 
dr r 2  rg , Y el valor crítico es r = 2 m n  

Por tanto, h = 64/nra = 4-, y h = 2r = 4 m ; c m .  

5. El coste total de producción de x unidades diarias de un producto es de (2xa + 35x + 25) pesetas, y el precio de venta 
de una de ellas es de (50 - +x) pesetas. 

(a) Hallar el número de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea máximo. 
(b-) Demostrar que el coste de producción de una unidad tiene un mínimo relativo. 

(a) El beneficio de la venta de x unidades diarias es P = x(50 - 4x1 - ( ix2 + 35x + 25). 

---- - 3x 
dP - 15 - ---. Resolviendo dP/dx = O obtenemos el valor critico x = 10. 
dx 2 

Por tanto, la producción que proporciona el mayor beneficio es de 10 unidades al día. 

(b) El coste de producción de una unidad es C = 
(4x2 f 35x + 25) 

X X 

- -- dC - - - -- 25 Resolviendo dC/dx = O resulta x = 10, un mInimo. 
dx 4 xa ' 

6. El coste del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la velocidad y vale 1 600 pesetas 
por hora cuando la velocidad es de 40 kilómetros por hora. Independientemente de la velocidad, el coste por hora se 
incrementa, por otras causas, en 3 600 pesetas por hora. Calcular la velocidad a la que debe ir la locomotora para que 
el coste por kilómetro sea mínimo. 

Sea v =. velocidad buscada y C = coste total por kilómetro. 

Coste de combustible por hora = kvg, siendo k una constante que podemos determinar sabiendo que para 
v = 40, kv2 = 1 600 v2 = 1 600, de donde resulta k = 1. 

coste (ptsth) v2+3600  
C (pts/km) = ---- = -- - 3600 

velocidad (km/h) 
- v + -  

v V 

dc - - - .- 1-- 'O0 ' - (" - m)(v + m). Corno v > O, ]a Unica solución posible para el valor crítico es v = 60. 
dv v Z  vZ 

Asi pues, la velocidad más econbmica es la de 60 kilómetros por hora. P 

7. Un hombre, sobre un bote de remos, está situado en un punto P a una dis- 
tancia de 5 kilómetros de un punto A de la costa (rectilinea) y desea llegar 
a un punto B de la costa a 6 kilómetros de A en el menor tiempo posible. ,Eiz?6 
Determinar el camino que debe seguir sabiendo que puede remar a una velo- 
cidad de 2 kilómetros por hora y andar a una velocidad de 4 kilómetros 
por hora. l3 

A X 6 - Z  
Sea C el punto situado entre A y B al que se dirige el hombre, y Iiarnemos x 

a la distancia AC Fig. 9-8 
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-- 
El espacio que ha de recorrer en bote es PC = m+ x a y el tiempo empleado, t ,  = - 

espacio - -\/25KEP - 
velocidad 2 .  

El espacio que ha de recorrer andando Dor la costa es CB = 6 - x y el tiempo empleado, tz = (6 - x)$. 
El tiempo total es t  = t, + t ,  = + )(6 - x). 

dt - X 1 2x- m+- - -----=- y el valor critico, obtenido de la ecuación 2% - d w  = O, 
dx ~ , / - f ~ - + ~  4 4 1 / 2 5 5 T i  

es x = 3 = 2,89. Por tanto, deberá dirigirse a un punto situado entre A y B, a 2,89 kil6metros de A. 

8. Se quiere poner una alambrada para proteger el contorno de un campo rectangular de área dada y uno de cuyos bordes 
lo constituye el cauce de un río. Sabiendo que en este borde no hay que colocar alambrada, demostrar que la menor 
cantidad de alambrada que se necesita es cuando la longitud del campo es igual al doble de su anchura. 

Sea x =. longitud e y = anchura del campo. Area = xy. Alambrada neoesaria, F = x + 2y. 

dF/dx - 1 + 2 dyldx. Para que dF/dx = O deberá ser dyldx = -4. 
dAldx = O = y + x dyldx. Por tanto, Y - i x  = O, esto es x = 2y como se quería demostrar. 

9. Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen míriimo que se A 
puede circunscribir a una esfera de 8 cm de diámetro. 

Sea x - rl.lio de la base del cono e y + 8 = altura del cono. 

De los triingulos rectángulos semejantes ABC y AED, deducimos 

X - y +  8 
- - - . --.- _ - . De donde xZ = 64(y + 812 - 64(y + 8) 

- 
yz  - 64 1 / y2  -- 64 y- 8  ' 

Volunien del cono, V = 
(nx2)(y + 8) - - 6474~ + a)* .- 

3 3(y - 8 )  

dV - 64x(y + 8)(y - 24) - - -- - -- - . El valor critico es y = 24. 
d~ 30, - 8)2 

Altura del cono = y + 8 = 32 cm; radio de la base = x = 8 1 / 2  cm. Fig. 9-4 , 

10. Hallar las dimensiones del rectángulo de área máxima que se puede inscribir en la porci6n de parábola ya = 4px limitada 
por la recta x = a. 

Sea PBB'P' el rectángulo y (x,y) las coordenadas de P. (Ver Fig. 9-5). 

Area del rectángulo, A = 2y(a - x )  = 2y(a - y2/4p) = 2ay - ya/2p. 

dA/dy = 2a - 3y2/Zp. Resolviendo dA/dy = O, el valor critico es y = 

Las dimensiones del rectángulo son 2y = $& y a - x = a - ya/4p = 2a/3. 

Fig. 9-5 Fig. 9-6 Fig. 9-7 

11. Hallar la altura del cilindro circular recto de volumen máximo V que'se puede inscribir en una esfera de radio R 
(Ver Fig. 9-6.) 

Sea r el radio de la base y 2h la altura del cilindro. 

V = 2nr2h y r a  + hz = Rz. Por tanto, dV/dr = 2n(ra dhldr + 2rh) y 2r + 2h dh ldr = 0. 

De la última relacih, dhldr = -r/h. Por tanto, dV/dr = 2n(-r3/h + 2rh). 

Cuando Ves máximo, dV/dr = 27(-r3/h + 2nh) = O y r z  = 2hs. 

Como r2 + h2 = RZ, 2hZ + hZ = RZ y h = R/<T. Altura del cilindro = U = 2 ~ / 1 / 5 .  
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12. Se quiere apuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared paralela, de 10 m de altura, 
situada a una distancia de 8 m de la primera. Hallar la longitud L de la viga más corta que se puede emplear al efecto. 

Sea x la distancia del pie de la viga al de la pared paralela, e y la distancia metros del suelo al extremo superior. 
de la viga. (Ver Fig. 9-7.) 

Y - x + 8  L = i(x+8)1+7. De los triángulos semejantes, - - - -  
1O(x + 8) 

1 o e Y = ------m 
X X 

dL x[(x2 + 100)'i2 + x(x + 8) (x2 + 100)-llz] - (x + 8) (xZ + 100)lla . x S  - 800 - - - -- f .- 

dx xa xZ\/X- 

El valor crítico es x = 2 m .  La longitud de la viga más corta es 

Prablemas propuestos 
13. Hallar dos números positivos cuya suma sea 20 y (a) su producto sea máximo, (b) la suma de sus cuadrados sea mínima, 

(c) el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro sea máximo. Sol. (a) 10,lO; (b) 10,lO; (e) 8,12. 

14. Hallar dos números positivos cuyo producto sea 16 y (a) su suma sea mínima. (b) la suma de uno de ellos con el cuadrado 
del otro sea mínima. So!. (a) 4.4; (6) 8.2. 

Hallar las dimensiones de una caja rectangular abierta de 6 400 centimetros cúbicos para que resulte la más econ6mica, 
teniendo en cuenta que el precio de coste de la base es de 75 pesetas y el de las superficies laterales de 25 pesetas por 
centímetro cuadrado. 
Sol. 20 x 22 x 16 cm. 

16. Una pared de 3,2 metros de altura está situada a una distancia de 1.35 metros de una casa. Hallar Ja longitud de la 
escalera mas corta de manera que, apoyándose en el suelo y en la pared, llegue a la cima de la casa. Sol. 6,25 metros. 

17. Una entidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesetas por cada mil para operaciones de hasta 50 000 pesetas; 
para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 0,375 pesetas por cada mil. Hallar la operaci6n 
óptima de manera que el beneficio del banco sea máximo. Sol. 90 000 pesetas. 

18. Hallar la ecuación de la recta que, pasando por el punto (3.4). determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados, 
un triángulo de área mínima. So!. 4x + 3y- 24 = 0. 

19. Hallar un punto de la parábola y = 4 - xP en el que la tangente determine en el primer cuadrante con los ejes coorde- 
nados un triángulo de área minima. So!. ( 2 0 3 , 8 1 3 ) .  

20. Hallar la mínima distancia del punto (4, 2) a la parábola ya = 8x. Sol. 2 e u n i d a d e s .  

21. Se traza la tangente en un punto de la elipse x2/25 + ya/16 = 1 de forma que el segmento de ella interceptado por los 
ejes coordenados sea mínimo. Demostrar que la longitud de este segmento es de 9 unidades. 

22. Se inscribe un rectángulo en la elipse x2/400 + y2/225 = 1 con sus lados paralelos a los ejes. Hallar las dimensiones de 
dicho rectángulo para que (a) el área sea máxima, (b) el perímetro sea máximo. Sol. (a) 2 0 ~ 5  x 1 5 6 ,  (6) 32 X 18. 

23. Hallar el radio R del cono circular recto de volumen mhximo que se puede inscribir en  una esfera de radio r. 
Sol. R = # r o .  

24. En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio R del cilindro para que (a) su volumen 
sea máximo (b) su área lateral sea máxima. Sol. (a) R = Qr, (b) R = fr. 

25, Demostrar que la menor cantidad de lona empleada en confeccionar una tienda de campana chnica de un volumen 
determinado ocurre cuando su altura sea dos veces el radio de la base. 

26. Demostrar que todos los triángulos isósceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el de área 
mínima es el equilátero de lado 3r. 

27. Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de área lateral máxima que se puede inscribir en una esfera 
de 8 centímetros de radio. Sol. h = 2r = 8<2 centímetros. 

28. Estudiar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de área total máxima en un cono circular recto de radio r 
y altura h. Sol. Si h > 2r, radio del cilindro = ihr/(h - r). 



Movimientos rectilíneo y circular 
MOVIMIENTO RECTILINEO 

El movimiento de una partícula P a lo largo de una línea recta queda completamente definido 
por la ecuacibn s = f (t), ley del movimiento, siendo t 5 O el tiempo y s la distancia de P a un punto 
fijo O de la trayectoria. 

ds 
La velocidad de P, en un instante t, es: v = -. 

dt 
Si v > O, P se mueve en la dirección creciente de s. 
Si v < O, P se mueve en la dirección decreciente de s. 
Si v = O, P esta en reposo en dicho instante. 

dv 8 s  
La aceleración de P, en un instante t, es: a = - = - 

dt dta ' 

Si a > O, v aumenta; si a < O, v disminuye. 
Si v y a tienen el mismo signo, la celeridad (módulo de la velocidad) de P aumenta. 
Si v y a tienen signo contrario, la celeridad de P disminuye. 

(Ver Problemas 1-5.) 
MOVIMIENTO CIRCULAR 

El movimiento de una partícula P a lo largo de una circunferencia queda completamente definido 
por la ecuación O = f(t), ley de movimiento, siendo O el ángulo en el centro (radianés) barrido en 
el tiempo t por la recta que une P con el centro de la circunferencia. 

de 
La velocida angular de P en el instante t es w = -. dt 

dw dzO 
La aceleracidn angular de P, en el instante t es a = - = --. dt dt2 

Si a es constante para todos los valores de t, P se mueve con una aceleración angular cons- 
tante. 
Si a = O para todos los valores de t, P se mueve con una velocidad angular constante. 

(Ver Problema 6.) 

Problemas resueltos 
En los problemas que siguen sobre el movimiento rectilineo el espacio s  se mide en metros y el tiempo t en segundos. 

1. La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s = f ta - 21. Hallar su velocidad y aceleración al cabo 
de 2 segundos. 

ds 3 
v - = - t f - 2  3 

dr 2 
Para t = 2, v = - (2)' - 2 = 4 m/s. 

2 
dv a =  - = 3 1  Para t = 2, a = 3(2) = 6 m/s. 
dt 

2. El espacio recorrido por un mbvil en línea recta viene dado por la ecuaci6n s = r 3  - 6rP + 9t + 4 (ley del movimiento). 

(a) Hallar s y a cuando v = 0. (d) ¿Cuando aumenta v ?  

(b) Hallar s y v cuando a = O. (e) iCullndo cambia el sentido del movimiento? 
(c) ¿Cuando aumenta S? 
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(a) P a r a v = O , t = 1  y 3 . P a r a t =  l , s = 8 y a = - 6 . P a r a r = 3 . s = 4 y a = 6 .  

(6) Para a = O, 1 = 2. Para t = 2, s = 6 y v = -3. 

(c) s aumenta cuando v > O, e.d, cuando t < 1 y t > 3. 

(d) v aumenta cuando a > O, e.d., cuando t > 2. 

(e) El sentido del movimiento cambia cuando v = O y a # O. De (a)  se deduce que el sentido cambia cuando 
t = l y t = 3 .  

3. La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s = f ( t )  = t5  -91' + 24t. Determinar cuando aumenta 
y disminuye: 

(a) El espacio s. 
(6) La velocidad v. 
(c) La celeridad del cuerpo. 
(4 La distancia total recorrida en los primeros 5 segundos del movimiento. 

(a) s aumenta cuando v > O, esto es, cuando t < 2 y t > 4.  
s disminuye cuando v < O, esto es, cuando 2 < t < 4.  

(6) v aumenta cuando a > O, esto es, cuando t > 3. 
v disminuye cuando a < O, esto es, cuando t < 3. 

(c) La celeridad aumenta cuando v y a tienen el mismo signo y disminuye cuando'v y a son de signos contrarios. 
Como v cambia de signo en  t = 2 y t = 4 y a lo hace en t = 3. hemos de comparar los signos en los intervalos 
t < 2 , 2 < t < 3 , 3 < t < 4 y t > 4 .  

Én el intervalo t < 2. v > O y a < O; la celeridad disminuye. 
En el intervalo 2 < t < 3, v < O y a < O; la celeridad aumenta, 
En el intervalo 3 < t < 4 ,  v < O y a > O; la celeridad disminuye. 
En el intervalo t > 4 ,  v > O y a > O ;  la celeridad aumenta. 

(6) Para t = O, s = O, y el cuerpo'se encuentra en el origen O. Al principio, el cuerpo se mueve hacia la derecha 
(v  > O), durante los dos primeros segundos, alcanzando una distancia del origen O de s = f (2)  = 20 metros. 
Durante los dos segundos siguientes se mueve hacia la izquierda, y al final de este tiempo. se encuentra en 
s = / ( 4 )  = 16 metros de O. 
A continuación, se mueve hacia la derecha y, después de transcurridos 5 segundos desde que se inició el movi- 
miento, s = f ( 5 )  = 20 metros de O. 
El espacio total recorrido es 20 + 4 + 4 = 28 metros. 

Fig. 10-1 

4. Una partícula se mueve a lo largo de una línea horizontal de acuerdo con la ley s = f ( t )  = t 4 -  6t3 + 121' - 101 + 3 
Determinar : 

(a) Cuándo aumenta la velocidad y cuándo disminuye. 

(6)  En qut  instante cambia el sentido del movimiento. 

(c)  El espacio total recorrido en  los 3 primeros segundos del movimiento. 

v = d s l t  = 4t3 - 181' + 241 - 10 = 2(t - 1)' (21 - 5 )  a = dvldt = 12(t - 1)(t - 2) 

(a)  v cambia de signo cuando t = 1 y t = 2.5; a cambia de signo cuando t = 1 y t = 2. 

En el intervalo t < 1, v < O y a > O; la celeridad disminuye. 
En el intervalo 1 < t < 2, v < O y a < O; la celeridad aumenta. 
En el intervalo 2 < t < 2,5, v < O y a > O; la celeridad disminuye. 
En el intervalo t > 2,s v > O y a > O; la celeridad aumenta. 

(6) El sentido del movimiento cambia en el instante t = 2,s en el que v = O, a # O; pero no se invierte en t = 1, puesto 
que v no cambia de signo al ir aumentando t al pasar por t = 1. Observese que para t = 1, v = O y a = O y, por 
tanto, no se posee información alguna. 
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(c) Para r = O, s = 3, y la partícula se encuentra 3 metros a la derecha del origen O. 

El movimiento se efectúa hacia la izquierda durante los 2,s primeros segundos, al final de los cuales la partfcula 
se encuentra a 27/16 metros a la izquierda de O. 
Para r = 3, s = O; la partfcula se ha desplazado 27/16 metros hacia la derecha. 
El espacio total recorrido es 3 + 27/16 = 5118 metros. 

Fig. 10-2 

S. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 112 metros por segundo. Sabiendo que la 
ley del movimiento es S = 1121 - 16rs, siendo S la distancia al punto de partida. calcular (a) la velocidad y la aceleración 
en los instantes r = 3 y 'r = 4, (b) la máxima altura alcanzada y (c) el tiempo que tardara en llegar a una altura de 
96 metros. 

v = &/Jt = 112-321 a = dvldt = -32 

(a) Para t = 3, v = 16 y a = -32. La piedra está subiendo a 16 m/seg. 
Para t = 4, v = -16 y a = -32. La piedra esta bajando a 16 m/seg. 

(b) En el punto más alto, v = 0. 
Resolviendo v = O = 112 - 321. t = 3,s. Para este tiempo, S = 196 m. 

(c) 9 6 = 1 1 2 r - 1 6 P , P - 7 t + 6 = O . ( r - l ) ( t - 6 ) = O , r = 1 , 6 .  

Al cabo de 1 seg de iniciarse el movimiento, la piedra está a una altura de 96 metros y además está subiendo, puesto 
que v > O. Al cabo de 6 seg tambibn se encuentra a esa altura, pero en este caso e s a  bajando, ya que v < 0. 

6. Una partlcula posee un movimiento de rotación en sentido contrario al de las agujas del rebj, partiendo del reposo, 
según la ley 8 - ts/50 - t .  en donde 8 se expresa en radianes Y t en segundos. Calcular el desplazamiento angular 8. la 
velocidad angular w, y fa  aceleración angular al cabo de 10 segundos. 

8 = t3/50 - t = 10 rad, u> = &/dt = 3ts/50 - 1 = 5 rad/seg, a = dw/dt = 61/50 - 615 rad/segl 

Problemas propuestos 
La ley del movimiento rectilineo de una partícula viene dada por S = ra - 6tx + 9r, en donde las unidades son el metro 
y el segundo. Hallar la situación de la partícula con respecto a su posición inicia1 (r = O) en O, determinar el sentido y la 
velocidad del movimiento y averiguar si la velocidad esta aumentando o disminuyendo en los instantes (a) r = 112, 
(6) r = 312, (c) r = 512. (4 r = 4. 
Sol. (a) 2518 metros a la derecha de O; se mueve hacia la derecha con una v = 1514 metros por segundo; disminuyendo. 

(b) 271 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 914 metros por segundo; aumentando. 
(c) 518 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = -9.4 metros por segundo; disminuyendo. 
(d) 4 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9 metros por segundo; aumentando. 

8.  El espacio recorrido por una locomotora sobre una vía horizontal, con respecto a un punto fijo, viene dado, en función 
del tiempo t, por s = 3t4 - 44ta + 144r8. Calcular el intervalo de tiempo en el que la locomotora marcha en sentido 
contrario al inicial. Sol. 3 < t < 8. 

9. Estudiar, tal como se hizo en el Problema 2, los movimientos rectilineos siguientes: 
(a) s=r3-9rs+24r ,  (6) s = t a - 3 r L +  3r + 3, (c) s=2 ra -12 tx+  18r-5, (d) s=3r4-28r3+90tx-1081. 
Sol. (a) Se detiene en r = 2 y en r = 4 con cambio de sentido. 

(b) Se detiene en r = 1 y no hay cambio de sentido. 
(c) Se detiene en r = 1 y en t = 3 con cambio de sentido. 
(d) Se detiene en t = 1 con cambio de sentido y en r = 3 sin cambio de sentido. I 

10. La ley del movimiento rectilíneo ascendente de un cuerpo es S = 641 - 161%. Demostrar que a los 48 metros de altura, 
su velocidad es igual a la mitad de la inicial. 

11. Desde un tejado de 112 metros de altura, se lanza verticalmente hacia arriba una pelota que, finalmente, regresa al suelo. 
Sabiendo que el espacio s metros recorrido desde el tejado en función del tiempo t viene dado por s = 961 - 16P, 
calcular (a) la posición de la pelota, su velocidad y el sentido del movimiento en el instante t = 2 y (b) su velocidad al 
llegar al suelo. 
Sol. (o) 240 metros desde el suelo. 32 metros por segundo, hacia arriba. (6) = -128 metros por segundo. 

12. El ángulo 0 (radianes) girado por una rueda en función del tiempo t(seg) viene dado por 8 = 128t - 121'. Calcular la 
velocidad angular y la aceleración al cabo de 3 segundos. Sol. o = 56 radianes por segundo, a = -24 radianes 
por segundo al cuadrado. 

13. Demostrar, en los Problemas 2 y 9, que cuando el móvil se detiene con cambio de sentido del movimiento, el valor de t 
en el que ocurre es el que hace a la función s = /(t) máxima o mínima, mientras que si la detención es sin cambio de 
sentido, se verifica en un punto de inflexión. 



Variaciones con respecto al tiempo 

VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. Si una variable x es función del tiempo t, la variacidn 
de x en la unidad de tiempo viene dada por dxldt. 

Cuando dos o mas variables, todas funciones de t, están relacionadas por una ecuación, se puede 
obtener la relación entre sus variaciones derivando la ecuación con respecto a t. 

Problemas resueltos 

1. Un gas escapa de un globo esftrico a razón de 2 metros cúbicos por minuto. Hallar la disminución de su superficie 
en la unidad de tiempo, sabiendo que el radio es de 12 metros. 

Sea r el radio de la esfera en el instante t. El volumen correspondiente es ;nra y la superficie, S = 4nra. 

dV dr dS dr dSldt - 2 Tendremos, - = 4nrP - - = 8nr - - - - dS 2 dV 2 
dt dt ' dt dt ' dVldt r ' dt ( d )  12 

de donde, - = - - = - (-2) = - - : ma/min 

2. De un embudo cónico sale agua a raz6n de 1 centimetro cúbico por segundo. 
Sabiendo que el radio de la base es de 4 centímetros y la altura de 8 centímetros, 
calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo en el instante en que la 
superficie libre se encuentra a una distancia de centimetros de la base del 
embudo. #U 

Sea r el radio, h la altura de la superficie del agua en el instante t y V el 
volumen de agua que contiene el cono. 

De los trihngulos semejantes, r/4 = h/8 ó r = 4h. 

V = $nreh = &nh3 y dV/dt = )nhs dhldt. i 
Fig. 11-1 

Cuando dV/dt = -1 y h = 8 - 2 = 6, tendremos dhldt = -1/9n cm/seg 

3. Se forma un montículo cónico de arena cuya altura es constantemente, igual aíos 413 del radio de la base. Hallar: (a) el 
incremento del volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo ademhs que este 
aumenta a razón de 25 cm cada minuto; (b) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste es de 6 metros 
y el volumen aumenta a razbn de 24 metros cúbicos por minuto. 

Sea r = radio de la base y h = altura del cono en el tiempo t. 

4 1 4 dV 4 dr 
Como h = -r, V = -rrrah = -nr3, y = -j; nra -. 

3 3 9 dt 

dr 1 dV dV dr 1 
(a) Cuando r = 3 y - = -, - = 3n ms/min. (b) Cuando r = 6 y - = 24, - = - m/min. dt 4 dt dt dt 2n 

4. Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro E, situado 32 millas al sur de A, lo hace 
hacia el este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar (a) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan o sepa- 
ran al cabo de una hora de haberse iniciado el movimiento. (b) Idem, desputs de 2 horas; (c) el momento en que dejan 
de aproximarse y comienzan a separarse así como la distancia a que se encuentran en dicho instante. 
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Sean A. y B0 las posiciones iniciales de los barcos, y A, y 8, las correspondientes Al 

al cabo de t horas. Llamemos D a la distancia que los separa t horas desputs de ini- 
ciado el movimiento. 1; 
(a) Cuando t = 1, D = 20 y dD/dt = -5,6. Se aproximan a raz6n de 5,6 min/h. 
(b) Cuando t = 2, D = 24 y dD/dt = 12. Se separan a razbn de 12 min/h. 
(c) Dejaran de aproximarse cuando dDldt = O, e.d. cuando t = 512/400 = 1,28 h, 

en cuyo momento D = 19.2 millas. . Be BI 

5. Dos lados paralelos de un rectdngulo se alargan a razbn de 2 centímetros cada segundo, mientras que los otros 2, se 
acortan de manera que la figura resultante, en todo momento. es un rectángulo de área oonstante e igual a 50 centí- 
metros cuadrados, Calcular la variaci6n en la unidad de tiempo del perímetro P cuando la longitud de los lados exten- 
sibles es de (a) S centimetros (b) 10 centímetros. (c) Hallar las dimensiones del rectángulo cuando el perímetro deja 
de disminuir. 

Sea x = longitud de los lados que se alargan e y = longitud de los otros lados en el tiempo t. 

(a) Cuando x = 5, y = 10 y &/di = 2. 

dy Por tanto 5-+ 1q2) = O  6 - - dP 
dt 

dy - -4, y - = 2(2 - 4) = -4 cm/s (disminuyendo). 
dt dt 

(b) Cuandox = 10, y = 5 y drldt = 2. 

d~ dy - Por tanto 10 -- + S(2) = O 6 - - 
dP 

df dt 
- 2(2 - 1) = 2 cm/s (aumentando). -1, Y x- 

(c) El perímetro dejará de disminuir cuando dP/dt = O, e.d., cuando dyldt = &/di = - 2.. 

Por tanto x(-2) + y(2) = O, y el rectangulo es un cuadrado de lado x = y = 5 4 2  cm. 

6. Sea r el radio de una esfera en el instante t. Hallar dicho radio cuando su incremento en la unidad de tiempo es igual, 
numtricamente, al de la superficie. 

dS dr 
t 

Superficie de la esfera, S = &ra. - = 8nr - 
dt di ' 

dS dr dr dr 1 
Cuando - = - - = 8nr -, y el radio es r = - cm. 

dt dt ' dt dt 8n 

7. Un peso W está unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa por N 
una polea P situada a una altura de 20 metros con respecto al suelo. El otro A 
extremo de la cuerda, se encuentra unido a un, vehlculo en el punto A, 
situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el 
vehículo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular la velocidad 
a la que se eleva el cuerpo cuando $ halle a una altura de 6 metros. 

Sea x el espacio recorrido por el cuerpo e y la distancia horizontal hasta t 

el Dunto A en el instante t. 

d r  Tenemos que calcular - cuando - = 9 y x = 6. 
df dt 

Fig. 11-3 

Ahora bien, ya = (30 + x)' - (1 8)0 

P a n x  -. 6, y = 1 8 d f  y 8 = 9. Portanto, 9 = 
d r  9 30 + * de donde - = - 0 m/s. 

1 8 6  dt 2 

8. Un foco de luz esta situado a una altura de H metros sobre la calle. Un objeto de h metros de altura se encuentra en 
el punto O justamente debajo del foco y se mueve en linea recta, a partir de esta posición inicial, a lo largo de la calle 
a una velocidad de v metros por segundo. Hallar la velocidad V del extremo de la sombra sobre la calle al cabo de 
t segundos. (Ver Fig. 11-4.) 
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Al cabo de t segundos el objeto ha recorrido una distancia vt. Sea 
y = distancia del extremo de la sombra a O. 

y-vt - h --- Hvr d~ Hv - 1 oseay=--  y Y=-=---- v 
Y H- h dr H-h 1-h/H 

Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor- 
cional a la velocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende 
de la relación hlH. Cuando h + O, Y -. v, mientras que si h -. H, V au- 
menta mucho más rápidamente. 

Problemas propuestos 

Fig. 11-4 

9. Las dimensiones de un dep6sito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Se llena de 
agua a razón de 2 metros cúbicos por minuto, hallar la variación de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando 
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 118 m/min. 

10. Un líquido penetra en un tanque cilíndrico vertical de 6 metros de radio a razón de 8 metros cúbicos por minuto. 
Hallar la variación de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. Sol. 2/9n mlmin. 

11. Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metros de 
altura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del 
extremo de la sombra, (b) la variación de la longitud de la sombra en la unidad de tiempo. 
Sol. (a) 1613 mls. (b) 413 m/s. 

12. Un globo se eleva desde un punto A de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su asumo se observa 
desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por A y a una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la 
variación de la distancia del punto B al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metroslsegundo. 

13. Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar (a) la velocidad a la que se mueve el extremo superior 
cuando el inferior se aleja del edificio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de CI 
de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol. (a) 312 d s . ,  (b) 25/72 cada segundo. 

14. De un recipiente cónico de 3 Metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razón de 4 metros cúbicos por minuto. 
Hallar la variación, con respecto al tiempo, de la altura de la superficie libre y del radio de ésta cuando la profundidad 
del agua es de 6 metros. Sol. 100181n m/min, 10/27n mlmin. 

15. Un barco. cuya cubierta está a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia 
éste por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. Sabiendo que cuando 
el barco se encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximándose con una velocidad de 314 metros por 
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Sol. 91 1 3 m/s . 

16. Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150 metros. Sabiendo que la cometa se aleja del muchacho a una velo- 
cidad de 20 metros por segundo, hallar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis- 
tancia de 250 metros del muchacho. Sol. 16 m/s. 

17. Un tren que sale a las 11 horas de la mafiana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kilómetros por hora, mien- 
tras que otro, que sale al mediodía desde la misma estación, se dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilómetros por 
hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 150fi/2 km/h. 

18. Un foco de luz está situado en la cúspide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del 
foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que tsta cae según la ley S = 16r2, hallar la velocidad 
a la que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s. 

19. Un barco A se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto O, y se mueve hacia el oeste a una velocidad 
de U) millas por hora. Otro barco B. a 60 millas de O, se mueve hacia el norte a una velocidad de 15 millas por hora. 
Determinar: (a) si los barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 hora y a que velocidad, (b) ídem al cabo de 3 horas, 
(c) el momento en que están más próximos. 
Sol. (a) Aprox., 1 1 5 a  millas/h; (b) Sep. 9 millas/h; ( E )  1 h. 55 min. 

24. Un depósito cónico, de 8 metros de dikmetro y 16 de profundidad, se llena de agua a razón de 10 metros cúbicos por 
minuto. Sabiendo que el depósito en cuestión tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el 
nivel se eleva a razón de 113 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depósito en la iinidad de 
tiempo. Sol. (10 - 3x) mymin. 

21. Una solución llega a un depósito cilíndrico de 30 centímetros de diámetro desputs de haber pasado por un filtro d n i w  
de 60 centímetros de profundidad y 40 de dikmetro. Hallar la velocidad a la que se eleva la superficie libre de la solu- 
ción en el cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en el filtro es de 30 centímetros, su nivel desciende a razón 
de 2,s centímetros por minuto. Sol. 1019 cm/min. 



Derivada de las funciones trigonométricas 

MEDIDA EN RADIANES. Sea S la longitud de un arco AB corres- 
pondiente al ángulo AOB de una circunferencia de radio r,  y S 
el área del sector AOB. (Si S corresponde a 11360 de circunferen- 
cia, LAOB = 1 O; si S = r, LAOB = 1 radián.) Suponiendo 
que LAOB es de u grados, tendremos 

Supongamos ahora que LAOB es de 8 radianes; en este caso, Hg. 12-1 

(ii) s = 8r y S = 98r2 

Comparando (i) con (ii) se aprecia, claramente, la enorme ventaja que representa la medida de un 
ángulo en radianes. 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 8 un número real cual- 
quiera. Tracemos un ángulo cuya medida sea 8 radianes de for- 
ma que su vértice esté situado en el origen de un sistema carte- 
siano de coordenadas, siendo el eje x el origen de hngulos. 
Tomando un punto P(x, y) sobre el otro lado del ángulo, a una 
unidad de O, se verifica: sen 8 = y y cos 8 = x. El dominio de 
definicibn de sen 8 y de cos 8 es el conjunto de los números rea- 
les; el campo de variación de sen 8 es -1 l y 1 y el de 
cos 8, -1 < x 2 1. De las expresiones 

sen 8 
tag 8 = -- 

1 
y sec 8 = - 

COS 8 cos 8 
Fig. 12-2 

se deduce que el campo de variación de las funciones tag 8 y sec 8 es el conjunto de los números 
2n- 1 

reales, mientras que el dominio de definición (cos 8 # O) es 8 # f 
2 

z,(n= 1 , 2 , 3 , .  . .). Sedeja 

como ejercicio para el aIumno la consideración, desde este punto de vista, de las funciones cot 9 
y csc V. 

En el Problema 1 se demuestra que 

sen 8 
lim - = 1 
8+0 

(Si el ángulo se mide en grados, este límite vale ~1180. Por esta razón se utiliza la medida en radianes, 
en los cálculos.) 

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una función derivable de x ;  en estas condiciones, 

d du 
14. - (sen u) = cos u - 

dx dx 

d du 
15. - (cos u) = - sen u - 

dx dx 

d du 
16. - (tag u) = sec2 u - 

dx dr 
d du 

19. - (CSC U)  = - csc U t ~ t  U - 
dr dr 

(Ver Problemas 2-23). 
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Problemas resueltos 

sen 8 1. Demostrar que: lim - = 1. 
8-0 8 

sen(-8) sen 8 Como ---- = - sen 0 , consideraremos solamente lirn -. 
-0 8 @+O+ e 

En la Fig. 12-3, sea 8 =LAOB un Angulo en el centro, positivo y pe- 
queiio, de radio OA = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada O 
desde B a OA y D la intersecci6n de OB con un arco de radio OC, tendremos, OC = cos O, CB = sen e 

sector COD < ACOB < sector AOB 

con lo que )8cosa 8 < ) sen ecos 8 < 48 Fig. 12-9 

Dividiendo por 48 cos 8 > O, tenemos 
sen 8 1 

cos 8 d -7 6 - 
COS 8 

1 sen 8 sen 8 
Si 8+ O+; se tendrA cos O +  1, - +l. y 1 < lim - < 1; de donde, lim- = 1, 

cos 8 ~ + a +  e O+o+ 8 

d du 
2. Derivar (sen u) = w s  u - siendo u una funci6n derivable de x. 

ak '  
Sea 
tendremos 

y = s e n u  
p I dp - m n ( u I  AIJ) 

Ay = sen (u + Au) - sen u = 2 cos (u + BAu) sen #Au 

d~ AY sen 4Au - = lim - = lim cos(u + )Au)- lim -- = cos U 
du A*O+ Au A-O A-O )Au 

y derivando la función de funcibn, 
d d . &  - (sen u) = - (sen u) - du 

ak du ak = CosU- ak 

d d d du du du 
3. - (cos u) = - [sen (4n - u)] = - [sen ()n - u)] - = - cos ()n - u) = - sen u - 

dx dx du ak dr' 

du 
d d COSU*COS u z - s e n u  

---- - du 
4. - (tag u) = dx cosa U & - seca u X' 

Hallar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12. 

d 
6. y = tag x9. y' = seca xa - (xP) = 2x seca xa 

dr 

d 7. y = tagP x = (tag x ) ~ .  y'  = 2 tag x - (atg x) = 2 tag x sec' x 
dx 

9. y = seca 6 = sec"1lar'. 
d d 

y'  = 3 seca xl/' - (sec x ' 9  = 3 seca ~ 1 1 '  sec xlla tag xlla - (xl/l) = - 
dx ak 2 6  secst/;tsst/; 

10. e = 4- = (csc 28)lt0. 
d e ' = )(CSC 28)-'le -(csc 28) = -)(m 28) -u2 csc 28 cot 28 2 = -da co t 28 
ak 
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d d x - (COS x) - COS x - ( 4  
sen - COS X dx dr . f '(x) = - 12. f(x) = - - - 

x X' xa 

Hallar las derivadas indicadas en los Problemas 13-16. 

13. y = x sen x ;  y"'. y' = x c o s x + s e n x  

y" = x(-senx) + cosx + cosx = -xsenx + 2cosx 

cos (x + Y) 
1 5 . y = n n ( x + y ) ; y ' .  ~ ' = c o s ( x + Y ) * ( ~ + Y ' ) ~ Y ' =  l-cos(X+Y) 

16. seny + cosx = 1;y". 
casy-y'-senx - O  e Y'  =(senx)l(ws~) 

- - cos x cos y + sen x sen y (sen x)/(cos y) - - -- cos x cosl y + sena x sen y 
cosa y cma y 

17. Hallar f '(~13). f "(n/3), f "'(n/3), en la funcián f (x) = sen x cos 3x. 

/'(x) = -3 sen x sen 3x + cos 3x cos x 

= (COS 3xcosx-sen 3xsenx)-2 senxsen 3x 

= cos4x-2senxsen3x. /'(n/3) = -+ - 2(fi2)(0) = -+ 
f "(x) = 4 sen 4x - 2(3 sen x cos 3x + sen 3x cos x) 

= 4 s e n 4 ~ - 2 ( s e n x w s 3 x  + sen3xcosx)-4senxcos 3x 

= 4 sen 4x - 4f(x). /"(n/3) = -6(-6/2)-4(fl2)(-1) = 5 6  

f"'(x) = -24 cos 4x - 4f(x). f "'(n13) = -2q-#) - 4(-+) = 14 

18. Hallar los iíngulos agudos de intersección de las curvas 
(1) y = sena x y (2) y = cos Zr, en el intervalo O < x < h. 

(a) De la ecuación 2 sena x = cos 2x = 1 - 2 sens x, se 
obtiene 4 6 ,  5~16, 7n/6 y 1 ln/6, que son las abscisas 
de los puntos de intersección pedidos. 

(b) y' = 4 sen x cos x en (1). e 
y'  = -2 sen Zr en (2). 

En el punto 4 6 ,  m, = fi y m; = -*. 

(4 tag 4 = 
fi+* = - l / j ;  el ángulo agudo de in- 

1- 3 
tersección es de 60". En los demás puntos los Angulos 
de intersección tambikn son de 60". 



CAP. 121 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRICONOMETRICAS 

19. Un terreno rectangular está limitado por dos caminos M y N, y 
en uno de sus vertices P se encuentra el extremo de un pequeno 
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de 
108 y 256 metros, respectivamente. hallar la longitud de la trayec- 
toria más corta por la que se puede ir de un camino al otro cru- 
zando el terreno y pasando por el extremo del lago. 2 

a 

Sea S la longitud de la trayectoria buscada y 8 el ángulo que 5 
.d 

forma con el camino M. 5 
U 

S =  A P + P B  = 108csc8+256sec8 

&/de = -108 csc 8 cot 8 + 256 sec 8 tag 8 

- - 
sena 8 cosa 8 Fig. 1 2 4  

De -108 cosa 8 + 256 sena 8 = 0, taga 8 = 27/64 y el valor critico es 8 = arc tag 314. 

Por tanto, s = 108 csc + 256 sec 8 = 108(5/3) + 256(5/4) = 500 m. 

20. Estudiar la funci6n y = f ( x )  = 4 sen x - 3 cos x en el inter- 
valo [O, Zn]. 

Cuando x = O, y =/(O) = 4(0) - 3(1) ;. -3. 

f(z) = 4 4 n  x - 3 ~ b o  X, De la m~~asi6n /(TI = O, ~ i d k  
tuir r m 314. rjon lo auo loa ountoa do intnrwffiibn m n  ol oio r 
son x = 464 radianes y x = x + 964 = J,78 radianes. 

r (x )  4 cos x + 3 sen x. De la ecuaciOnf'(x) - O, se deduce 
tag x = -413, con lo que los valores críticos son x = x - 0,93 
= 2,21 y x = Zn - 0,93 = 5.35. 

/"(x) = 4 sen x + 3 cos x. De la ecuaci6n f " (x) = O, se de- 
duce tag x = 314, con lo que los valores críticos son x = n - 0.93 Pig. 1 2 4  
= 2,21 y x = rt + 0.64 = 3.78. 

f'"(x) = 4 cos x - 3 sen x. 

(a) Para x = 2,21, sen x = 415 y cos x = -315; f " (x)  < O y, por tanto, en x = 2,21 hay un mínimo relativo e igual 
a 5. En x = 5,35, se tiene un mfnimo relativo igual a -5. 

(b) /"'(O,@) f O y f"'(3.78) # O. Los puntos de inflexi6n son (O,@; 0) y (3,78; 0). 

(c) La curva es cóncava desde x = O a x = 0,64; convexa desde x = 0,64 a 3,78, y cóncava desde x = 3.78 a 271. 

21. Cuatro barras de longitudes a. b, c, d están articuladas formando un cuadrilátero. 
Demostrar que el Area A es máxima cuando los ángulos opuestos son suplementarios. 

Sea 8 el ángulo formado por las barras de longitudes a y b, 4 el ángulo opuesto 
y h la longitud de la diagonal opuesta a dicho ángulo. 

Hemos de calcular el máximo de la funci6n. 
Fig. 12-7 

(1) A = +ab sen 8 + +cd sen 4 con la condici6n 

(2) ha = ax + ba - 2ab cos 8 = ca + d a - 2cd cos 4. Derivando con respecto a 8: 

(2') ab sen 8 = cd sen 4 - de 

Despejando d4ld8 en (2') y sustituyendo en ( I  '). resulta, 

ab sen 8 
abcos8+cdcos4--=O 6 s e n d c o s 8 + c o s Q s e n 8 = s e n ( 4 + 8 ) = 0  

cdsen 4 

de donde + + 8 1 0 6 rr, con lo que queda demostr&frescindiendo de la primera soluci6n. 
/ 
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22. El piloto de un bombardero. que vuela a 2 kilómetros de altura y a una velocidad de uo kmlh 
240 kilómetros por hora, observa un blanco terrestre hacia el que se dirige. Calcular 
la velocidad a la que debe girar el instrumento óptico cuando el dngulo entre la ruta 
del avibn y la línea de mira es de 30". 

dr - = -240 km/h, 8 = 30°, y x = 2 cot 8. 
dt 

dx de de de 3 - = -2 cscs 8 - o sea -240 = -2(4) - 
dt dt dt ' Y dt % 

- = 30 rad/h = - gradosls. 

A 
Fig. 12-8 

Un rayo de luz parte de un punto P y se propaga por el aire a una velocidad v1 
incidiendo sobre un punto O de una suiuperficie de agua situada a unidades de 
longitud por debajo de P. Sabiendo que en el interior del agua se propaga a P 
una velocidad v, y que pasa por otro punto Q a una distancia de b unidades 
de la superficie, demostrar que el paso de luz de P a Q se verifica de la manera 

sen 8, v,  
más rápida cuando - = -, siendo 8, y 8, los ángulos de incidencia y 

sen 8, v, 
refraccibn con la normal a la superficie. 

Sea t el tiempo que emplea la luz en ir de P a Q y c la distancia de A a B; 
en estas condiciones. 

c = a tag 8, + b tag 8. 

Derivando con respecto a O,, 

dt a sec 8, tag 8, btag8.sec8, de. - -  - + .- d. 
4 y O = a seca 81 + b sec' 8, - 

del V l  "1 del 

de, a m' el De la última ecuacibn, - = - 
del bsec'Bs' 

Para que r sea mínimo se precisa que 

de donde se obtiene la relación pedida. 

Problemas propuestos 
sen 2x sen 2x sen ax senl 2x 

( 4  lim 
1 -wsx  

24. Hallar: (a) lim - = 2 lim - , (b) lim - (c) lim 
-0 x =-+O 2x =+o senbx' -o x sena 3x ' r*, x 

Sol. (a) 2, (b) alb, (c) 819, ( 4  O. 

COSU 
25. Deducir la fbrmula 17 de derivacibn utilizando las relaciones (a) cot u = - . Deducir asimib y(b)wtu=-  

sen u tag u 
mo las fórmulas de derivación 18 y 19. 

Hallar las derivadas dyldx o dpldtl en los Problemas 26-45. 

26. y = 3 sen 2x Sol. 6 COS 2x 

27. y = 4 cos )x M. -2 sen i x  

28. y = 4 íag 5x Sol. 20 secn 5% 

29. y = ) cot 8x Sol. -2 cscn 8x 

30. y = 9 sec $x Sol. 3 sec $x tag $x 

31. y = ) csc 4x Sol. y = +sc 4x cot 4% 
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32. y = senx- xcosx + x P  +4x  + 3 Sol. x sen x + 2x + 4 

33. ~ ~ ~ ~ i i - 8  SOL (=OS 0)1(2=e) 

34. y = sen 2/x Sol. (-2 cos 2/x)/xa 

U. y = cos(1 - x 3  Sol. 2x sen (1 - x4) 

36. y = cos (1 - x)l Sol. y = 2(1 - x) sen (1 - x)= 

37. y = stn4 (3x - 2) Sol. 3 sen (6x - 4) 

38. y = sena (2r - 3) Sol. -f {cos (ár - 9) - cos (2x - 3)) 

39. y = f tag x sen 2x Sol. sen 2.v 

-3 sec 28 tag 28 
(sec 2e - I )va 

tag 20 
41. e = Sol. 2 seca28-4~x48 

1 -cot 20 (1 - cot 28)' 

42. y = 9 s e n x  + 2xcosx-2senx Sol. x' COS x 

44. cos 3y = tag 2x 

2sen2x 
Sol. - 

COS y 

Sol. - 2 seca 2x 
3 sen 3y 

cosy-cos(x + Y )  
x sen y + cos (x + Y) 

dlx d"x 46. Si x = A sen kt + B cos kt, siendo A,B,k constantes, demostrar que -, = -k lx  y - = (-1YkMx. 
dt dt* 

47. Demostrar: (a) y" + 4y = O siendo y = 3 sen (2x + 3). (b) y" ' + y" + y' + y = O siendo y = sen x + 2 cos x. 

48. Estudiar las funciones siguientes en el intervalo O I x < 2n: 

( a ) y = h ~ e n 2 x  (c) y - x - 2 s e n x  (e) y = 4 cosax - 3 cos x 
(b) y = cos9x-cosx (d) y = sen x (1 + cos x) 

Sol. (a) Max. en x = n/4,5n/4; min. en x = 344, 7744; P.I. en x = 0,ñ/2, ñ, 342 
(b) Max. en x = O, ñ; min. en x = 4 3 ,  543;  P.I. en x = 32"32', 126"23', 233'37', 327'28' 
(c) Max. en x = 5313; min. en x = 4 3 ;  P.I. en x = O, ñ 

(d) Max. en x = 4 3 ;  min en x = 543;  P.1. en x = 0, ñ, 104"29', 255'31' 
(e) Max. en x = 0, 2n/3,4n/3; min. en x = n/3, n, 5n/3; P.I. en x = 4 2 ,  3~12, n/6, 5~16, 746, 1 lln6 

49. Sabiendo que el Angulo de elevación del sol es de 45" y que va disminuyendo a razón de 4 radianes por hora. hallar la 
velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobre la tierra. Sol. 25 m/h. 

50, Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por 
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye el ángulo de inclinación del hilo con la horizontal cuando la longitud 
de Cste sea de 240 metros. Sol. 1/48 radls. 

51, La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectillnea gira a una velocidad de 4n radianes 
por minuto. Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto más próximo, (b) en 
un punto situado a 4 800 metros del punto más próximo. Sol. (a) 240n m/s, (6) 2 CMh/3 m/s. 

52. Las longitudes de dos lados de un triángulo son 15 y 20 metros. Hallar (a) la velocidad de variación del tercer lado cuando 
el Bngulo formado por los otros dos es de 60" y aumenta a razón de 2" por segundo (b) la velocidad a la que aumenta 
el Brea. Sol. (a) 4 0 9  mjs, (b) $n ma/s. 



Capítulo 13 
Derivada de las funciones trigonom6tricas inversas 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La función inversa de x = sen y es y = arc sen x 
(o bien, sen-lx). El dominio de definición del arc sen x es -1 x 1, es decir, el campo de va- 
riación de y; el campo de variación de arc sen x es el conjunto de los números reales, es decir el 
dominio de la definición de sen y. El dominio de definición y el campo de variación de las restantes 
funciones trigonométricas inversas se establece de forma análoga. 

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes. Con objeto de evitar confusiones de re- 
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco lla- 
mado rama principal. En los gráficos que figuran a continuación la rama principal se representa 
con un trazo más grueso. 

y = arcsenx y = arccos x y - arc Lag x 

Fig. 13-1 

Funci6n Rama Principd 

y = arc sen x -fn 5 y S f n  
y = arc cos x O S y S n  
y = arc tag x -fn < y  < f n  
y = arc cot x O < y < n  
y = arc sec x - n S y < - & n ,  O á y < f n  
y = arc csc x -n < y S -&n, O < y <= &n 

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una función derivable de x; entonces 

d 1 du 20. - (arc sen u) = - - 
dx 6;. dx 

d 1 du 
21. - (arccos u) = - - 

d~ Z/rTul dx 

d 1 du 
22. - (arc tag u) = - 

dx 1 + u2 dx 

d l du 
23. - (arccot u) =- - - 

dr l + u e  & 

d 1 du 
24. - (arc sec u) = - 

dx 

d 
25. - (arc csc u) = - 1 du - 

dx u 4 u l - l  dr 
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Problemas resueltos 

d 
1. Derivar: (a) - (arc sen u) = 

1 du d 1 du 
(b) -- (arc sec u) = 

dr ,/m z9 dr u , m Z  Z '  

(a) Sea y = arc sen u, siendo u una función derivable de x. Tendremos u = sen y y 

4 

d~ 1 du tomamos el signo positivo porque cos y 2 O en el intervalo - +lc 5 y 5 3n. Por tanto, - = 
cix ,/X'Z. 

(b) Sea y = arc sec u, siendo u una función derivable de x. Tendremos u = sec y y 

tomamos el signo positivo porque tag y 2 O en los intervalos O 5 y < +z y -z 5 y < a z .  Por tanto, 

d 1 du - (arc sec u) = -- - 
dr u , / '  a!%' 

Hallar la primera derivada en los problemas 2-9. 

2. y = arc sen ( 2 2  - 3) 

3. y = arc coa z' 

4. y = arc tag 32' 

1 + z  5. f ( z )  = arc cot - 
1 - 2  

2 
6. f ( x )  = x\/- + a' arc sen o 

-1 *& (;)] + arc Y: & ( x )  + 1 - - - 2  = 
1 

y' = x arc c6C- 
2 [: ,/S 

9. y'sen x + y = arc tag x 2yyfscn z + y' cos z 1- y' = 
1 -- 

1 + x B  

y' I 1 - (1 + zt)y' cos z 
l y' cosz y'(2y sen z + 1 )  = - - Y --.- -7 

1 + xt (1 + r a ) ( 2 y  se11 z + 1) 
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10. En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un 
objeto parte de B y se mueve hacia el centro O a una velocidad de 10 metros por 
segundo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando el 
objeto se encuentra en el punto medio de BO. 

Sea x (metros) la distancia de P a B en el instante t; llamando r al radio del 
clrculo, 9 el Angulo OLP y s el arco interceptado por 8, tendremos & 

s = r(28). y 8 = arc tag OP/LO = arc tag(r  - x)/r. 

Cuando x = i r  y dx/dt = 10, aerh &/dt = -16 m/s. 
La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s. 

11. La arista inferior de un cartel de 12 metros de altura, está situado a 6 metros por encima de los ojos 
de un observador. Suponiendo que la visión más favorable se obtiene cuando el hgulo subtendido 
por el cartel y los ojos es máximo, calcular la distancia de la pared a la que se debe situar el ob- 
servador. 

Sea 9 el ángulo subtendido y x la distancia a la pared, De la Fig. 13-3, se dedua tag (8 + +) 
= 18/x, tag 4 = 6/x y 

8 = arc tag 
12.r de 12(-x' + 108) 

x1 + 108 Y dx = x4 + 3óOx1 + 11.664' 
El valor crítico es Fig. u - S  

x = 6 d  = 10,4. El obbervador se debe situar a una distancia de 10,4 m de la pared. 

Problemas propuestos 

12. Deducir las f6rmulas de derivacíbn 21, 22,23 y 25. 

Hallar dyldx en los Problemas 13-20. 

13. y = arc sen 3x 3 2 Sol. 17. y = x 1 a r c ~ 2 / x  Sal. 2x 

1 X X Sol. - xa 14. y = arc cos &x 18. y = -arcaen - 4- qiF=F a Sor. ( d  - 1 3 ~  

15. y = arc tag 3/x 3 x- a  Sol. - - 
x' + 9 19. y =(.-a) 4-+ Barcscn- 

a 
Sol. 2 q G i  

16. y = arc sen (x - 1) 
1 d C 4  1 x 

U). y =  + - arc scc - Sol. 
8 

Qh7 X' 2 2 x 1 d x i 4  

21. En la vertical del centro de un terreno circular de 30 metros de radio se quiere situar un foco de luz a una altura tal 
que la iluminación en el perímetro sea máxima. Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contorno es di- 
rectamente proporcional al coseno del angula de incidencia (ánjpdo entre el rayo luminoso y la vertical) e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia al foco. hallar la altura que debe tener este. 

Ind: Sea x la altura, y la distancia del foco a un punto de la circunferencia exterior y 8 el ángulo de incidencia, 
c0s e Tendremos I = k - = 

kx 
Y' (x' + 9 0 0 ) S l r '  

sol. 1 5 4 3  metros. 

22. Dos barcos parten de un mismo punto A, uno se dirige hacia el Sur a una wiocidad de 15 millas por hora y el otro 
hacia el Este a una velocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo ckspits kwia el Nos. Hallar la velocidad 
de rotación de la línea que los une al cabo de 3 horas de iniciado el movimiento. M. 201193 rad/h. 



Derivada de las Funciones Exponenciales y Logarítmicas 

NUMERO e = lim 1 + - = lim (1 + k)llk 
h++m ( h)' k 4  

(Ver Problema 1 .) 

NOTACION. Si a > O y a # 1, y si u" = x, entonces y = log,, x. 

y = l o g e x = l n x  y = log,, x = log x 

El dominio de definición es x > O; el intervalo de variacihn es el conjunto de los números reales. 

REGLAS DE DERWACION. Si u es una función derivable de x, 

d 1 du d du 
26. - (lo& u) - - lo& e - (a > 0, a # 1) 28. - (au) = au In a -, (a > 0) 

& U &' & & 

d 1 du d du 
27. - (Inu) = - - 

& u dr 
29. diF (eu) = eu - 

ak 

(Ver Problemas 2-1 7.) 

DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una función denvable, y =J(x), es un producto de factores, el 
proceso de derivación se simplifica tomando previamente logaritmos neperianos, o lo que es igual, 
aplicando la fórmula 

d d - (Y)  = Y -& (In Y )  dx 

(Ver Problemas 1 8- 19.) 



DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS [CAP. 14 

Problemas resueltos 

1. Demostrar que: 2 < Iim 
r++W 

Desarrollando por el binomio de Newton, siendo n un número entero positivo, 

= 1  + n ( i )  + n ( ~ ~ l ) ( i ) ' +  a(* 1 - 2 - 3  - - 2)  (+y 
( n - 1 - 2 ) .  

+ " '  + 1 . 2 0 3 .  . .n  

= 1  + 1  + ( l - : ) * &  + ( l - : ) ( l - : ) * &  

+ ... + ( 1  -- ;E -!)...( 1  -+)*A n .  

Evidentemente, para cualquier valor de n # 1. > 2. Tambibn. si en (i) cada diferencia 

. . . se sustituye por un número mayor 1, tendremos 

1 1 1  
2 2' 2 

l e l )  < 3 (puesto que - + - + -y + + 
Por tanto, 2 e 1 + - < 3. ( :)" 

Si n 4 ro tomando valores positivos enteros; tendremos 

d  1  d u  d  1 d u  2. Derivar -(lag. U )  =. - log dz y - lnu = - -. 
dx u d x  u dx 

Sea y = lo& u, siendo u una función derivable de x. Tendremos 

Y  + AY = log. ( u  + Au) 
u+Au - 

Ay = lag. ( u  + Au) - log. u  = 10g.- - lega 
U 

d d du 1 du Asi pues, derivando como funcibn de funcibn - (io& u) = - (lo& u) - = - lo& e - 
dx du ak u dx ' 

d 1 du 
Cuandoa=e ,  l o & e = l o g , e =  1 y - ( Inu)=-- .  

dx u a5 
1  d y = -  d  6 2  3. y = log. (3z2  - 5) log. e - (3%' - 5 )  = - 

d z  32'- 5 d z  3%' - 5 1og. e 



CAP. 141 DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARXTMICAS 

1 8. Y = ln sen 3x y' = -. d cos 3x 
- (sen 3x) = 3 - = 3 cot 3x sen3x ak sen 3x 

d du d du 
10. Deducir ;Ix (au) = au ln a - y - (e3  = eu - 

dr dr dr '  

Sea y = a', siendo u una funci6n derivable de x. Tendremos ln y = u In a, 

d - l d y  = l n a -  du dy du d du 
dz  (ln iv) = i dz - = y l n a-  o - (aY) = a" lna-  dz ' dz dz dz dz 

d du Cuando a = e, ln a = In e = 1. con lo cual - (eY) =eu- . 
d 

dr dr 
11. y = e-HZ Y' = e-%'dz(-&z) - - -Be-%= 

d d 
e" - e-- (e- + e-=)- (e- - e--) - (e- - e--) - + e-=) 

15. y = y' = dz dz 
e" e-" (ear 4- e-")' 

- - (e" + e-=)[a(ee + e-")] - (e" - e - ~ ) [ ~ ( ~ =  - 
(ew+ e--)' 

- a (e'" + 2 + e-'") - (ew - 2 + e"") - 4a 
(e- + e--)' - (e- + e --)' 

16. Hallar y", en la funci6n y = e-' ln x. 

d d -  e-' e-' 
y' = e-'-(ln z )  + ln z - (e ') = - - e-' ln z = - - y dz dz z z 

zb(e-=) e-.-. 
dz (4 dz -%e-+ - e-+ 

y" = - y' = e" - - + e-= ln z = -e-z(2 + 
Z' x' z 5 z' 

17. Hallar y ", en la funci6n y = e-- sen 3x. 

d d 
y' = e-= - (sen 3x) + sen 3x - (e-? = 3e-1' cos 3x - sen 3% = 3e-S' ws 3x - 2y 

dr d* 

d d 
y" = 3e-az - (cos 3x) + 3 cos 3x - (e-'9-2y' 

dx dr 

= -9e-m sen 3x - 6e -" cos 3x - 2(3e -" cos 3x - 2e -- sen 3x) 

= -e-L1(12c0s 3x + 5 sen 3x) 





CAP. 141 DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 7 3 

22. La constante de equilibrio K de una reacción química, varía con la temperatura absoluta T segun la ley 
K = Ko~-l~~*r-rdlr~r, siendo Ko, q y Te constantes. Hallar la variación de K por grado de variacion de T expresando 
el resultado en tantos por ciento. 

I dK d(ln K) El tanto por ciento de la variación de K por grado de variación de T viene dado por - - -  = --- 
K dT d T  

T- T, d(ln K) 4 ToT y dT =---=--- Por tanto In K = In K,  - iq- 2Tz %. 
T8 

23, Estudiar la funcibn de las vibraciones forzadas y = f(f) = e-llif sen h t .  
Y 

(a) Cuando t = O, y = O. La intersección con el eje y es O. . 
Cuando y = 0, sen i n t  = O y t = ..., 3, -1, -), 0, ), 1, 3, ... 

Estos son los puntos de intersección con el eje t. o t 
4 4 u---%---- 

(b) Cuando t = ..., -1, - f ,  1, 3, ..., sen 27t = 1 y y = e-'/a1. -,-_ -p' 1 f m - 
Cuando t = ..., 4, -1, 3, i, ..., sen 27t = -1 y y = 4 1 / t 1 .  . 

La función dada oscila entre las dos curvas y = e-'/af e y = 4 - " r f ,  Fig. 14-4 
siendo tangente a ellas en  los puntos mencionados. 

Y' = f '(1) = e-lla' (2n cos 2nt - f sen 2nr) 

y ' '  =f"(t) = e-l1it {If - 4na) sen Zlrt - Zn cos 2nt) 

Cuando y '  = O, 2n cos 2nt - ) sen 2nt = 0, esto es. tag 2nt - 4n. 
Si t = 6 = 0,237 es el ángulo positivo más pequeao que satisface esta relación, tendremos que I = ..., € - $ 

E - 1, € - l. €, € + 4, € + 1, ... son los valores críticos. 

Paran = O.l,2 ,.... / . ' (E I fn) y f"(E * S) tienen signo contrario y f.'([ * fn) y/'# E * - 
2 ( + 2 ) tienen 

el rnismo sigrio; por tanto, los valores críticos dan lugar. alternativamente. a mAximos y mínimos de la 
función. Estos puntos estan situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas 
y =. e y = -+ 

2n 
(d )  Cuando y" = 0, tag Zlrt = - = 

8x 
k-4nz 1-16n*' 

Si t - q = 0,475 es el menor Angulo positivo que satisface esta relación, tendremos, t = ..., q 1, q - f ,  
7, 7 + 4, 7 + 1, ... son los posibles puntos de inflexi6n. Estos puntos, situados ligeramente a la izquierda de los 
puntos de intersección de la curva con el eje x, son puntos de inflexión. 

24. En la ecuación s = ce-bf sen(kt + O) del movimiento de vibración amortiguado y en la que c. 6, k y O son constantes, 
demostrar que a = -2bv - (kz + bP)s. 

Y = drldt = ce-¿' [-b sen (kr + O) + k cos (kt + O)] 

o = dvldt = ce-M [(b2 - kP) sen (kr + O) - 2bk cos (kt + O)] 
= ce-M [-2b{-b sen (kt + O) + k cos (kt + O)} - (k' + bZ) sen (kt + O)] 
= -2bv - (kP + bP)s 



DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS [CAP. 14 

Problemas provuestos 

Hallar dyldx en los Problemas 25-35. 

B. y = ln (4x - 5) Sol. 4/(4x - 5) 

26. y = In í/- Sol. x/(xn - 3) 

27. y = In 3x6 Sol. 5/x 

31. y m In (ln tag x) Sol. 2/(sen 2.x ln tag x) 

32. y = (In xs)/xn Sol. (2 - 4 In x)/xa 

33. y = ixl(ln x - i )  Sol. x' ln x 

28. y = In (xl + x - l)a Sol. (óx + 3)/(xn + x - 1) 34. y = x (sen In x - cos ln x) Sol. 2 sen in x 

29. y = x - I n x - x  Sol. lnx  

30. y = In (sec x + tag x) Sol. sec x 

36. y = x l n ( 4 + x 3  +4arctag+x-2.x 
Sol. ln (4 + xn) 

36. Hallar la ecuacibn de la tangente a la curva y = In x en uno de sus puntos (x,, yJ. Deducir un prooedimiento para 
trazar la tangente a la curva utilizando la interseccibn con el eje y. 

37. Estudiar la funcibn: y = x1 In x. Sol. Min. en x = l/<e, P.I. en x = l/eall. 

38. Demostrar que el ángulo de interseccibn de las m a s  y = ln (x - 2) e y = x1 - 4x + 3 en el punto (3,O) es D$ = arc tag 113. 

Hallar dyldx en los Problemas 39-46. 

39. y -- e" Sol. 5e" 

40. y = e" Sol. 3x8e* 

41. y = e- * Sol. 3een cos 3x 

42. y = 3-S* Sol. - 2 . ~ * 3 ~ 1 n 3  

43. y = e* cos x Sol. 4" (COS x + sen x) 

44. y = arc sen es Sol. e = / d l - c w  

45. y = taggew Sol. óe- tag e- sccn e- 

46. y = eC Sol, e b + e  

47. Si y = x8ee, demostrar que y"' = (3 + óx + 6)eS. 

48. Si y = e-Ysen 2.x + cos 2x1, demostrar que y" + 4y' + 8y = 0. 

49. Estudiar la funcibn: (a) y = xle*, (b) y = x'e4. 

Sol. (a) Max. en x = 2; min. en x = O; P.I. en x = 2 f 
(6) Max.enx= f l ;min.enx=O;P.I .enx= f l , S l , x =  f0.47. 

SO. Hallar el rectángulo de área máxima que tiene uno de sus vértices sobre la curva y = e4 y uno de sus lados sobre 
el eje x. 
ind: A = b y  = 2xe-*, siendo P(x,y) un vértice del rectángulo sobre la curva. Sol. A = a. 

51. Demostrar que las curvas y = eu e y = eU tos ax son tangentes en los puntos x = h / a  (n = 1.2.3, ...) y que las curvas 
y = e-/a1 e y = eU cos ax son mutuamente perpendiculares en los mismos puntos. 

52. Dada la curva y = xeS, demostrar (a) que el punto (-1, -l/e) es un número relativo, (b) que el punto (-2 -2/e') u 
un punto de inflexibn y (c) que la curva es convexa a la izquierda y &nava a la derecha del punto de inflexibn. 

Hallar dyldx en los Problemas 53-56, aplicando la derivación logaritmica. 

53. y = x" Sol. P(1 + ln x) 55. y = 9 erL. ws 3x Sol. x8 eL cos 3x {2/x + 2 - 3 tag 3x1 

54. y = + S Sol. 2 xCL" ln x 56. y = Y-=' Sol. e-' Y 4  (1/x - 2x ln x) 

d" a 
57. Demostrar (a) - (xe3 = (x + n)@, (b) - (x" -' In x) = 

(u-l)! 
rlx^ & X 



Derivada de las funciones hiperbólicas 

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que u es un número real, 
mientras que no se advierta otra cosa: 

eP-e-u 
senh u = 

2 

eu + e-" 
cosh u = 

2 

senhu ea-e-u - tagh u = - - 
cosh u e" + e-' 

1 - coth u = - - ( U Z O )  taghu @-e-" 

1 L sech u = --- = 
coshu eY + e-Y 

- L 
csch U = L - - 

senh u el-e-' 9 (u # 0) 

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x, 

d du 
31. - (senhu) = cosh u - 

dx & 

d du d du 32. - (cosh u) = senh u - 
dx dr & dr 

35. - (sech u) = - sech u tagh u - 

d clu d du 
33. - (tagh u) = secht u - 

dr dr dr d* 
36. -(ctchu) = - m h u c o t h u -  

Ver Problemas 1-12. 

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS. 

u + l  senh-l u = ln (u + d-)* para todos los valores de u coth-l u = 4 ln - (u2 > 1) 
u-  1 ' 

sech -l u = ln 
1 +i- 

y ( O < u 5  1) 
U 

(Unicamente figuran los valores principales de wsh-'x y sech-'x.) 

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x, 

d 1 du 
37. - (senh--' i r )  = -- 

dz ,/= dz 

Ver Problemas 13-19. 



DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Problemas resueltos 

1. Demostrar: coshL U - senh2 u = 1. 

d du 
2. Derivar: - (senh u) = cosh u - siendo u una función derivable de x. 

dx dx ' 
d d en - e-" - - (senhuj = - du e u + e - u  dU = COShU- 
dz dz ( 2 1 -  2 dz dz 

du Hallar - en los Problemas 3-12. 
dx 

3. y = senh 3x d~ d - = cosh .3~  - (3x) = 3 cosh 3x 
dr dx 

dy d 4. y = cosh +x - = senh 3x - ( i x )  = 3 senh i x  
dx dx 

5. y - tagh (1 + xe) 

1 
6. y = coth - 

X 

7. y = x sech xe dy d d - = x - (sech xz) + sech xa - (x) 
dx dx dx 

= x(- sech xs tagh x32x + sech xa 

= -ha sech xa tagh xa + sech xP 

dy - = 2 csch (xa + 1) & [csch (xa + l ) ]  
dx 

= 2 csch (xa + 1)[- csch (xa + 1) coth (xa + 1) 2x1 

= 4 x  cschz (xa + 1) coth (xe + 1) 

9. y = senh 2x - +x d~ - = f(cosh 242 - & = &osh 2x - 1) = senhz x 
dx 

dy - - -  
1 

(2 sechg 2x) = 
2 

10. y = In tagh 2x = 4 csch 4x 
dx ~.igh 2x senh 2x cosh 2x 

X 
11. Hallar las coordenadas del punto mínimo de la catenaria y = a cosh -. 

a 

e f l m  - e-+la 
Cuando f '(x) = 

2 
= O, x = O; f "(O) > O. El punto (O, a) es el mínimo. 



CAP. 151 DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

12. Hallar los puntos de inflexión de las funciones (a) y = senh x, (b) y = cosh x, (c) y = tagh x. 

(a) /'(x) = cosh X, /"(x) = senh x, y /"'(x) = cosh x. 

f"(x) = senh x = O, cuando x = O ; f"'(0) # 0. El punto (O, O) es un punto de inflexión. 

(b) /'(x) = senh x, f "(x) = cosh x f O para todos los valores de x. No tiene punto de inflexión. 

senh x 
(c) /'(x) = sechm x,f"(x) = -2 secha x tagh x = -2 

4senhax-2 
coshS x .Yf"'(x)= cosh4x . 

f"(x) = O cuando x = O; f"'(0) # O. El punto (O, O) es un punto de inflexión. 

13. Deducir: (a) senh-lx = In (x + d m ) ,  
1 

(b) sech-'x = cosh -' - = In 
X l + - * o < X s l .  X 

(a) Seasenh-'x = y ;  tendremosx=senhy =+(e~-e -~ )oseae~-2xe ' - l  = O .  

Despejando e#: eu = x + 2/-, puesto que eu > O. Por tanto, y = In (x + 1/-). 

1 
(6) Sea sech-' x = y; tendremos x - sech y = - 1 

cosh y = - ,e y = cosh -' ( ) = r c h  -l x. 
cosh y ' x 

También. x = sech y = 
2 

oe2Vx-2ev+ x = O .  
e"+  e* 

Despejando eu: eu = l + -, cuando y 2 O. Por tanto, y = In 
X '+-,O<x<l. X 

d 
14. Deducir: - (senh -' u) = 

1 du 
dx 2/= x' 

Sea y = senh-l u. siendo u una función derivable de x. Tendremos senh y = u. 

Hallar dyldx en los Problemas 15-19. 

17. y = 2 tagh-' (tan Jx) 

1 18. y = coth-'- 
2 

19. y = sech-' (cos z)  

seca Qz = 2 1 - tag2 $x sec'tz + = 1 - tag2 i x  = sec 3: 

dw - - -1 d sen x 
7 -(cosx) = = sec z 

dz cosz flCGG eos z diGiiG 



DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Problemas propuestos 
20. (a) Representar las funciones y = e" e y = - e - '  y promediar las orde- 

nadas de las dos curvas para todos los vaIores de x con objeto de ob- 
tener puntos de la funci6n y = senh x. Trazar esta curva. 

(b) Representar la funci6n y = cosh x aplicando (a) a las funciones 
y = e s e y = e * .  

21. Dada la hipérbola x9 -y9 = 1. demostrar: (a) que el punto P(wsh u, 
senh u) es un punto de la hipérbola, (b) que la tangente en A corta a la 
recta OP en el punto T(1, tagh u). (Ver Fig. 15-1 .) 

22. Demostrar: (a) senh (x + y) = senh x wsh y + cosh x senh y 

(b) cosh (x + y) = wsh x wsh y + senh x senh y 

(e) senh 2x = 2 senh x cosh x 

(d)  cosh 2r = wsh9x + senh9x = 2 cosha x - 1 
= 2senhax + 1 

2 tagh x 
(e) tagh 2x = 

1 + tagh'x 

Hallar dyldx en los Problemas 23-28. 

23. y = senh t x  Sol. f cosh f x 

24. y=cosh93x Sol. 3 senh 6x 

25. y = t a g h h  Sol. 2 sech9 2x 

26. y = In cosh x Sol. tagh x 

[CAP. 15 

Fig. 15-1 

27. y = arc tag senh x Sol. sech x 

28. y = lnd- Sol. 2 csch 4x 

X 1 
29. Demostrar: (a) Si y = a cosh -, se verifica y" = - q m .  a a 

(b) Si y = A cosh bx + B senh bx, siendo b,A,B constante, se verifica y" = b9y. 

30. Demostrar: (a) cosh-' u = In (u + 2 / Z i ) ,  u 2 1. 

(b) tagh-'u = +ln- u 9 < l .  
1-u' 

31. (a) Representar la curva y = senh-'x, trazando la simetrica de la funci6n y = senh x con respecto a la bisectriz del 
primer cuadrante. 

(b) Representar la rama principal de la función y = wsh-'x trazando la simktrica de la mitad derecha de la función 
y cosh x con respecto a la bisectriz del primer cuadrante. 

32. Deducir las f6rmulas de derivación 32-36 y 38-40,42. 

Hallar dyldx en los Problemas 33-36. 

33. y=senh- '+x Sol. lid-4 

34. y = cosh-'(l/x) So¡. - l /xvm 

35. y = tagh -' (sen x) Sol. sec x 

36. x = a sech-' Qla) - d m  Sol. - y l d ? = p  



Capítulo 16 
Representación de curvas en forma paramétrica 

ECUACIONES PARAMETRICAS. Las coordenadas (x, y) de un punto P de una curva pueden ser 
funciones, x = f(u), y = g(u), de una tercera variable o parámetro u; las ecuaciones x = f(u) 
y = g(u) reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la curva dada. 
Ejemplo: 
(a) x = cos e, y = 4 sena 8 son las ecuaciones parambtricas, siendo el parámetro 8, de la parabola 4x1 + y = 4, 

ya que, 4%' + y = 4 cosa 8 + 4 sena 8 = 4. 

(6) x = bt, y = 4 - t8 es otra representacibn param6tric.a dc la curva, en la que el parametro es t. 

Fig. 16-1 
(a) 

Obsérvese, sin embargo, que el primer sistema de ecuaciones parambtricas solo representa una porción de la 
curva, mientras que el segundo representa la totalidad de ella. 

dy dy dyldu LA PRIMERA DERIVADA - viene dada por - = ------- dx dx dxldu ' 

LA SEGUNDA DERIVADA viene dada por - 

Problemas resueltos 

dy d3v 1. Hallar d; y -, siendo x = 8 - sen 8, y = I - cos 8. 
dr ' 

dx d~ dy - djlld0 - sen 0 
- = l - c o s e ,  -=seno ,  y ---- 
de de dx &/de 1 - cos e 

d8 cos 8-  1 1 - - - 1 
(1 - cos 8)" 



80 REPRESENTACION DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICA [CAP. 16 

d~ d2y Hallar - y --, siendo x = el cos t, y = e' sen t. 
dx dxa 

dr d~ dy dyldt - sen t + cos t 
- = ef(cos t - sen t), - = e1(sen t + cos t). - = -- - 
dt dt dx dxldt cos t -sen t 

sen t + cos t dx - 2 -._- 1 - - 2 
cos t - x n  t ) X - (cos t - sen t)' r1(cos t - sen t) rf(cos t - wn t)' 

3. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x = 6, y = t - 1 1 6  en el punto para t = 4. 

Para t = 4: x = 2, y = 712, y m = dyldx = 1714. 

La ecuación de la tangente es (y - 712) = (17/4)(x - 2) o sea 17x - 4y = 20. 

4. La posición de una partícula que se mueve a lo largo de una curva viene 
dada. en función del tiempo t, por las ecuaciones paramétricas 
x = 2 - 3 cos t, y = 3 + 2 sen t, en donde x se expresa en metros y t en 
segundos. Hallar la variación en la unidad de tiempo y el cambio de direc- 
ción (a) de la abscisa en el instante t = 9213, (b) de la ordenada en el ins- 
tante t = 5~13,  (c) del ángulo 8 de inclinación de la tangente en el instante 
: = 243. 

dxldt = 3 sen t, dyW = 2 cos t, tag 8 = dyjdx = Q cot r 

(b) Cuando t = 5x13, dyldt = 2(i) = 1. La ordenada aumenta a razón 
de 1 m/seg. 

(a) Cuando t = n/3, dxldt = 3 0 1 2 .  La abscisa aumenta a razón de 
3 0 1 2  mjseg. O 

Fig. 16-2 

x 

d8 -6 cscz t 
(c) 8 = arc tag ( 3  cot t), y - = 

do Para t = 2n/3, - = 
- 6 ( 2 / 0 ) '  = - - 

dt 9 + 4 c 0 t z t '  
24 El ángulo de in- 

dt 9 + 4(-1/ c 3 ) '  31 ' 
clinación de la tangente disminuye a razón de 24/31 radianes/segundo. 

Problemas propuestos 
Hallar dyldx y d2y/dx2 en los Problemas 6-9. 

5. x = 2 + t , y = 1 + t P  Sol. dyldx = 2t, dPy/dxa = 2 

7. x = 2 sen t. J = cos 2t Sol. dyldx = -2 sen t, dV/dxP = -1 

8. x = cos3 8, y = sena 8 Sol. dy/dx = -tag 8, dZy/dx8 = 1/(3 cos4 8 sen 8) 

9. x = a(cos 4 + 4 sen q5), y = a(sen 4 - 4 cos 4 )  Sol. dyldx = tag $, dsy/drs = I/(a$ cos3 4 )  

10. Hallar la pendiente de la tangente a la curva x = e-l cos 2t, y = e+?'sen t en el punto t = 0. Sol. -2. 

11. Hallar las coordenadas cartesianas del punto de mayor ordenada de la curva x = 961, y = 96t - 16t'. Ind: Calcular t 
para que y sea máximo. Sol. (288, 144). 

12. Hallar la ecuación de la tangente y de la normal a la curva (a) x = 3ei, y = 5e4 en el punto t = O, (b) x = a cosP 8 
Y = a sen4 8 en 9 = i x .  
Sol. (a) 5x + 3y-30 = 0, 3x-5y + 16 =O; (b) 2x + 2y- a = O ,  x- y  = 0. 

13. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x = a cosS t, y = a sena t en un punto P(x, y). Demostrar que la longitud, 
del segmento de tangente interceptado por los ejes coordenadas es igual a a. 
Sol. x sen t + y cos t = &a sen 2r. 

14. Dada la curva x = tL - 1, y = t3 - t. determinar los puntos en los cuales la tangente es (a) horizontal y (b) vertical. 
Demostrar que en los puntos en que la curva se corta consigo mismo, las dos tangentes son mutuamente perpendiculares. 
Sol. (a) t = * 0 / 3 ,  (6) t = 0. 



Capítulo 17 
Curvatura 

DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO. Sea y = f(x) una función cuya primera derivada es una 
función continua. Sean A (ver Fig. 17-1) un punto fijo de la curva, s la longitud del arco compren- 
dido entre A y otro punto cualquiera de ella P (x, y), Q(x + Ax, y + Ay) un punto de la curva 
muy próximo al anterior y As la longitud del arco comprendido entre P y Q; la variación de la 
longitud del arco s (= AP) por unidad de variación de x y de y vienen expresadas, respectiva- 
mente, por 

ds AS ds - AS = l i m - = k  1 +  - - lim -- = k dz A t d ~ A x  dTp &¡ A ~ - + O A U  

El signo, más o menos de la primera fórmula corresponde a los casos en que s aumenta o disminuye 
al aumentar x y en la segunda fórmula, según que s aumente o disminuya al aumentar y. 

Cuando la función se defina por sus ecuaciones paramétricas, x = f(u), y = g(Ú), la variación 
ds 

de S con respecto a u viene dada por d; = + vm El signo miir o menos a tomar. 

según que s aumente o disminuya al aumentar u, 

Para evitar la repetición del doble signo supondremos en lo sucesivo que sobre cada arco consi- 
derado se ha elegido un sentido tal que la derivada de la longitud de arco sea positiva. 

(Ver Problemas 1-5.) 

Fig. 17-1 NE. 17-2 

CURVATURA. La curvatura K de una curva y = f(x) en un punto P de ella es igual a la variación del 
ángulo de inclinación r de la tangente en P por unidad de longitud de arco s. Es decir, 
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De la primera de estas fórmulas se deduce que K es positiva cuando P está sobre un arco cóncavo 
y negativa cuando pertenezca a un arco convexo. 

No es extraño encontrar en otros textos el valor de K definido de manera que siempre resulte 
positivo, esto es, como el valor absoluto de la fórmula anterior. Por esta razón, en las soluciones 
de los problemas no tendremos en cuenta el signo de K. 

EL RADIO DE CURVATURA R de un punto P de una curva viene dado por R = (l/KI siempre que 
K # O. 

EL CIRCULO OSCULADOR o de curvatura de una curva en un punto P 
es el círculo de radio R situado en la región cóncava de la curva y tan- 
gente a ella en P. 

Para construir el círculo osculador se procede como sigue: se traza 
la normal en el punto P hacia región cóncava de la curva y, sobre 
ella, se lleva una distancia P C  = R. El punto C es el centro del circulo 
buscah. 

J 
Fig. 1 7 3  

EL CENTRO DE CURVATURA. Correspondiente a un punto P(x, y) de una curva es el centro C del 
círculo osculador en P. Las coordenadas (a, B) del centro de curvatura vienen dadas por 

-[l. ($71 
o bien, a = x + d y  

, B = Y -  
d2x d2x 

LA EVOLUTA de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma. 

(Ver Problemas 6-13.) 

Problemas resueltos 

l. Derivar: ($la = 1 + (2)'. 
Sea s (ver Fig. 17-1) la longitud de arco de un punto fijo P a otro variable P(x, y) de una curva y =f(x) cuya 

derivada es continua. Sea As la longitud de arco desde P hasta otro punto muy prbximo Q(x + Ax, y + Ay) y PQ la 
longitud de la cuerda que une P y Q. 

A s  A s  
Tendremos - = -- - , y, como = (AxY + (Ay)2, resulta Ax PQ Ax 

As 
Cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, Ax + O, Ay + O y - = PQ + l .  (Para demostrar esto 

PQ cuerdaPQ 
último, ver Capitulo 41. Problema 22.) Por tanto, 

--- -- . 
ds 

2. Hallar - en el punto P(x, y) de la parábola y = 3xs. - 
lix 
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ds & 3. Hallar - y - en el punto P(x, y) de la elipse x Z + 4y2 = 8. 
dy 

dv z ( a )  - = --; 1 +  zx+ 16yx - 32 -32' 
dz 4Y 16ya - 32 - 42' Y dz 32 - 42' 

ds 
4. Hallar - en el punto P(8) de la curva x = sec 8, y = tag 8. 

de 

5. Las coordenadas ( x ,  y), metros de un m6vil P, vienen dadas por x = cos t - 1 ,  
y = 2 sen t + 1, en donde t es el tiempo en segundos. Hallar la velocidad de P a lo 
largo de la curva en el instante (a) t = 5n/6, (b) t = 5 4 3  y (c)  la velocidad mhxima 
y minima de P. 

(a) Para t = 5 ~ 1 6 ,  dsldr = 1/- = f l 1 2  mis. 

(b) Para r = 5 4 3 ,  dsldt = 1/-) = f i /2  M/S. 

ds dS -3 cos t sen t 
(e) Sea S = - = 1/ 1 + 3 cos9.  Tendremos - = --- 

dt di S 

Resolviendo dS/dt = O obtenemos los valores criticos 1 = 0,n/2,  n, 3n/2. 

Para t = O y n, la velocidad dsldt = = 2 m/seg es mixima. 

Para t = n /2  y 31~12, la velocidad dsldt = 1/-) = 1 m/s. 
es mínima 

6. Hallar la curvatura de la parábola y2 = 1Zr en los puntos (a)  (3,6),  (b) (a, -3). (c)  (O, 0). 

dy (a) En (3,6): - = 1, 1 + 1 -116 - fi 6 ,  y K = -  -- 
dz 2 5 / z  24 a 

d~ dx Y d ax  1 
(c) En (O, O),  - no está definida. Pero - = - = 0, 1 + = l  - = -  Y K = - ~ ,  

dx  d~ 6 (S)' ' W  6 '  

Y 
7. Hallar la curvatura de la cicloide cuyas ecuaciones param6tricas son 

x = 8 - sen 8, y = 1 - cos 8, en el punto de mayor ordenada -más 
alto- de un arco. 

Hallemos el punto de mayor ordenada en el intervalo O < x < h: 2 
dy/d8 = sen 8. con lo que el valor crítico en dicho intervalo es x = n.  0-0 = 0 O e r 

- 
Como day/dOa = cos 8 < O cuando 8 = n es un máximo relativo y, por 
tanto, el mhs alto de la curva en el intervalo. Ag. 17-5 

Para calcular la curvetura, 

sen 8 - 1 
- dz = 1 - cose,  - d y = s e n ~ ,  - dy - - -- 
de de d z  1 - tos  e ' 

Para 8 = n, dyldr = 0 ,  day/dx8 = -114, y K = -114. 
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8. Hallar la curvatura de la cisoide ys(2 - x) = xs en el punto (1'1). 

Derivando la ecuación dada, implícitamente, con respecto a x, tendremos 

(o) -y1 + (2 - x)2yy' = 3x' y 

(6) -2yy' + (2 - X)ZYY" + (2 - ~)2(j') '  - 2yy' = 6~ 

De (o), para x = y  = 1, -1 + 2yr=  3 e y' = 2. 

De (b), para x = Y = 1 e y' = 2, -4 + 2y" + 8 - 4 = 6 e y" = 3 

Por tanto K = 3/(1 + 4)311 = 3 0 1 2 5 .  

9. Hallar el punto de mlixima curvatura de la curva y = ln x. Fig. 17-6 

dK -- 2.r'- 1 
y el valor critico es x = 1 1 0 .  El punto pedido es ( 1 1 0 ,  -) In 2). 

dx (1 + xa)5/s 

10. Determinar el centro de curvatura C de la curva y = f(x) en uno de sus puntos P(x, y) en el cual y' + 0. 
(Ver Fig. 17-3.) 

El centro de curvatura Cía, 8) está situado: (1) en la normal en P y (2) a una distancia R de P sobre la región cbn- 
cava de la curva. En consecuencia, 

De (1). u - x = -y'@ - y); sustituyendo en (Z), 

[l + (r')'IS y p -y = * 
(8 - .Y)~ [l + (Y')'] = 

(,,,,), 

1 + (Y')' 
Y" 

Para determinar el signo, observemos que cuando la curva es cóncava, y" > O y, como C debe estar por encima de P. 
- v > O. Por tanto, el signo es positivo en este caso. (Se deja para el alumno la demostración de que el signo es + 

cuando y" < O.) Asi pues: 

11. Hallar la ecuación del círculo de curvatura de 2xy + x + y = 4 en el punto (1, 1). 

2y + b y '  + 1 + y' = O; en (1,l). y' = -1. De donde 1 +(y')' = 2. 

4y' + h y "  + y" = O; en (1, 1). y" = 413. 

La ecuación pedida es (x -a)= + (Y = R' O (X - 512)' + Cy - 5/2)* = 912, 

12. Hallar la ecuación de la evoluta de la paraibola y' = 12x. 

u = x -  
m (1 + 3/x) 

= x +  
2 6 ( x  + 3) 

6 
= 3 2 + 6  

-fi/228" 

1 + 36/ya B = y+-- = y -  d + 3 6 l /  - -3- 
-36/y8 36 - 36 

Las ecuaciones a - 3x + 6, /l = -y1/36 se pueden considerar como las ecuacio- 
nes paramktricas de la evoluta, estando ligados los parametros x e y por medio de la 
ecuación de la parhbola. En este caso, la eliminación de los iarametros es sencilla. 
Despejando, x = (a - 6113, y = -m y sustituyendo en la ecuacibn de la paraibola, 
tendremos : 



CAP. 171 CURVATURA 

13. Hallar la ecuación de la evoluta de la curva x = cose + 8 sen 8, 
y =. sen 8 - 8 cos 8. 

a = x -  
tag 8 sec2 8 
(seca 8)/8 

= x-Osen8 = cose 

a = cos 8, B = sen 8 son las ecuaciones paramétricas de la evoluta 

Problemas propuestos 
Hallar la derivada de la longitud de arco en los Problemas 14-19. 

14. xa + ya = 25 Sol. dsjdx = 5/1/=, dsldy = 5/d5--y' 

15. yP = x 3  SO!. ds/dx = 4 4 4 ~ ~  ds/dy = d w / 3 y 1 / 3  
16, x81a + ~ 2 1 3  = a a ~ 3  Sol. dsldx = ( a / ~ ) ~ / ~ ,  dsldy = ( a / ~ ) ~ / ~  

17. 6xy = 9 + 3 Sol. dsldx = (x4 + 1)/2xa 

18. 27ay2 = 4(x - a)= Sol. dsldx = 4 (x + 2a)/3a 

19. y - U cosn xla JOI, d f / u ~  = wsn &IR 
20. Dada la curva x =/(u),  y = g(u), deducir (ds/du)* = (dx/du)l + (dy/du)l. 

Hallar dsldr en los Problemas 21-24. 

21. x = r P ,  y = r3  Sol. t1/- 23. x = 2 cos 1, y = 3 sen r 
22. x = cos 1, y = sen t Sol. 1 24. x = cos3 t. y = sen3 I 

25. Siendo dyldx = tag t. demostrar que dxlds = cos t. dylds = sen t. 

26. Siendo T = arc tag 
d t  d t  dx (g) demostrar que K = - = - - = Y" 
ds dx ds (1 + 

27. Hallar la curvatura de las curvas dadas en los puntos indicados. 

(a) y = xJ/3 en x = O, x = 1, x = -2 Sol. O, a / 2 , 4 - \ / 1 7 / 2 8 9  

(b) xa = 4ay en x = O, x = 2a 
1 fi Sol. - - 

2a ' 8a 

(c) y =senx en x = O ,  x = i n  Sol. O, -1 

(d) y = e-"' en x =O Sol. -2 

Sol. d4+t 
SOI. 4 sen 2r 

28. Demostrar que (a) la curvatura de una recta es cero y (b) la curvatura de un círculo es el recíproco de su radio. 

29. Hallar los puntos de mixirna curvatura de las funciones (a) y = e', (b) y = x3/3. Sol. (a) x = 4 In & (b) x = 1 / m .  

30. En un cierto sistema de coordenadas, un tramo de vía fdrrea consta de una parte sobre el eje x negativo hasta el ori- 
gen 0, despues pasa por el punto A(1, )) a través de la curva de transición y = 4x4 y, finalmente, sigue a lo largo de 
un arco del circulo 144xa + 144y2 - 96x - 264y + 9 = O. Demostrar que (a) la curva de transición es tangente al 
tramo recto y al circular en los puntos de unión y (b) la curvatura de la curva de transición es cero en O e igual al reci- 
proco del radio del tramo circular en el punto A. 

31. Hallar el radio de curvatura de (a) x 3  + xy2 - 6y2 = O en (3, 3), (6) x = a sech-ly/a - d m  en (x, y), (c) x = 242 tag 8, 
y = a taga 8, (d)  x = a cos4 8, y = a sen4 8. 
Sol. (a) S 45, (b) ad-ll y l ,  (c) 2a Isec3 8 1 ,  ( d )  2a (seno 8 + cos4 

32. Hallar el centro de curvatura (a) en el Problema 31 (a), (b) de la función y = sen x en un máximo. 
Sol. (a) C(-7, 8), (b) C ( i n ,  O). 

33. Hallar la ecuación del circulo osculador de la parábola y2 = 12x en los puntos (O, O) y (3,6). 
Sol. (X  - 6)" y2 = 36, (X - lS)a + ( y  + 6)0 = 288 

34. Hallar la ecuación de la evoluta de 
(a) bax* + aays = a2b2, (b) x2I3 + y0I3 = a2/3, (e) x = 2 cos r + cos 21, y = 2 sen t + sen 21. 
Sol. (a) ( ~ a ) ~ l ~  + (b,9)2/ = (aa - b2)OI (b) (a + 8)213 + (a - 8)2/3 = h2l3 

(c) a = +(2 cos r - cos 2r), #l = 3(2 sen r - sen 21) 



Capítulo 18 
Vectores en el plano 

ESCALARES Y VECTORES. Las magnitudes, tales como el tiempo, la temperatura, etc., que se de- 
terminan únicamente mediante un número, reciben el nombre de escalares. En consecuencia, las 
magnitudes escalares obedecen a las leyes del álgebra ordinaria; por ejemplo, 5 seg. + 3 seg. = 8 seg. 

Sin embargo, existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleración, el ímpetu, 
etcétera, que, para su determinación, exigen el conocimiento de un módulo, una dirección y un 
sentido; se denominan magnitudes vectoriales. Cualquier magnitud vectorial es susceptible de re- 
presentarse geométricamente mediante un vector o segmento dirigido quedando definida su direc- 
ción por el ángulo que dicho segmento forma con una recta del plano y, dentro de ella, su sentido, 
por el lugar que señala la flecha, y su módulo por la longitud del segmento respecto de la unidad 
de medida elegida. Las magnitudes escalares se representan por letras, a, b, c, . . ., en forma ordi- 
naria, mientras que las vectoriales se indican con letras en negrilla, a ,  b, c, . ..., o bien, en la forma 
OP [ver Fig. 18-l(a)]. El módulo de un vector, a o OP, se representa por la1 o por JOP(, respecti- 
vamente. 

( b )  (4 
Fig. 18-1 

Dos vectores, a y b, son equiyolentes, a = b, cuando tienen el mismo módulo, dirección y sen- 
tido. Dos vectores de igual módulo y dirección, pero de sentido contrario, a y -a, reciben el nombre 
de opuestos. Más general, si a es un vector y k un escalar positivo, ka es un vector de igual direc- 
ción y sentido que a pero cuyo módulo es k veces el de a ;  si k es negativo, se trata de un vector 
de igual dirección que a, de módulo igual a k veces el de a y de sentido opuesto al de a. 

Un vector, mientras no se advierta lo contrario, carece de una posición fija en el plano, de ma- 
nera que se puede trasladar o desplazar paralelamente a sí mismo. En particular, si a y b son dos 
vectores [Fig. 18-l(b)], podremos trasladarlos paralelamente a si mismos hasta conseguir que tengan 
un mismo punto inicial P u origen común [ver Fig. 18-l(c)] o bien que el extremo de a coincida 
con el origen de b [Fig. 18-l(d)]. 

SUMA Y DIFERENCIA DE DOS VECTORES. Sean a y b los vectores de la Fig. 18-l(b); su suma 
o rwultante, a 1- b se halla de una de las maneras sig~ientes: 

(i) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-l(c) y completando el paralelogramo 
PAQB de la Fig. 18?2(e). El vector suma es PQ. 

(ii) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-l(d) y completando el triángulo PAB 
de la Fig. 18-20.  En estc caso, el vector suma es PB. 
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Se deduce, pues, Fig. 18-2(f), que con la suma de tres vectores se puede formar un triángulo 
siempre que uno de ellos sea igual u opuesto a la suma de los otros dos. 

Sean a y b los vectores de la Fig. 18-l(b); para hallar su diferencia, se procede de una de las 
formas siguientes : 

(iii) Sumando al minuendo el opuesto al sustraendo: a - b = a + (-b), ver Fig. 18-2(g). 

(iv) Trazando los vectores como en la Fig. 18-l(c) y completando el trihngulo. En Ia Fig. 18-2(h), 
el vector BA = a - b. 

Sean a, b, c tres vectores y k un escalar; se verifica: 

1. a + b = b + a  (Propiedad conmutativa) 
2. a + ( b + c ) = ( a + b ) + c  (Propiedad asociativa) 
3. k(a + b) = ka + kb (Propiedad distributiva) 

(Ver Problemas 1-4.) 

COMPONENTES DE UN VECTOR. Sea a = PQ, Fig. 18-3(i), un vector y P M  y PN dos rectas cuales- 
quiera que pasan por P. Trazando el paralelogramo PAQB, tendremos, 

De esta manera, el vector a se ha descompuesto según las direcciones PM y PN, siendo PA y PB las 
componentes de a según dichas direcciones PM y PN. 

Consideremos ahora un vector a en un sistema cartesiano de coordenadas [Fig. 18-3(j)], siendo 
iguales la unidad de medida sobre los ejes x e y. Los vectores i definido por los puntos (0,O) -origen- 
y (1, O) -extremo- y j por los puntos (O, O) y (O, l), cuyos sentidos son los positivos de los ejes, 
reciben el nombre de vectores unitarios, del sistema, y sus móduIos son la unidad. 

Trazando desde el origen P y desde el extremo Q de a las pcrperidiculares a los ejes x e y y lla- 
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mando M, N. $ y T los respectivos puntos de interseccián, tendremos MN = a,i, siendo al positivo 
y ST = a,j, siendo a, negativo. Así, pues, 

Los vectores al¡ y a,j reciben el nombre de componentes vector' les de a en las direcciones indicadas 
y a, y a, el de componentes escalares, cotnponente x y component 6" y, o, simplemente, componentes de a. 

Si la dirección de a  se define por medio del ángulo 8, siendo 0 ( 8 2n, medido en el sentido 
contrario al de las agujas del reloj desde el eje x positivo hasta el vector, 

-- 
la1 = d a :  + a: 
tag 8 = a,/al 

el cuadrante de 8 viene determinado por 

a, = (a ( cos 8, a, = la/ sen 0 

Si a  = a,¡ + a,j y b  = b,i + b,j, tendremos 

4. a = b  si y solo si a, = b1 y a, = b2 6. a + b = ( a l + b l ) i + ( a 2  f be)j 

5. ka = kali + ka,j 7. a - b = (a, - b,)i + (a, - b,)j 
(Ver Problema 5.) 

PRODUCTO ESCALAR. El producto escalar de dos vectores a y b se de- 
fine por 

a .  b = (a( lb/ cose ( 4 )  

siendo 6 e( menor de los ángulos formado por dichos vectores con el 
mismo origen (ver Fig. 18-4). 

De (4) se deduce 

8. a - b = b - a  (Propiedad conmutativa) 
9. asa= (a]  l a ( =  /ale o l a / =  Fig. 18-4 

10. a b = O si (i) a = O, o (ii) b = O, o (iii) a es perpendicular a b 
11. i * i  = j - j  = 1 ; i - j  = O  
12. a  b  = (ali + a,j) (b,i + baj) = albl + a,b2 
13. a * ( b  + c )  = a * b  + a * c  (Propiedad distribu tiva) 
14. (a + b) . (c+  d ) = a . c  + a * d  + b . c  + b - d  

PROYECCIONES ESCALAR Y VECTORIAL. En la ecuacián ( I ) ,  el 
escalar a, se denomina proyección escalar de a sobre un vector de direc- 
ción la del eje x,  mientras que a,i es la proyección vectorial sobre la 
misma dirección. 

b 
En el Problema 7 se calcula la proyección escalar a *-- l b (  Y la Pro- 

yección vertical de un vector a sobre otro b. (Obsérvese Fig. 18-5 

b  que si la dirección de b  es la del eje x, - ,bl = i-) 
1 1  

En estas condiciones, 

15. a b = producto del módulo de a por la proyección escalar de b sobre a 
= producto del módulo de b  por la proyección escalar de a sobre b. (Ver Fig. 18-5.) 

(Ver Problemas 8-9.) 
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DERIVADA DE UN VECTOR. Sea la cuiva representada 
en la Fig. 18-6 dada por sus ecuaciones paramétricas IY / 

x =f(u), Y = g(u) 
El vector 

r = xi + yj = if(u) + jg(u) 

que una el origen con el punto P(x, y) de la curva, 
recibe el nombre de vector de posicibn o radio vector 
de P. En lo sucesivo, los vectores de posición los re- 
presentamos por la letra r, es decir, a = 3i + 4j, repre- 
senta un vector «libre», mientras que r = 3i + 4j es 
el vector que une el origen con el punto P(3,4). 

Fil. 18-6 
La derivada de r con respecto a u es 

Llamando s a la longitud de arco medido desde un punto fijo Po de la curva de manera que s 
aumenta con u y t es el ángulo que drldu forma con el eje x positivo, 

t a g t =  -= dyldu - dy = pendiente de la tangente a la curva en P 
dxldu dx 

El módulo del vector drldu es 

y su dirección y sentido, los de la tangente en P. Este vector se suele representar con su origen en 
el punto P. 

Si ahora suponemos que la variable escalar u es la 
longitud de arco s (5), tendremos: 

dr dx . dy t--- = 
ds 

-1 + --j 
ds ds (6) 

estando determinada la dirección y el sentido de t 
por t, mientras que su módulo viene dado por 
d(dx/ds)$ + (dy/ds)= = 1. Es decir, t = ddds es el 
vector tangente unitario a la curva en P. P 

Como t es un vector unitario, t y dtlds son perpen- O 

diculares (ver Problema 11). Representando por un 
vector unitario aplicado en P, cuya dirección y sentido w. 18-7 

sean las de dtlds, cuando P se mueve a lo largo de la 
curva (Fig. 18-7) el módulo de t permanece constante; por tanto, dtlds indica la variación de la in- 
clinación de t. Así, pues, el módulo de dtlds en P es igual al valor numérico de la curvatura en P, 
es decir, Idtldsl = 1 KJ y 

(Ver Problemas 10-1 3.) 
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Problemas resueltos 
1. Demostrar: a +  b =  b + a  

De la Fig. 18-8, a + b = PQ = b + a 

2. Demostrar: (a + b) + c = a + (b + c) 

De la Fig. 18-9, PC = PB + BC = (a + b) + c. Tambikn, PC = PA + AC = a + (b + c) 

Fig. 18-8 Fig. 18-9 

3. Sean a, b. c tres vectores con su origen en P y sus extremos, A, B, C. alineados, como indica la Fig. 18-10. Si C divide 
a BA en Ia relación x : y, siendo x -t y = 1, 

c = P B  + B C  = b+x(a-b) = xa +(1-x)b = x a +  yb 

Por ejemplo, si C es el punto medio de BA, c = f(a + b) y BC = l(a - b). 

4. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. 
Llamando Q al punto de intersección de las diagonales (Fig. 18-11), 

P B = P Q + Q B = P Q - B Q  o bXx(a+b)-y(a-b)=(x-y)a+(x+y)b 

x + y = 1 y x - y = O. De donde x = y = ) y Q es el punto medio de ambas diagonales. 

Fig. 18-10 Fig. 18-11 

5. Dados los vectores a = 3i + 4j y b = 2i - j, determinar el mbdulo, dirección y sentido de (o) a y b, (6) a + b, 
(c) b- a. 

(a) Para a = 3 i + 4 j :  lai = V m  = 4- = 5 ;  tag 8 =a,/o, -413, a, = lalcos8, y cose =3/5. 
Por tanto 8, situado en el primer cuadrante, es 333'. 

Para b = 2i - j: Ibl = 4- = 1/5; tag8 = -112, cos 8 = 2/<5; 8 = 360" - 2694' = 333"26'. 

(c) b- a  = (2i- j)-(3i + 4j) = 4 - 5 3 .  
lb - al = m; tag O = 5, cos 8 = -1/<6; 8 = 258'41'. 
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6. Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un triángulo isbsceles es perpendicular a dicha base. (En la 
Fig. 18-12, la1 = lbl.) 

]Del Problema 3, como m es el punto medio de la base, 

m = +(a + b) 
De donde m*@-a) = *(a+ b)*(b-a) 

= + ( a * b - a m a  + b o b - b - a )  = #(b-b-a-a)  = O  

como queríamos demostrar. 

Fig. 18-12 Fig. 18-13 

7. Descomponer un vector a en sus componentes al y a, paralela y perpendicular, respectivamente, a otro vector b. 

En la Fig. 18-13: a = a, - a,, a, = cb, y a, b = O. De donde 

a, = a- a, = a-cb, a a a b  = (a-cb)* b = a-b-clbll = O  

a - b  a S b  a ' 
Por tanto, a, = - y c = -  

lbls Ibl' 
b y a ,=a-cb=a- -  

Ibla b' 
b 

La proyección escalar de a sobre b c-5 igual a a . -, y la proyección vectorial de a sobre b es a 
Ibl ( .+)+Y 

8. Descomponer a = 4i + 3j en sus compcqentes al y as paralela y perpendicular, respectivamente, a b = 3i + j. 
- a ' b  1 2 + 3  p o r t a n t o a l = c b = ~ / , i + ~ / j y a 2 = a - a l = - 4 i + a l J .  Del Problema 7, c = - 

Ibla 1 o 2 ' 

9. Calcular el trabajo realizado al aplicar una fuerza b = 2i + j sobre un objeto que lo desplaza según la dirección del 
vector 31 + 4j. 

Trabajo realizado = (proyección escalar de b en la dirección de a) (distancia recorrida) 

= (lb1 cose) la1 = b - a  = (2i + j) *(3i + 4j) = 10 

d da db lo. Si a = if,(u) + i/,(u) y b = igl(u) + jg,(u), demostrar que - (a b) = - b + a - 
du du du ' 

a - b  = (if1+UJm(igl +jgJ = f t ~ ,  +/&S, 

11. Si a = if,(u) + Vs(u) es de módulo constante, demostrar que a y dajdu son perpendiculares. 

d da riii da 
De a a = constante # 0, obtenemos, Problema 10, - (a a) = - a + a - = 2a . -- = o. du du du du 

da da 
De donde a - = O con lo cual a y - son perpendiculares. du du 

As[, pues, la tangente a una circunferencia en uno de sus puntos P es perpendicular al radio correspondiente a P. 
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12. Siendo r = i cosl 8 + j sena 8, calcular t. 

13. Siendo x = a cosa 8, y = p sena 8. calcular f y n para 8 = in. 

r = aicos'8 + ajsena8 
dr/& = -3ai coss 8 sen 8 + 3aj sena 8 cos 8 

&/de = Idrtdel = 3a sen 8 cos8 

14. Demostrar que el vector a = ai + bj es perpendicular a la recta ax + by + c = 0. 

Sean P,(x,, y3  y P,(xl, y3  dos puntos de la recta. Tendremos ax, + by, + c = O, axa + by, + c = O, y res- 
tando la primera de la segunda, 

a(xr-x3 + ~(Y,-Y& = O 

Ahora bien 
a(x, - X& + - y3  = + 4 )  * [(xa - x3i + (Y, - y311 

= a-P ,P ,  = O 

Por tanto, a es perpendicular (normal) a la recta. 

15. Deducir, con ayuda del dlculo vectorial: 

(a) la ecuación de la recta que pasa por el punto P1(2, 3) y es perpendicular a la recta x + 2y + 5 = 0; 

(b) la ecuación de la recta que pasa por los puntos P1(2, 3) y P,(5, -1). 
Tómese el punto genérico P(x, y) de la recta pedida. 

(a) El vector a = i + 2j, Problema 14, es normal a la recta x + 2y + 5 = O. Por tanto, P, P = (x - 2)i + (y - 3)j 
es paralelo a a, esto es: 

(x - 2)i + 0. - 3)j = k(i + 2j) (siendo k un escalar variable) 

Igualando componentes, tendremos x - 2 = k, y - 3 = 2k. Eliminando k, la ecuación pedida es 
y-3=2(x-2) ó Zr-y-1 = O .  

(6) Tendremos Pl P = (x - 2) i + (y - 3)j y P, P, = 31 - 4j 

Ahora bien a = 41 + 3j es perpendicular a P, P, y , por tanto, a P, P. La ecuacibn buscada es 

16. Deducir con ayuda del  alc culo vectorial, la distancia del punto P1(2, 3) a 
la recta 3x + 4y - 12 = 0. 

Tracemos desde un punto de la recta, por ejemplo A(4, O) el vector 
a = 31 + 4j perpendicular a la misma. La distancia pedida es 

d = IAP,l cose 
Z 

Como a AP, = Ial IAP,I cos 8 = Ial d; tendremos O 

l \ 

Fig. 18-14 
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Problemas propuestos 
17. Dados los vectores a, b, c (ver Fig. 18-15), construir 

(a) 2a (d )  a + b - c  
(b) -3b (e) a - 2b + 3c 
(c) a+2b 

18. Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triAngulo es paralelo al tercer lado e igual a 
su mitad. (Ver Fig. 18-16.) 

19. Siendo a. b, c, d los lados consecutivos de un cuadrilaitero, demostrar que a + b + c + d = O. (Ver Fig. 18-17.) 
Ind.: sean P y Q dos vertices opuestos. Expresar PQ siguiendo dos caminos diferentes. 

Fig. 18-16 Fig. 18-17 Fig. 18-16 Fig. 18-19 

20. Demostrar que al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de un cuadrilhtero s.e obtiene un paralelogramo. 
(Ver Fig. 18-18.) 

21. Siendo la1 = Ibl e igual al radio de la circunferencia de la Fig. 18-19, demostrar que el Angulo inscrito en una semicir- 
cunferencia es recto. 

22. Hallar el m6dulo y el ángulo que forman con el eje x positivo los vectores siguientes: 
(a) i + j, (b) -i + j, (c) i + fi j, (d)  i - fi j. 
Sol. (a) 1/Z; 8 = in, (b) 6 2 ;  8 = 3744, (c) 2; 8 = n/3 ( d )  2; 8 = 51213 

23. Demostrar que si u se obtiene al girar un Angulo 8 el vector unitario i alrededor del origen y en el sentido contrario al 
de las agujas del reloj se verifica: u = i cos 8 + j sen 8. 

24. Demostrar, aplicando el teorema del coseno, que a b = la1 Ibl cos 8 = 4{ lal' + Ibl' - lcl'). 

25. Expresar en la forma al + bj: 
(a) el vector que une el origen con el punto P(2, -3); 
(b) el vector que une los puntos P,(2, 3) y P,(4, 2); 
(c) el vector que une los puntos P,(4,2) y P,(2, 3,); el vector unitario en la direcci6n y sentido de 31 + 4); 
(e) el vector de m6dulo 6 que forme un Angulo de 120" con el eje x positivo. 
Sol. (a) 2i - 3j. (b) 2i - j, (c) -2i + j, (d) Y6i + Y6j, (e) -3i + 3 d 3  j 

26. Aplicando el cálculo vectorial deducir la f6rmula de la distancia entre los puntos P,(x,, y,) y P,(x,, y&. 

27. Tres vertices de un cuadrilátero, OAPB son los puntos O(0, O), A(3, 1) y B(1.5). Hallar las coordenadas de P. 
28. (a) Hallar k de forma que a = 3i - 2j y b = i + kj sean perpendiculares. 

(6) Hallar un vector perpendicular a a = 2i + 5j. 
29. Demostrar las propiedades 8-15 del producto escalar. 

30. Hallar las proyecciones vectorial y escalar de b sobre a, siendo (a) a = i-21, b = -3i + j; (b) a = 2i + 3j, b = 101 + 2j 

Sol. (a) -i + 2j, -l/j, (b) 4i + 6j, 2 c 3 -  

31. Demostrar que por traslacibn de tres vectores a, b, c se puede obtener un trihgulo siempre que (a) uno de ellos sea 
igual a la suma de los otros dos o (b) a + b + c = 0. 

32. Demostrar que a = 31 - 6j, b = 41 + 2j. c - -7i i- 4j son los lados de un trihgulo rectsingulo. Comprobar que el 
punto medio de la hipotenusa equidista de los vertices. 

33. Hallar el vector tangente unitario t = drldr, siendo: 
(a) r = 41 cos O + 4j sen 8;  (b) r = eei + e-ej; (c) r = 8i + 8'j. 

eei - e -eJ i - 2ej 
Sol. (a) -i sen 8 + j cos 8, (b) 

+ (') 4- 1 +4e9 

34. (a) Calcular en la curva del Problema 33(a). (6) Calcular n en la curva del Problema 33(c). 
(c) Calcular t y n, siendo x = cos B + 8 sen 8, y = sen B - 8 cos B.  

-28 
Sol. (a) -i cos 8 - J sen 8, (6) i + l j, (c) < = i COS 8 + j u n  8, n = i sen B + j cos O. 

<I + 4ea 2/ma 



Capítulo 19 
Movimiento curvilineo 

VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Sea P(x, y) un punto mbvil a lo largo de la curva 
de ecuación 

x = f (t), Y = g(t) 

siendo t el tiempo. Derivando el vector de posición 

r = ix + jy (1) 
CO'L respecto a t, obtenemos el vector velocidad 

dr . d x  . d y  . v = - = I -  + J - = 1 v X  +jvy (2) dt dt dt 

siendo v, = dxldt y v, = dy/d{. 1 x 
O i -  El mbdulo de v viene dado por 

ds Mg. 19-1 ( v ] = l / y . y = d F ; = -  
dt 

La direkcibn de v en P es la tangente a la trayectoria en P, como indica la Fig. 19-1. Llamando t 
al hngulo que forma la tangente con el eje x positivo, tag t = vy/v,, con las componentes determi- 
nadas por vx = Ivl cos t y v, = Ivl sen t. 

ACELERACION EN EL MOVIMIENTO CURVILINIEO. Derivando (2) con respecto a t obtendremos 
el vector aceleracidn 

dv a = -  - & .d=x @y -- - 
dt dt2 - 1- dt2 + j, = ia,+ ja, 

siendo a, = dZx/dtZ y a, = d2y/dt2. 

El módulo de a viene dado por 

La direccibn de a es tag 4 = ay/ax estando determi- 
nado el cuadrante por a, = /al cos 4 y ay = la1 sen 4. 
(Ver Fig. 19-2.) 

En los Problemas 1-3 se estudia el movimiento de 
dos formas distintas. En la primera de ellas se emplea 
el concepto de vector de posición (1), del vector velo- 
cidad (2) y del vector aceleración, para lo cual se pre- 
cisa conocer las ecuaciones paramétricas de la tra- 
yectoria. En la segunda, la más corriente, se utilizan z 
las componentes x e y de estos vectores y no se precisa 
conocer la ecuación de la trayectoria en forma para- O 

métrica. Los dos procedimientos, por supuesto, con- 
ducen al mismo resultado pues ambas soluciones son, Fig. 19-2 

en esencia, iguales. 
(Ver Problemas 1-3.) 
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COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION. De (6), Capítulo 18, 
obtenemos 

de donde 

par (7), Capitulo 18. 

La fórmula (5) expresa analíticamente la descom- 
posición del vector aceleración en P segiín la ta&gente 
y normal en él. Llamando a, y al, respectivamente, 
dichas componentes, sus módulos son 

en donde R es el radio de curvatura de la trayectoria 
en el punto P. (Ver Fig. 19-3.) 

Como lala = a: + 4 = af + a:, tendremos 

a,B = lala-al 

que es otra forma de determinar la. 1. 
Fig. 19-S 

(Ver Problemas 4-8.) 

Problemas resueltos 
1. Estudiar el movimiento definido por las ecuaciones x = cos 2nt, y = 3 sen %t. Determinar el módulo y dirección de 

los vectores velocidad y aceleración en los instantes (a) t = 116 y (b) t = 213. 

La trayectoria del movimiento es la elipse 9xa + ya = 9, comenzando, en el instante inicial t = O, en el punto (1, O), 
siendo el sentido de circulación el contrario al de las agujas del reloj. 

Primera solucidn. 
r = Ur + jy = i cos 2nt + 3j sen 2nt 
r = drldt = iv ,  + jv, = -2xi sen 2nr + 6rj cos 2xt 
a = dvldt = ia, + ja, = 4 n 3 i  cos 2nt - l h 4 j  sen 2nt 

(a) Para t = 116: 

tag $J = %/a, = 3 f i  cos $J = a,/la( = - 1 / 2 f i ,  y $J = 25g06' 

. (b) Para t = 213 : 
V = ~ r i - 3 a j  Y a = 2 r ' i + 6 f l u y  

IvJ = 2 6 , ;  tag r = -6, cosr  = 112, y 7 = 5n/3 

= 4 f i r ' ;  tag $J = 3 6 ,  cos + = 1/2fi, y = 7g06' 
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Segunda solución: 

z = cos 2174 v. = dzldt = -2n sen 2nt, a, = 8z/dts  = -la1 coa 2rrt 
21 = 3sen Zut, u, = dy/dt = 6u cos2ot, a, = @y/dts = -12rssen2at 

(a) Para f = 116: 
v. = -&, U, = 317, /vi = S- = 2 6 1 ~  
tiigz 7 v , / ~ .  = -a, toar = ~ J ( v 1  = -1/2, y r = 1 2 0 °  

a= = -2rs, a, = - 6 6 r s ,  1111 = flm = 4 f i r s  

tiig y = al/a. = 3 6 ,  coe y = ax/lal = - 1 / 2 6 ,  y y = 269OG' 
(6) Para t = 213: 

v. = f i u ,  v, = -3r, Ivl - - 2 f i r  

t;igs = -fiJ C 0 8 7  = 3, Y r = 6 r / 3  

a, = 2 2 ,  a, = 6 f i a 1 ,  la1 = 4 f i r 1  

tag y = 3fi1 coa y = 1 / 2 6 ,  y y = 7g06' 

2. Un puiito móvil recorre la circunferencia xs + y' = 625 a una velocidad de mbdulo I v l  = 15 en el sentido contrario 
al de las agujas del reloj. Hallar r, la1 y $en el punto (a)  (20, 15) y (6) (5, -10K6). (Ver Fig. 19-4.) 

Primera solución. Tendremos 

(0 Ivls  = v: + v: = 225 

y, derivando con respecto a r ,  

(ii) vp, + vp, = o. 
Derivando x1 + ys = 625, obtenemos 

(iii) xvz + yv, = O  
2 

Y xa, + vf + ya, + = o 
O 

(i v) xa, + ya, = -225 

Resolviendo (i) y (iii) simultanearnente, resulta 

( v) vz = f ' 1 6 ~  

Resolviendo (ii) y (iv) simultáneamente, resulta 

(a) De la Fig. 19-4, v, < O en (20. 15). De (v), v, = -9; de (iii), v, = 12. Por tanto, tag r = -413, cos r = -315, 
y r = 126' 52'. De (vi), a, = -3615; de (iv), o, = -2715; y (al = 9. De donde Lag tj5 = 314, cos tj5 = 4 1 5 ,  y 
Q = 216" 52'. 

(6) De la figura, v, > O en (5, -10I6). De (v), v, = 6<6; de (fii), v, = 3. Por tanto, tag T = fi112, sen r = 115, 
y T = 11'32'. De (vi), a, = -915; de (iv), o, = 18<6/5; y la1 = 9. De donde tag 4 = - 2 G , c o s  4 -115, 
y # = 101' 32'. 

Segunda solución. 

De las ecuaciones parambtricas x = 25 a s  8. y = 25 sen 8, obtenemos. en P(x, y), 

r =251cosB + 2 q s e n 4  

dv a = - - .  de 
dt 

= (-15 cos 8 - 15j sen 8) - = -9i cos 8 -  9j sen 8 
di 

como I v 1 = 15 es equivalente a una velocidad angular constante deldt = 315. 
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(a) En el punto (20,15), sen 8 = 315 y cos 8 = 415. 

v = -91 + 12j; tag T = 4 1 3 ,  cos r = -315, y r = 126" 52' 

a = -ae/,i - 17/,j; la1 = 9; tag # = a/4, cos # = -41,. y # = 216" 52'. 

(b) En el punto (5, -104%). sen 8 = -11~46 y cos 8 = 115. 

v = 6<6i + 3j; tag r = <6/12, cos r = */,i6, y r = 11" 32' 

a = -@/d + 1°1,<6j; Ial = 9; tag # = -2<6, cos # = -115, y 4 = 101'32' 

3. Una particula recorre el arw del primer cuadrante de la parabola x1 = 8y y siendo v, = 2. Hallar Jvl ,  r, 1.1 y # en el 
punto (4, 2). 

Primera solucidn. 

Derivando x1 = 8y dos veces con respecto a t, y teniendo en cuenta que v, = 2, obtenemos 

& v a =  8v, = 16 o xv, =8 ,  yxa,+ $, = O  

En (4,2): va = 8/x = 2; Ivl = 2 f i ;  tag r = 1, cos r = )42, y r = )n. 

a. = -1; a, = 0;  181 = 1; tag# = 0, cos 4 = -1. y # =n. 
Segunda solucion. 

Utilizando las ecuaciones parametricas x = 48, y = 2P, tendremos 

r = 418 + 2jP 

En el punto (4, 2), 8 = 1. De donde 

v = Zi + 2j; Ivl = 2<2; tag r = 1, cos r = )<2, y r = )n. 

a=- 1; l a l = l ; t a g # = O , w s # = - l , ~ # = n .  

4. Hallar el módulo de las componentes tangencia1 y normal de la aceleracibn en el movimiento x = e'cos t, y = e'sent 
en funci6n del tiempo t. 

r =Lic+Jy =ielcost + jcgsent 
v = ie1(ws t - sen t) + jer (sen t + cos t) 
a = -Zietsen t + 2je1ws r 

De donde 1.1 = a'; &/dt = Ivl = fi el y la, 1 = Idls/dtll = fi e'; 1st = g m  = fi e'. 

5. Una partlcula se mueve de izquierda a derecha sobre la parabola y = x1 a velocidad constante igual a 5. Hallar el módulo 
de las componentes tangencia1 y normal de la aceleraci6n en el punto (1,l). 

Como la velocidad es constante, 141 = Id%/dtl) = O. En (1, 1), y' = 2x = 2 y y" = 2. 

El radio de curvatura en (1, 1) es R = + (Y')']Y= - 5- -- lvll = 2 f i  
I Y " ~  Y 141 =y 

W 
6. La fuerza centrifuga Fejercida sobre una partlcula de peso Wen un punto de su trayectoria viene dada por F = - 141. 

8 
Hallar la fuerza centrifuga ejercida por una partlcula de 5 kp de peso en los extremos de los ejes de la elipse cuyas ecua- 
ciones paramttricas son x = 20 w s  t. y = 15 sen t, siendo las unidades de longitud y tiempo el metro y segundo, res- 
pectivamente. T6mese g = 10 m/ss. 

r = 201cost + 15jsen t 
v = -201 sen t + 15j cos 1 

a3 - - d4  - = 
175 sen t w s  t - 1.1 = 4400 senl t + 225 cosa t, drl 4400 sena t + 225 wss t 
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En los extremos del eje mayor (r = O o r = n): 

InI = 20, larl = Idas/drtl = O, 1a.l = 20, y F = (5/10)(20) = 10 kp 

En los extremos del eje menor (r = n/2 o r = 3~12): 

InI = 15, la,l = O, 141 = 15, y F = (5/10)(15) .= 7J kp 

7. Dadas las ecuaciones del movimiento de un proyectil x = v0r cos y, y = vot sen y - +gis, siendo vo la velocidad inicial, 
y el ángulo de proyección, g = 10 m/sa y en donde x e'y se miden en metros y t en segundos, hallar: 

(a) la ecuación del movimiento en coordenadas rectangulares, 
(b) el alcance, (c) el ángulo de proyección para el alcance máximo, 

(d) la velocidad e inclinación del proyectil al cabo de 5 segundos de vuelo, si vo = 150 metros por segundo y y = 45'. 

X 
(a) Despejando r en la primera ecuaci6n t = y sustituyendo en la segunda: 

vo COS rp 

(b) Cuando y = vol  sen y - +gts = 0, r = O y r = (2vo sen y)/g. 

2v,sen y 
Para t = , el alcance = x = vo cos y 

8 

dx - 2v~cos2y 
(c) Para que x sea máximo - - = 0, COS 2rp = O, y y = fn. 

4 8 

(d) Cuando v o  = 150 y y = fn ,  x = 75<2 r e y = 75.\/2 t - 5rs. Por tanto, 

v, = 7 5 f i  y v, = 7543-101 

Para r = 5: v, = 75<2 y v, = 7 5 f i  - 50. Por tanto, 

tag r = v,/v, = 0,5284,~ = 27' 48' y Ivl = d v !  + vi = 120 d s g .  

8. Un punto P se mueve sobre la circunferencia x = r cos @, y = r sen b a velocidad lineal de módulo constante v. De- 
mostrar que, si el radio vector de P se mueve con una velocidad angular o y una aceleracibn angular a,  (a) v = ra, y 
(6) a = rd-. 

db dP 
(a) v, =-rsenB--  = - r s e n @ * o  y v, =reos@*- = rcos /? -w.  dr di 

dvs dP d o  (b) a , = ~  =-rotos@---rsen@.- =-nuscos/?-rasenp. 
dt dr 

Qv d@ = L = - m s e n @ * -  da, 
df 

df + ~cos@.- -  dr = -rossenb+ racosp. 
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Problemas propuestos 
9. Hallar el m6dulo y direoci6n de la velocidad y aceleraci6n en: 

(a) x = e ' , y = e Y - 4 e 1 + 3 p a r a t = 0  

(b) x = 2 - t ,  y = 2ta - t para t = 1 

(e) x = cos 3t, y = sen t para t = in  
(d) x = e lcos t ,  y = e l sen t  para r = O  

Sol. (a) Ivl = fi, r = 296" 34'; la1 = 1 ,  4 = O 

(b) lvl = a, r = 101" 19'; la1 = 12, 4 = )n 

(c) I v I  = 43, T = 161' 34'; la1 = <4¡, 4 = 353" 40' 

( d )  Ivl = f l ,  s = iac; la] = 2 ,  4 = )n 

10. Una partkula se mueve sobre el primer cuadrante del a rw de parabola y* = l b  w n  v, = 15. Hallar v,, Ivl, r ;  a, a,, lal, 
y $ en el punto (3, 6). 

Sol. v, = 15, Ivl = 1 5 a ,  r = in; a* = O, a, = -7512, la1 = 7512, 4 = 3~12.  

11. Una partícula se mueve a lo largo de la parábola cúbica y = 913 con una wmponente de velocidad v. = 2 constante. 
Hallar el módulo y dirección de la velocidad y de la aceleraci6n cuando x = 3. 

Sol. Ivl = 21/82, r = 83" 40'; 181 = 24, 4 = 4n 

12. Una partlcula se mueve a lo largo de una circunferencia de 6 metros de radio w n  una velocidad constante de 4 metros 
por segundo. Hallar el m6dulo de su aceleracidn en un punto cualquiera. Sol. laIl = O, la1 = la,,l = 813 mls'. 

13. Hallar el m6dulo y direcci6n de la velocidad y de la aceleracibn asi wmo los módulos de las componentes tangencial y 
nonnal de la aceleracibn del movimiento definido por 

(a) x = 3t, y = 91 - 3f1, para t = 2 
(b) x=wsr+sen i ,y=senr - rwstcuandot=  1. 

Sol.(a) Ivl = 3 4 2 , t  =7n/4;  la1 = 6 ,  4 =3n/2;  la,l = 1q.l = 3 f l  

(b) IvI = 1, t = 1 ;  la1 = d2, 4 = 102" 18'; laIl = lanl = 1 

14. Una particula se mueve a lo largo de la curva y = ix '  - 4 In x de tal forma que x = )tn, t > O. Hallar v,, v,, Ivl, t; 
a,, a,, la 1, 4; laI l Y la, l cuando r = 1. 
Sol. V, = 1 ,  v, = O, Ivl = 1, t = O ;  a. = 1, a, = 2, la1 = fi, $ = 63" 26'; lalJ = 1, 141 = 2. 

15. Una partícula se mueve a lo largo de la curva y = 2x - x-on una componente de velocidad v, = 4 constante. Hallar 
los m6dulos de las componentes tangencial y normal de la aceleraci6n en la posición (a) (1, 1 )  y (6) (2,O). 

Sol. (a) lar l = 0 ,  1 ~ 1  = 32; (b) la11 = 6 4 / f i ,  lanl = 3 2 1 f i  



Capítulo 20 
Coordenadas polares 

LA POSICION DE UN PUNTO P en un plano con respecto a un Pb, 0 )  

punto fijo O del mismo, se puede definir por medio de las 
proyecciones del vector OP sobre dos rectas mutuamente 
perpendiculares del plano que pasen por O. Este es el sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares. Otra forma de 
determinar el punto en cuestión es por medio de la distancia O 

p.= OP y el angulo O que OP forma con una semirrecta 
fija OX de origen O (polo). Este es el sistema de coordenadas 

/" z 

Fig. 20-1 
polares. 

A cada par de números (e, O) le corresponde un único punto, pero esta correspondencia no es 
biunivoca ya que, por ejemplo, al punto P de la figura le corresponden las coordenadas (e, 8 f 2nn) 
y [-e, O & (2n + l)n], siendo n un número positivo cualquiera, incluido el cero. En particular, 
las coordenadas polares del polo son (0, O), en donde O puede ser cualquier kngulo. 

La tuwa tuya ecuaci6n en coerdenadas polares es q -j"8) o F(g, 8 )  - 0 está formada p6r 
todos los puntos de coordenadas (e, O) que satisfacen la función o ecuación anterior. 

EL ANGULO y que el radio vector OP forma con la tangente PT 
a la curva en un punto P(e, O) de ella, viene dado por 

4 e de tag y = e- = - siendo e' = - de e' ' d+ 
El valor de tag y juega el mismo papel en el sistema de 

coordenadas polares, que el de la pendiente de la tangente 
en el sistema de coordenadas rectangulares. 

O 
(Ver Problemá's 1-3.) J 

Fig. 20-2 

EL ANGULO DE INCLINACION de la tangente a la curva en un punto P(e, 8) de ella viene dado por 

ecos8  +$seno  
tag t = - e sen O + e' cos O 

(Ver Problemas 4-10.) 

LOS PUNTOS DE INTERSECCION de dos curvas de ecuaciones 

se hallan resolviendo el sistema 

f,(Q = f de) 

Ejemplo 1: 

Hallar los puntos de interseccibn de e = 1 + sen 8 y e = 5 - 3 sen 8. 

Igualando 1 + sen 8 = 5 - 3 sen 8, obtenemos sen 8 = 1. 

Por tanto, 8 = )n y (2, fn) es el único punto de intersección. 
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Cuando el polo es un punto de intersección puede ocurrir que no aparezca entre las soluciones 
de (1). El polo es un punto de intersección siempre que haya valores de 8, 8, y O,, para los cuales 
fi(81) = 0 Y fa(O2) = 0. 

Ejemplo 2: 

Hallar los puntos de intersección de e = sen 8 y e = cos 8. 

De sen8 = cos8 

se obtiene el punto de intersección (&a in). Ahora bien, en este caso, las curvas dadas son circunferencias que 
pasan por el polo y, sin embargo, este punto no es solucidn de (1) porque sus coordenadas, en la ecuación e = sen 8, 
son (0, O), mientras que en la ecuación e = cos 8 son (0, 4n). 

Hallar los puntos de intersección de e = cos 28 y e = cos 8. 

Igualando cos 28 = 2 cosa 8 - 1 = cos 8. obtenemos (cos 8 - 1)(2 cos 8 + 1) = 0. 

De donde 8 = 0, W3, 443;  y los puntos de intersección son (1, O), (-4, h/3), (-4, W3). El polo es tambikn 
un p u t o  de intersección. 

EL ANGULO DE INTERSECCION $ de dos curvas en un punto 
de intersección P(p, O), que no sea el polo, viene dado por 

tag # = tag VI - tag Va 
1 + tag Vi tag Va 

siendo y, y va los Qngulos que forma el radio vector OP con 
las respectivas tangentes a las curvas en P. 

Como vemos, el procedimiento de calcular este ángulo 
es análogo al utilizado en coordenadas rectangulares sin 
más que sustituir las pendientes de las tangentes por las tan- 

O Z 
gentes de los Qngulos que el radio vector forma con las tangen- 
tes a las curvas en el punto de intersección. 

Fig. 20-3 

Ejemplo 4: 

Hallar los dngulos agudos de interseccidn de las curvas e = cos 8 y e = cos 28. 
Los puntos de intersección ya se calcularon en el ejemplo 3. 
En el polo: este punto viene dado por 8 = &n de la curva e = cos 8 y por 8 = ni4 y 3n/4 de la e = cos 28, Por 

tanto, en el polo habra dos intersecciones, siendo el iingulo agudo de cada una de las curvas dadas a in. 

Para e = cos 8 Para e = cus 28 

í a g y i 1 = - ~ t 8  tag vi = -& cot 28 

En el punto (1,O): tag yil = - cot O = co y tag y, = 00. Por tanto, y, = y, = &n Y # = 0. 

+ fi6 = y eiiinguio sgu- En el punto (-4, W3): íag VI = f i 1 3  Y tag y1 = - a 6 .  tag # = I l h  - -, - 
do de intersección es 4 = 46" 6'. 

Por simetría, este es tambidn el Angulo agudo de intersección en el punto (-4.443). 

(Ver Problemas 1 1- 13.) 

d~ de 
LA DERIVADA DE LA LONGíTUD DE ARCO viene dada por n) = m siendo e' = , 

haciendo el convenio de que al aumentar 0 también lo hace s. 

(Ver Problemas 14-1 6.) 
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LA CURVATURA de una curva se expresa por K = 
ea + 2(e'Y - ee" 

{e8 + (e'l8)"l8 
(Ver Problemas 17-19.) 

MOVIMIENTO CURVILINEO. Supongamos que una partícula P se mueve a lo largo de una curva 
cuya ecuación, en coordenadas polares, es e = n o ) .  Expresando la ecuación de la curva en forma 
paramétrica : 

x = e cos 9 = g(8), y = e sen 8 = h(8) 

El vector de posición de P es 

r = OP = xi + yj = ei cos 8 + ej sen 8 = e(i cos 8 + j sen 8)  

y el movimiento de P se puede estudiar como se hizo en el Capítulo 19. 
Otro procedimiento es expresar r y, por tanto, v y a, en 

función de los vectores unitarios según el radio vector de P 
y su perpendicular. Veamos cuál es la expresión del vector 
unitario en la dirección de r. IY 

u, = i cos 8 + j sen 8 

cuyo sentido es el de crecimiento de e; el vector unitario 
según la perpendicular a r con el sentido del crecimiento 
de 8, viene dado por 

ue = -i sen 8 + j cos 8 

A partir de estas expresiones es fácil llegar a las siguientes: 

duQ - du, de de due - - u0 
de 

dt de dt Y 7-  - UQ 
Fig. 20-4 

De 
r = e u ,  

Como se demuestra en el Problema 20, 

de de Aquí, vQ = - y ve = e - son, respectivamente, las componentes de v en la dirección del radio dt dt 

vector y en su perpendicular, siendo a - 
dse de de 

y ae = e- + 2- -, las correspon- dta dt dt , . 
dientes componentes de a. 

(Ver Problema 2 1 .) 

Problemas resueltos 
d3 

1. Demostrar que tag ty = e -, siendo el dnyIo formado, en el punto P(e, 8) de la curva e =/(O), por el radio vec- 

tor OP y la tangente PT. 
de 

En la Fig. 20-5, Q(e 4 d e ,  8 4 de) es un punto de la curva muy próximo a P. Del tridngulo rectángulo PSQ, 
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SP - tagÁ = --- - SP - - e sen A8 
SQ O Q - O S  e + A e - e c o s A 8  

sen A8 
e sen A8 e- 

- - - - A8 
e (1 - cos A8) + Ae 1 - cos A8 AQ 

e A8 +- d e  

Ahora bien, cuando Q  -t P  a lo largo de la curva. A8 + O. 
O Q + O P , P Q - + P T y  L Á - * L y .  

sen A8 1 - cos A8 Cuando A8 -+ O, - 
A8 - + l y  4 8  

-+ O (ver Ca- 

pitulo 12). 

e de De donde, tag y = lim tag A = - = e-. 
A ~ O  delde de 

Calcular tag ty en los puntos dados en las funciones de los problemas 2-3. 

2. e = 2 + cos 8; 8 = n/3. (Ver Fig. 20-6.) 

P a r a 8 = ~ / 3 : ~ = 2 +  ~ = 5 / 2 , e ' = - ~ e n 8 = - 1 / 3 / 2 , ~ t a ~ y = ~ / ~ ' = - 5 / f i  

3. e = 2 sen 38; 8 = n/4. (Ver Fig. 20-7.) 

Para 8 = n/4: e = 2(1/1/2) = <% e' = 6 cos 38 = 6(-1/e)  = -32/2; y  tag = e/@' - -113. 

ecos8 + e'sen8 
4. Demostrar que tag T = -e sen 8 + Q' =os 8' 

De la figura del Problema 1, s = y + 8 y 

tag y + tag 8 e &  +-- 
= tos e 

tags = t a g ( y + 8 )  = 1 - tag y tag 8 d8 seno 
1-e-- 

de cos 8 
de e cos 8 + - sen 8 
de PWS 8 + u'sen8 

A 
- - - - - 

de - -@seno + e'cos8 de ws 8 - e sen 8 

5. Demostrar que si e =/(O) pasa por el polo y  8, satisface a la ecuaciónf(8,) = O 
la direccibn de la tangente a la curva en el polo (O, 8,) viene dada por O1. 

En (0,OJ: e = O y e' =f'(8,). 

ecos 9 + p'sen 0 
Sie '  # O ;  tagr  - -e seno + ~ ' C O S O  

- - O + sen 8, -f'(B,) 
O + cos 8, fiéí> = tag O, 

sen 8 f '(8) 
Si e' = O: tag T = lim = tag8, 

8 - 4 ,  COS 8 f '(8) 
Fig. 20-8 



104 COORDENADAS POLARES 

En los Problemas 6-8 hallar la tangente de la curva dada en el punto considerado. 

6. Q - 1 - cos O; 8 = A x .  Ver Fig. 20-9. 

tag t = 
ecos8 + e f sen8  - - 1 . 0 +  1 . 1  - - -1 

-eseno+ e ' c 0 ~ 8  -1 - 1  + 1 . 0  

Fig. 20-9 Fig. 20-10 

7. e = cos 38; polo. Ver Fig. 20-10. 

Cuando e = 0, cos 38 = O. Por tanto 38 = n/2, 3n/2, 5n/2, y 8 = 4 6 ,  n/2, 546. 
' 

Del Problema 5, t a n =  1/.\/5; m, y - 1 / d  

8. eO = a;  8 = 4 3 .  

Para 8 = n/3: sen 8 = .\/3/2, cos 8 = 4, e = 3a/n, y e' = -+/ea = -9a/na. 

ecos8 + e'sene 
tag T = - - = -  n-  3 f i  

-esen8 + e'cos8 d % + 3  

9. Hallar los puntos en los que la tangente a la curva e = 1 + sen 8 es hori- 
zontal o vertical 

(1 + sen 8) cos 8 + cos 8 sen 8 
En P(e, 8): tag T = -(1 + sen 8) sen 8 f cose 8 

= - cos8(1 + 2x118) 
(sen 8 + 1) (2 sen 8 - 1) 

(a) Haciendo cos 8 (1 -t 2 sen O) = O obtenemos: 
8 = 4 2 ,  342,  7n/6, y 1 ln/6. 

Siendo (sen 8 + 1) (2 sen 8 - 1) = O obtenemos: 
8 = 3n/2, 4 6 ,  y 5~16.  

(b) Para 8 = 4 2 :  Hay una tangente horizontal en (2, x/2). 

Para O = 7n/6 y 1 ln/6: Hay tangentes horizontales en los puntos 
(4,7nb) Y (4, 1 ln/6). 

[CAP. 20 

Para 8 = n/6 y 5n/6: Hay tangentes verticales en (312, n/6) y (3/2,5~/6). 

Para 8 = 3n/2: Ver Problema 5, hay una tangente vertical en el polo. 

10. Demostrar que el Angulo que forma el radio vector de un punto cualquiera de la cardioide e = a(l -cos 8) wn la 
curva, es la mitad del que forma el radio vector con el eje polar. 

Dado un punto cualquiera P(e, O) de la cardiode, tendremos: 
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En los Problemas 11-13 hallar los ángulos de intersección de los pares de curvas dadas. 

11. e = 3cos8, e = 1 +cose. 

(a) Resolviendo e = 3 cos 8 = 1 + cos 8 obtenemos los puntos de intersección 
(312, n/3) y (3/2,5n/3). Las curvas se cortan tambien en el polo. 

(6) Para e = 3 cos 8: e' = -3 sen 8 y tag yl = - cot 8. 

1 + COs e 
Para e = l + c o s e :  e '=-seno  y t a g y g = -  

sen 8 

(c) Para 8 = 4 3 :  tag y, = - 1 1 6  tag ya = -6, y tag # = 1 1 6  Fig. 20-12 

El Angulo agudo de intersección en el punto (312, n/3) y por simetría en e1 (3/2,5n/3), es 46 .  

En el polo: Gráficamente o teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, se puede ver que las curvas dadas son 
ortogonales. 

12. e = seca 48, e = 3 csca 48. 

(a) Resolviendo e = seca 48 = 3 csca 48 obtenemos los puntos de intersección (4, h / 3 )  y (4.4~13). 

(6) Para e = seca 48: e' = secs 48 tag48 y tag y, = cot 48. 

Para e = 3 cscP 48: e' = -3 csc2 48 cot 38 y tag ya = - tag 48. 

(c) Para 8 = 2nj3: tag y, = 1/1/55 tag yo = -6 y # = &n. Las curvas son ortogonales. 

13. e = sen 28, e = cos 8. 

(a) Las curvas se cortan en los puntbs ( m 2 ,  x/6), (-1/5/2,5x/6), y en el polo. 

(6) Para e = sen 28: e' = 2 cos 28 y tag y, = 4 tag 28. 

Para e = coso: e' =-seno y tagy, = -cot8, 

(c) Para 8 = 4 6 :  tag VI, = 6 1 2 ,  tag yp  = -e y tag # = - 3 6  El ángulo agudo de intersección en los pun- 
tos ( m 2 ,  n/6) y (-6/2,5n/6)  es $ = arc tag 3 6 =  79'6'. 

En el polo, los ángulos agudos de intersecci6n son 0" y 4n. 

Hallar dslde en el punto P(e, 8)  en los Problemas 14-16. 

14. e = cos 28. 

e' = -2sen28 y &/de = d m  = l/cos228 +4sene28 = 4 1  + 3sena28. 

-e sen 8 + e'(1 + cos 8) = O. De donde e ' = 
e sen 8 - - 4 sen 8 

1 + COS 8 (1 + cos Y 

16. e = sen"8. Hallar ds/d8 para 8 = tn .  

e' = sena +8 cos +O y h/d8 = dsen6 +8 + sen4 +O cosa 48 = sena +O. 

Para 8 = hn, ds/d8 = sen
q 

Qn = 114. 

17. Demostrar que K = 
e' + 2 ( ~ ' ) ~  - ee" 

(e

g 

+ (e')Ysl" 

Por definición, K = drlak. Como t = 8 + y y 

dr - d8 dy~ de dy d t l - d e  - - -+--=-  + ---- e 
ds ds a3 ds d e d s  a3 , siendo y = arc tag 

e 
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Por tanto, 
1 + d ~ l l d e  - 1 + d ~ l l d e  - p* + 2(p1)' - pp" K = - ( 1  + $) = d81de d -. 

d8 ,/- {Pf + ( P ~ ) ' ) ~ "  

18. e = 2 + sen 8. Hallar la curvatura en el punto P(e, 8). 

K =  p' + 2(p1)' - pP1' - ( 2  + sen e)' + 2 cos' e + ( sen 8)(2 + sen e) - - - 6(1 + sen e)  
{p' + ~ P ~ ) ' ) ~ I ~  ( (2  + sen e)' + cos' e}3/' ( 5  + 4 sen e)3Jz 

19. e(1 - w s  8) = l. Hallar la curvatura en 8 = n/2 y en 8 = 443. 

p1 = - sen e 
p" = - cos 8 + 2 sen' e 

( 1  - cose)% ' ( 1  - cos e)' ( 1  - cos e)' ' y K=sens+e. 

Para 8 = 4 2 ,  K = (l/fils = a 4 ;  para 8 = 4n/3, K = (fi213 = 32/378. 

20. A partir de la relación r = Que, deducir las fórmulas de v y a en función de u, y u@. 

r = pu, 

21. Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj a lo largo de la curva e = 4 sen 28, siendo 
dO/dt = 4 radianes por segundo. (a) Expresar v y a en función de u, y u@. (b) Calcular I VI  Y lal para 8 = n/6. 

r = 4 sen 2e u,, dpldt  = 8 cos 28 de ld t  = 4 cos 2e, dgpldt2 = - 4 sen 28 

d~ de (a) v = u - + pu - = 4u, cos 2e + 2ue sen 28 
d t  d t  

= - Su, sen 2e + 4ue cos 2e 

1 lb fi 5 19 fi - -i + lj u s  = --i  + -j .  v = - i + - j ;  = -- ( b )  Para e = r / 6 :  u, - 2 '  2 2 2 2 4 
i - - j .  

I v I  = fi, la1 = +m. 4 

Problemas propuestos 

Calcular tag y, en los puntos dados, en los Problemas 22-25. 

22. e = 3 -seno para 8 = 0, 8 = 3n/4 Sol. -3, 3 f i -  1 

23. e = a(1- cos 8) para 8 = n/4, 8 = 3n/2 Sol. fi- 1 ,  -1 

24. e(1- w s  8) = a para 8 = n/3, 8 = 5x14 Sol. -fi/3, 1 + fi 
25. e' = 4 sen 28 para 8 = 5~112, 8 = 243  Sol. -l/a fi 
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Calcular tag t en los Problemas 26-29. 

26. e = 2 + sen 8 para 8 = n/6 Sol. - 3 f i  28. e = sena 813 para 8 = ni2 Sol. -fi 

27. e' = 9 cos 28 para 8 = n16 Sol. O 29. 2e(1 - sen 8) = 3 para 8 = n/4 Sol. 1 + 0 

30. Hallar los puntos de la curva e = sen 28 en los que la tangente es horizontal o vertical. 

Sol. T .  H .  en 8 = 0, n, 54"44', 12S016', 234'44'. 305'16' 

T. V. en 8 = 4 2 ,  3nl2, 3S016', 144"44', 215"16', 324'44' 

Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas dadas en los Problemas 31-33. 

31. e = sen 8, e = sen 28 Sol. # = 79'6' para 8 = n/3 y 543;  # = O en el polo. 

32. e = g 2 s e n  O, cos 28 Sol. # = n/3 para 8 = n/6, 5n/6. # = 4 4  en el polo. 

33. ea = 16sen28, ea = 4csc28 Sol. # = n/3 en cada intersección. 

34. Demostrar que cada uno de los pares de curvas siguientes se cortan en Angulo recto en todos los puntos de intersección. 

(a) = 4 cos 8, e = 4 sen 8 (c) cos 28 = 4, es sen 28 = 9 

(b) Q = ee, e = e-e (d) = 1 + C O S ~ ,  = 1 - ~ 0 ~ 8  

35. Hallar el ángulo de intersección de las tangentes a e = 2 - 4 sen 8 en el polo. Sol. 2n/3 

36. Hallar la curvatura de cada curva en el punto P@, 8): 

(a) Q = ee, (h) e = sen O, (c) ea = 4 cos 28, (d)  e = 3 sen 8 + 4 cos 8. 

Sol. (a) 1/(*e9, (b) 2, (c) ]-da, (d) 215 

37. Sea e =f(@ la ecuación en coordenadas polares de una curva y s la longitud de arco a lo largo de ella. Partiendo de 

(2)' = ($1' + ($y, demostrar que - = ea + (e?. x = cose. y = e sen 8 y teniendo en cuenta que - ( 2)' 
38. Suponiendo que s aumenta en la dirección creciente de 8, hallar dsldt3 en las curvas siguientes: 

(a) g = a cos 8, (b) e = a(1 + cos 8). (c) = ws 28. 

Sol. (a) a, (b) a1/2 + 2 cos 8, (E) d 1  + 3 sen' 28. 

39. La posición de una partícula que se mueve a lo largo de la curva e =/(e) viene dada, en función del tiempo t, por 
e = g(t), e = h(t). 

(a) Multiplicar la relación obtenida en el Rob. 37 por para obtener va = 

de dO/dt 
(b) A partir de tag ry = e-- = e- obtener sen ry = - e - de 1 de 

de deldt' v dt 
ycosp=-- .  

v dt 

* e  - de he 40. Demostrar que - ue- de 
dt dt Ydr=-U-. Q dt 

41. Una partícula se mueve sobre la cardioide e = 4(1 + w s  8) w n  &/dt = n/6 radianes por segundo. Expresar v y a en 
función de uQ y ue. 

2n 2n n' 
Sol. v =: --uqsen8+-ue(l +cose), a = -- 

3 3 
(1 + 2 cos e) - -- M uesen8 

9 

42. Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj sobre la curva g = 8 cos 8 con iina velocidad 
constante de 4 unidades de longitud por segundo. Expresar v y a en función de u, y ue. 

Sol. v = - 4ue sen 8 + 4ue w s  8, a = - 4ue cos 8 - 4ue sen 8 

43. Si una partícula de masa m se mueve a lo largo de una trayectoria por la acción de una fuerza F constantemente dirigida 
1 aw 

hacia el origen, F = tna, o sea, a = -F de manera que a8 = O. Demostrar que cuando ae = 0, es - = k (constante) 
nt dr 

y la velocidad con que el radio vector barre el área comprendida por la curva es wnstante. 

44. Una partícula se mueve a lo largo de la curva e = 
2 2 siendo k la con as = O. Demostrar que a, = - - - 

constante definida en el Problema 43 anterior. 



Capítulo 21 
Teoremas de valor medio 

TEOREMA DE ROLLE. Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a 2 x ( b, derivable 
en el intervalo abierto a < x < b y ademhs f(a) = f(b) = O existe al menos un valor de x, x = x,, 
comprendido entre a y b en el que se verifica f '(x) = 0. 

La interpretación geométrica de este teorema es: si una curva continua corta al eje x en dos 
puntos x = a y x = b existe al menos un punto x = x, comprendido entre a y b en el cual la tan- 
gente a la curva es paralela al eje x. (Ver Fig. 21-1.) 

(La demostración se encuentra en el Problema 11.) 

Corolario. Si f(x) es una función que cumple las condiciones dichas anteriormente en el teorema 
de Rolle, salvo quef(a) = f(b) # O, existe al menos un valor de x, x = x, comprendido entre a y b 
en el que se verifica fl(x) = O. (Ver Fig. 21-2.) 

(La demostración se encuentra en los Problemas 1-2.) 

Fig. 21-1 Fig. 21-2 

TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado a < x I b 
y derivable en el intervalo abierto a < x < b, existe al menos un valor de x, x = x,, comprendido 
entre a y b en el que se verifica 

l(b) - f(a) = fyX3 
b- a 

Geométricamente, significa que si P, y P, son 
dos puntos de una curva continua, existe al menos 
un punto de la misma comprendido entre P, y P, 
en el cual la tangente es paralela a la recta P,P,. 
(Ver Fig. 21-3.) 

(La demostración se encuentra en el Problema 12.) 

El teorema del valor medio admite varias ex- 
presiones de gran utilidad: Fig. 21-3 
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(1) f(b) = f(a) + (b - a) = f'(xo), xo entre a y b. 

Por un simple cambio de notación se llega a 

(11) f(x) = f(a) + ( X  - a) *f'(xo), xo entre a y x. 

De la Fig. 21-4 se deduce que xo = a + 8(b -a), I u I 1 I 

" siendo O < 8 < 1. Efectuando esta sustitución, (1) ad- O a za b 

quiere la forma Fig. 21-4 

Poniendo (b - 0) = h, (111) obtenemos 

(Iv) f(a + h) = f(a) + h*f'(a + Oh), O < 8 < 1 

Finalmente, poniendo a = x y h = Ax, (IV) llegamos a 

(v) f ( x + A x ) = f ( x ) + A x ~ f ' ( x + 8 * A x ) ,  O<O<l 
(Ver Problemas 3-9.) 

TEOREMA DE CAUCHY. Si f(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado a x I b 
y derivables en el intervalo abierto a < x < b, siendo gl(x) # 0, existe al menos un valor de 
x, x = xo, comprendido entre a y b en el que se verifica 

En el caso particular de que g(x) = x, este teorema coincide con el del valor medio 

(La demostración se encuentra en el Problema 13.) 

GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) y sus (n - 1 )  primeras derivadas 
son continuas en el intervalo cerrado a I: x 5 b y existe la derivada n-sima fh)(x) en todos los 
puntos del intervalo abierto a < x < 6, hay al menos un valor de x, x = x,, comprendido en- 
tre a y b en el que 

(n -1) 

+ f ('1 ( b - a ~ - l +  f '"' ( X O )  (b - U)" 
(n - l ) !  n ! 

Ver la demostración en el Problema 15. 

Al sustituir b por la variable x, (VI) obtenemos 

(VI11 
f'(4 f"(a> f(x) = f(a) + -(x-a) + - ( ~ - a ) ~ +  

1 ! 2 ! 
h-1) + f ( x  - ay-1 + '"' ( X O )  ( X  - ay, x0 entre a y x. 

(n - l ) !  n ! 

Cuando a se sustituye por 0, (VII) se transforma en 

x, entre O y x. 
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Problemas resueltos 

Hallar el valor de x, que cumple las condiciones del Teorema de Rolle, siendo f(x) = xa- 1ZY en el intervalo 
0 1 x 2 2 4 3 ,  

f'(x) = 3xs- 12 = O para x = +2; por tanto, x, = 2 es el valor buscado. 

x2 - 4x xa - 4x 
¿Se puede aplicar el Teorema de Rolle a las funciones (a) f(x) = - 

x- 2 Y (b) f ( 1  = r+2 7 

(a) f(x) = O para x = 0,4. Como f (x) es discontinua en x = 2, que es un punto del intervalo O 5 x 5 4, no se puede 
aplicar el teorema. 

(b) f(x) = O para x = 0,4. En este caso, f(x) es discontinua en x = -2 que no pertenece al intervalo O 5 x 5 4. 
f'(x) = (xP + 4x - 8)/(x + 2)* está definida en todos los puntos del intervalo excepto en x = -2. Por tanto, se 

puede aplicar el teorema y el valor pedido es xo = 2 ( 6 -  l), que es la raíz positiva de la ecuacibn xa + 4x 2 8 = 0. 

Hallar el valor de x, que cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo f(x) = 3xP + 4x - 3, a = 1, b = 3. 

Aplicando (1) con f(a) = f(1) = 4, f(b) = f(3) = 36, f '(x,,) = 6xo + 4 y b - a = 2, resulta 36 = 4 + 2(6x, + 4) 
= 12xo + 12, dedondex, = 2. 

Aplicar el teorema del valor medio para calcular, aproximadamente, m. Haciendo f(x) = c, a = 64, b = 65 y 
aplicando (I), se obtiene: f(65) =f(64) + (65 - 64)/6x!'6, 64 < x, < 65. Como x, no se conoce. tomamos x, = 64; 
por consiguiente, resulta de forma aproximada, m = m + 1 / ( 6 m )  = 2 + 11192 .= 2,00521. 

Se mecaniza un taladro circular de 4 centímetros de diámetro y 12 centímetros de altura en un bloque metálico, de manera 
que se aumenta su di3metro hasta 4,12 centímetros. Hallar el volumen de metal eliminado. 

El volumen (centimetros cúbicos) de un cilindro circular de radio x centímetros y altura 12 centímetros es 
V = f (x) = l h x a .  El volumen que queremos calcular es f (2,06) - f (2). Según el teorema del valor medio. 

f (2,06) - f (2) = O,O6 f'(xo) = 0,06(24nx a), 2 < xo < 2,06 

Tomando x, = 2; tendremos, aproximadamente, f (2,06) - f (2) = 0,06(24n 2) = 2,88n cm5. 

Suponiendo que la función y = f(x) cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo a = x, b = x + Ax, 
demostrar que Ay = f '(x) Ax, aproximadamente. 

Tendremos Ay = f (x + Ax) - f (x) = [x + Ax - x] . f '(xo), x < x, < x + Ax. 

Tomando x, = x;  tendremos, aproximadamente Ay = f '(x) . Ax. 

Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que sen x < x para x > 0. 

Como sen x 5 1, sen x < x cuando x > 1. Tomando f(x) = sen x con O 5 x 5 1 y aplicando (11); tendremos 

senx = s e n o +  xcosx, =xcosx,,O < x ,  < x  

Ahora bien, en este intervalo, cos X, < 1 y x cos X, < X; por tanto, sen x < x. 

X 
Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que --- < In (1 + x) < x para -1 < x < O y para x > 0. 

l + x  

Aplicando (IV) con f(x) = In x, a = 1 y h = x;  tendremos 

1 1 
Cuando x >  O, 1 < 1 + 8 x t  1 + x;  por tanto, 1 > -> - 

1 + 8 x  1 + x  

Cuando - 1 1 X X 
-1< x <  0, 1 > 1 + e x >  1 + x ;  portanto, 1 <  ---< - 

1 + 8 x  1 + x  
y x>--->- 

1 + e x  1 + x '  

X X X X 
En ambos casos, --- 

1 + ex 
< x  y l n ( l + x ) = -  < x;  también, --- > - 

1 + 8x 
y In(1 + x) = 

1 + 8 x  l + x  
X X ---> X 

1 + e x  1 + x '  
Por tanto, - 

1 + x  
< ln (1 + x) < x cuando -1 < x < O y cuando x > 0. 
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9. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que d m  < 1 + i x  para -1 < x 4 O y para x > 0. 

Tomando f(x) = 6 y aplicando (IV) con a = 1, h = x, tendremos 

X Cuando x > O, V'WX < d r x  y ------ ; cuando -1 < x < O, y'- > 1 / r x  
24-x > 2-x 

X X 
Y 

2q-x ' 2vIfx- 

X X 
En ambos casos, 1/1? = 1 + - . > 1 + , Multiplicando la desigualdad por dIfx > 0, 

2 d 1 +  ex 2-x 
tendremos 1 + x > d r x  + i x  y 1/- c 1 + 4x. 

10. HalLr el valor de x, que satisface las condiciones del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 3x + 2, g(x) = xs + 1, 
1 5 x 1 4 .  

El valor de x, debe ser tal que: 

De donde Zr, = 5 y x, = 512. 

11. Demostrar el Teorema de Rolle: Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a 5 x b, derivable en el 
intervalo abierto a < x < b, y además f(a) = f(b) = 0, existe, al menos, un valor x = x, comprendido entre a y b, en 
el que se verifica f'(x) = 0. 

Si f(x) = O en el intervalo, también lo será fl(x) = O y, por tanto, el teorema estara demostrado. En los demás 
casos. f(x) serA positivo (negativo) en algún punto del intervalo y, por consiguiente (ver Propiedad 11, Capitulo 3), habra 
un valor x = x,, a < x, < b, para el que corresponde un máximo (mínimo) relativo y f '(x,) = 0. 

12. Demostrar el teorema del valor medio: Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado a 5 x I b y derivable en 
el intervalo abierto a < x < b, existe, al menos, un valor de x, x = x, comprendido entre a y b, en el que se verifica 

f ( 4  -fW = 
b- a 

En la Fig. 21-3, la ecuación de la secante P,P, es y = f(b) + K(x - b), siendo K = f(b) . En un punto cual- 
b-a 

quiera x del intervalo a < x < b, la distancia vertical de la secante a la curva es F(x) = f (x) - f(b) - K(x - b). Ahora 
bien, F(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle (como fácilmente se puede comprobar), con lo que F'(x) 
= f '(x) - K = O en algUn x - x, comprendido entre a y b. Por tanto, 

como querlamos demostrar. 

13. Demostrar el teorema de Cauchy: Si f(x) y g(x) son funciones continuas eh el intervalo cerrado a 5 x 5 b y derivables 
en el intervalo abierto a < x < b, siendo g'(x) # 0, existe, al menos, un valor de x, x = xo. comprendido entre a y b, 
en el que se verifica 

Supongamos que g(b) = da) ;  según el corolario del teorema de Rolle, g'(x) = O en algiin x comprendido entre a y b, 

lo cual es contrario a la hipótesis; por tanto, g(b) # g(a). Hagamos f(b)-f(a) = K(constante), y formemos la funcibn 
g(b) -¿?(a) 

Ahora bieii, esta función cumple las condiciones del teorema de Rolle (como faicilmente se puede comprobar) y, por 
tanto, F'(x) = f'(x) - Kg'(x) = O al menos para algún valor de x, x = x, comprendido entre a y b. Así pues, 

K=- '  - - ( )  como queríamos demostrar. 
g '(~0) - ¿?(a) 
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14. Un arco PQ de la curva y = f ( x )  es dncavo en la regibn situada por encima de la cuerda PQ y convexo por debajo de 
ella. Demostrar que si f (x)  y f ' (x) son continuas en el intervalo cerrado a 5 x 5 b y f'(x) tiene el mismo signo en el 
intervalo a < x < b, se verifica: 

(1) f (x)  es cóncava en el intervalo a < x < b cuandof"(x) > 0, I Y 

(ii) f(x) es convexa en cl intervalo a < x < b cuando/"'(x) < 0. 

La ecuación de la cuerda PQ que une los puntos P[a, f(a)] 

f(b)-f(a). Sean A y B 10s Y QIb,/(b)Ies:y =f (a)  + (x-a) b-a 
puntos sobre el arw y sobre la cuerda, respectivamente, cuya 
abscisa es x = c, a < c < b; las ordenadas correspondientes 
ser8nf ( 4  Y 

(i) Tendremos que demostrar que 

f (4 < ( 6 - 4  - f ( a )  +@-a)  - f ( b )  
b- a 

cuandof"(x) > O. Según el teorema del valor medio, f ( 4  -f (a) 
c- a 

=f'(n, siendo E un punto comprendido entre c y a y f (b) - f  (c) 
b- c 

=f'(q), en donde q es un punto wmprendido entre c y b. Comof''(x) > O en el intervalo o < x < b, f'(x) será una 

función creciente en el intervalo y f'(0 <f'(~). Por tanto, f(c)-f(a) < f(b)-f(c), de donde se deduce 
c- a b- c 

f ( 4  < (b-c).f(a) + (c -a) ' f (b )  
b- a 

como se quería demostrar. 

La demostracibn de (ii) se deja como ejercicio para el alumno. 

15. Demostrar que si f ( x )  y sus (n - 1) primeras derivadas son funciones continuas en el intervalo cerrado a 5 x 5 b 
Y f(")(x) está definida en el intervalo abierto a < x c b, existe un valor de x, x = x,, comprendido entre a y b, en el 
que se verifica: 

f'(4 f (b) = f (a) + - (b - a) + - f " ( ~ )  (b -u))' + . . . + 
f ( M  (a) /(") (XO) (b - a)m 

l !  2 !  (n- 1 )  ! n !  (b - a)"-] + - 

En el caso particular de que n - 1 ,  se obtiene el teorema del valor medio. La demostracibn que se hace seguida- 
mente es analoga a la del Problema 12. Sea K un número tal que se verifique: 

f '(01 (b - a) + L39 (b - + . . . + 
f ( M - 1 )  (a) 

(1) f (6) = f (a) + (b - a)" -l + K(b - a)" 
2 !  (n-  1) ! 

Y consideremos 

f '(4 /"(x) (b - r)' + . . . + R x )  = f (x) -f (6) + -- (b - x )  + - f(m'"(x) (b-x)n-~ + X(b-xp 
l !  2 !  ( n - l ) !  

Ahora bien F(a) = O por (i) y F(b) = O. Por el teorema de Rolle, existe un x = x,, siendo a < x, < b, tal que 

f ( ~ 0 )  Entonces K = - e (i) se convierte en 
n !  

f '(0) f 'm (a) f''(a) (b - a)' + + -- f(b) = f ía )+- (b- a)+-  (b - a)"-l + f '"l ( x 3  
l !  2! ( n - l ) !  n !  (b - a)" 
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Problemas propuestos 
16. Hallar un valor x,  que cumpla las condiciones del teorema de Rolle para las funciones 

(a) f (x )  = xe - 4x + 3, 1 < x < 3 Sol. x, = 2 
(b) f (x )  = sen x, O < x d n Sol. x, = &n 

(c) f (x) = cos X, n/2 < x < 3n/2 Sol. x, = n 

17. Hallar un valor x ,  que cumpla las condiciones del teorema del valor medio para las funciones 

(a) y = xa, O < x < 6 Sol. x, = 2 f i  

(b) y = axe + bx + c, xl ,( x 6 xa Sol. x, = i (x ,  + x,) 

(c) y = Inx. 1 < x < 2e 
2e - 1 

Sol. x, = - 
1 4  In2 

18. Obtener un valor aproximado de (a) fi, (b) (3,001)', (c) 11999, aplicando el teorema del valor medio. 
Sol. (a) 3,875, (b) 27,027, (c) 0,001001 

19. Aplicar el teorema del valor medio para demostrar que: 

X X 
(a) tag x > x,  O < x < hn; (b) - < A r c t a g x ~ x , x > O ; ( c ) x < A r c s e n x <  O < x < l .  

1 + xs d m '  

20. Demostrar que I f (x) - f (xl)  I < lx - x, 1, siendo x, un nlimero cualquiera, cuando (a) f (x) = sen x, (b) f(x) = cos x. 

21. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que: 

(a) Si f '(x) = O en todos los puntos del intervalo cerrado a < x < b, se verifica f (x)  = f(a) = c (constante) en todos 
los puntos del mismo. 

(b) f ( x )  es creciente al aumentar x en el intervalo cerrado a 5 x 5 b, si f ' (x) > Oen todos los puntos del mismo. 
Ind. Sean x, < x, dos puntos del intervalo; f(x,) = f(x,) + (x, - x,) f'(x,), x, < x,  < xz. 

22. Aplicando el teorema del Problema 21(a), demostrar que si f (x )  y g(x) son dos funciones distintas pero f'(x) = g'(x) en 
todos los puntos de un intervalo, f (x)  -g(x) = c # O (constante) en el citado intervalo. 

23. Una funci6n f (x) tiene un punto critico en x = x,, si f '(x) cambia de signo cuando x pasa por x = x,. Sean x, < x, . 
< x,-, < x, distintos puntos críticos de la función f(x). Demostrar que f (x) = O tiene como miximo una raiz real en  
cada uno de los intervalos x < x,, x, < x < x,, e ,  x,-~ < x < x,, x > x,. 

24. Demostrar que si f (x )  = O es una función de grado n con n raíces simples, la funcibn f'(x) = O tiene exactamente n - 1 
raíces simples. 

25. Demostrar que x3 + px f q = O tiene (a) una raíz real si p > O. (b) tres raices reales si 4p3 + 27qs < 0. 

26. Hallar un valor x ,  que cumpla las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones 

(a) f ( x ) = x a + 2 x - 3 , g ( x ) = x a - 4 x + 6 ; a = 0 , b = l i  sol. 4 
(b) f (x )  = sen x, g(x) = cos x ;  a = 4 6 ,  b = 4 3 .  sol. a,. 

27. Aplicando el teorema del valor medio generalizado (VIII), demostrar que: 

(a) se puede sustituir x por sen x para x < 0,31 con un error menor que 0,005. 

Ind: Para n = 3, sen x = x - i x 3  cos x,. Por otra parte, 4 Jx3 cos xol _( 4 lx91 < 0,005. 

(b) Se puede sustituir x por x - x3/6 para x < 0,359 con un error menor que 0,00005. 



Capítulo 22 
Formas indeterminadas 

EL CALCULO DE LA DERIVADA de una función f(x) por la regla de los cuatro pasos, dada en el 
Capitulo 4, considera la expresión 

lirn f(x + Ax) -f(x) F(A x) = lirn --- 
Ax+O (X + Ax) -- X Ax+O G(Ax) 

Cuando los límites del numerador y del denominador de la fracción son ambos iguales a cero la 
expresión (a) presenta la forma indeterminada 0/0. En el Problema 5 del Capitulo 2 vimos algunos 
ejemplos de este tipo. 

3 ~ - 2  
Análogamente, la expresión lim - (ver Problema 6, Capitulo 2) presenta la forma inde- 

x+Cg 9x + 7 
terminada -/m. Estos símbolos, así como otros que veremos posteriormente (O m, m - m, 0°, 
m" y la) carecen de significado aritmético y no tienen otro alcance que el de recordar los limites 
de las funciones con que se opera. 

FORMA 0/0. 
Regla de L'Hbpital. Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el intervalo O < (x - al < 8 

siendo a un número, y g(x) # O para todos los valores de x del intervalo, de manera que lirn f(x) 
/ f f  "1 %+a 

= O y lim g(x) = O, si existe o es infinito el lirn %, se verifica: 
x-ca x+a g ( 4  

x'-81 
Ejemplo 1: lim - es de la forma indeterminada 010. Por tanto 

-8 x- 3  

ux x -  - 01 lim , = lim4xa = 108, osea lim = 108 
r c r  X - 3  

(Ver Problemas 1-7.) 

Nota. La regla de L'H6pital implica que lirn f(x)/g(x) = lim f(x)/g(x). En algunos problemas 
*a+  x+a- 

(concretamente en el Problema 8) se demuestra la existencia de uno de estos limites. 

FORMA w/m. 
La regla de L'H6pital sigue siendo válida si efectuamos una o ambas sustituciones en las hi- 

pótesis : 

(i) «lim f(x) = O y lirn g(x) = O» se sustituyen por «lim f(x) = w y lirn g(x) = m», 
x+a X-a X-ca x+a 

(ü) ((siendo a un número» se sustituye por «a = +m, -m, O m» y «O < (X -al < 8)) se SUS- 
tituye por (( lx ( > M». 

xZ 
Ejemplo 2: lim - es de la forma indeterminada coja. Por tanto, 

-+m e' 

(Ver Problemas 9- 1 1 .) 
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FORMAS O oo e oo - oo. 

Estas formas se pueden tratar como las anteriores reduciéndolas, previamente, a una de las 
formas 010 o ao/ao. Por ejemplo: 

xa 
lim xae-x es del tipo'0 ao y lim - es del tipo oolao; 

X++OO x + + ~  ea 

X- sen x 
es del tipo oo - oo y lirn 

X-DO -0 ( ,,x ) es del tipo 0/0. 

(Ver Problemas 13-1 6.) 

Si lirn y conduce a uno de estos tipos, lim (ln y )  es de la forma O ao. 

Ejemplo 3: Hallar lim (seca 2x)coi' ". 
x-O 

Este es del tipo la. Sea y = (secJ 2xPt' a+; tendremos In y = cota 3x ln seca 2x = 
3InsecZr 

taga 3x 
y lim In y es del tipo 010 

X-DO 

3 Insec2x 
Ahora bien, lim = lim 

6 tag 2x tag 2x 
= lim - , ya que lim seca 3x = 1, es del tipo 0/0. 

x-.~ taga 3x -o 6 tag 3x sec2 3x -O tag 3x -o 

tag 2x 
Así pues, lirn - = lirn 

2seca2x 2 
= - 

x-o tag 3x x-o 3 seca 3x 3 ' 

Como lim In y = 213, lim y = lim (seca 2xpt' s+ = &J. 
1-0 X-0 X-0 

(Ver problemas 17-19.) 

Problemas resueltos 

1. Demostrar la Regla de L'Hapital: Dadas las funciones f (x) y g(x), derivable en el intervalo O < (x - a 1 < d, siendo a un 
número, y g(x) # O para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f (x) = O y lim g(x) = O, si existe o es 

x+a x-cp 

f'(x) infinito el lirn 9, se verifica: iim fi = lim 
1-118 (x) ,+a g(x) -=g ( 4  

Sustituyendo b por x en el teorema de Cauchy (Capítulo 21), teniendo en cuenta que f (a) = g(a) = 0, tendremos, 

f (x) - f (a) - f (x) f '(~0) ---=- 
g(x) - d a )  g(x) g'(x0) 

en donde xo está comprendido entre a y x. Ahora bien, cuando xo -, a, x -+ a y, por tanto, 

x ' + x -  2. Hallar lim 6. Cuando x -r 2, el numerador y el denominador tienden a a r o .  
x+a xa- 4 

Aplicando la regla de L'HBpital lim x ' + x - 6  - 2 x + 1  5 - lim. =-  
-a xa-4 -a 2x 4 ' 

x + s e n 2 x  
3. Hallar lim Cuando x + O, el numerador y el denominador tienden a cero. 

-0 x - sen 2x ' 

x + sen2x 
Aplicando la regla de L9H6pita1 - sen Zr = lim 

-- = -3. 1 + 2 c o s 2 x  1 + 2  - 
-0 1-2cosZr 1- 2 

e"- 1 e"- 1 e" 
4. Hallar lim - lim - = lim - = m. 

-0 xa -0 xa -0 2.X 
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e'+ e-* -x2-2 
5. Hallar lirn 

x - r ~  sena x - x2 ' 

Cuando x + O, el numerador y el denominador tienden a O. Aplicando la regla de L'HBpital 

. eZ + e-'-x9-2 e'-e-+- 2x 
11m = lim 
X + ~  sena x -xP x + ~  sen2x-2x 

Como la funcibn que resulta es de la forma indeterminada 010, aplicamos la regla de nuevo: 

e + +  e-+-xP-2 ez-e-2-h e+ + e-+-2 
lim - = lim = lim 
-0 sens x- xa x+o sen2x -2x x + ~  2 c o s b - 2  

La función que resulta ahora es tambibn de la forma indeterminada 010. Por consiguiente, sin detallar los pasos inter- 
medios, resulta: 

e' + e-'- xa - 2 e'- e-+-& e' + e-'-2 
I h  = lim = I h  
= - + O  sen2 x - x2 sen2x-2x e. 2cos2x-2 

e+ - e-+ e+ + e-' 
= lim = lim - 1 --- 

=-LO -4sen2x e,, -8cos2x 4 

x'-x'-X-2 3x9 - 2x - 1 6 ~ - 2  
= lim 6 6. Criticar la solucibn: Iim = lim - = l h  - = 1. 

=-+, x a - 3 ~ ' + 3 ~ - 2  e s  3 x 8 - 6 ~ + 3  r c r  6 ~ - 6  r c a  6 

La funcibn dada es de la forma indeterminada 010 y, por tanto, se puede aplicar la regla de L1H6pital, pero la funcibn 
resultante no es indeterminada (su Iímite es 7/3), con lo cual, las sucesivas aplicaciones de la regla careoea de justificacibn. 
Este tipo de errores es muy frecuente. 

x'-x9-x+1 - 3x9-2x-1 6x-2 7. Criticar la solucibn: lim - - = = 2 .  
-8 xa-2xa+x  3 x a - 4 ~ + 1  6 ~ - 4  

xa-xa-X+ 1 3x2 - 2x - 1 6x-2 La solucibn correcta es: lim = lim = lim -- = 2. 
-1 x ' - ~ x ~ + x  ~ 1 3 ~ ' - 4 ~ + 1  - 1 6 ~ - 4  

El resultado era el verdadero, pero no estaba correctamente expresado. 

sen x 
8. Hallar lirn 

r + n +  d i T i .  
sen x lim cos X 

= lim 
+ r n  '+n+ f (X - n) -m = l im 2(x - 1r)ll2 a s  x = O 

z+n+ 

En este caso, se pide el límite cuando x tiende n disminuyendo hacia el, porque en otro caso (x - n)li2 es imaginario 

ln x 
9. Hallar lim -. 

'++a0 X 

In x 1 IX Cuando x +  + a, el numerador y el denominador tienden a +a. Por tanto, lirn - = lirn - = 0. 
-+a0 x &+m 1 

In sen x ln sen x cos xlsen x 
10. Hallar lim 1 im = lim = lim cosEx = 1. 

-o+ In tag x ' -,+ In tag x ,O+ seca xltag x ,O+ 

cot x 
11. Hallar lim - . cot x lun -- = lim csc' x cscax ccot x 

= lirn 
r r o  COt 2x ' -0 COt 2x -0 2 csca 2x '-+O 4 cscP 2x cot 2x 

Como vemos. después de cada aplicacibn de la regla de L'H6pital se obtiene una forma indeterminada del tipo mlm. 
Por ello, se debe intentar resolverlo efectuando, previamente, una sustitucibn trigonombtrica: 

cot x - lim fag2x = lim lim - - 2 seca 2x 
= 2 -,, cot 2x -o tagx -o secax 
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f(x) = ,. 12. Siendo lim f(x) = 0 y lirn g(x) = 0. Demostrar que si lh e = L. ~c ven& IM - 
=-.+m %-++m =-++m g (x) -+m g(x) 

f(x)  Tomando x = lly. Cuando x++ a, y + O+ y lim - - - lim fo. De donde 
=--+'m g(x) Y-+,+ g(lly) 

d 
f ( lh)  

= lim = iim . f (11~) = f (x) 
d lim - -o+ dy d1Iy) -o+ g(lly) t++m g(x) 

13. Hallar lirn (xl ln x). 
-o+ 

Cuando x+  O+, xl+ O y ln x+ -m. ln x Por tanto, -- 
I/x' es una forma indeterminada del tipo mlm. 

1 -tagx -secax 14. lim (1 - tag x) sec 2x = lim = lim - - - 1. 
=-+n/a ~ n / r  cos h *ttn/r - 2 sen 2.r 

1 e'-1-x - ef - 1 -- = lim - lim --- - e' - lim 1 - - -  
e - )  -e x<r.-1) , o x e s + e f - l  -o x e f + 2 e r  2 '  

1 - w s x  sen x 16. lim (a x - cot x) = lim = lim - - - O. 
-0 sen x -0 w s  x 

17. Hallar lim x'l('-l). (Es del tipo la.) 
-1 

ln x O 
Sea Y = x"(+-l). Tendremos ln y = -- es una forma indeterminada del tipo -. x-1 O 

ln x IIx - 1 lirn In y = lim - = lim - - 
-1 * i x - 1  -1 1 

Como In y+  1 cuando x +  1, y+  e. Asi pues, el lImite es igual a e. 

18. Hallar lim (tag x)-5 (Es del tipo m".) 
-'lrn- 

ln tag x 
Sea Y = (tag x)- =. Tendremos In y = cos x ln tag x = - aJ 

es del tipo -. 
sec x w 

ln tag x lim ln y = lim = lim seca xltag x w s  x = lim - - - 0  
-1lrn- WI/,.S- SeC X H i l a n -  Sec x tag x z+ I /~ -  sena x 

Como In y + O cuando x-+ +n-, y+ l. Así pues, el limite es igual a 1. 

19. Hallar lirn xlm =. (Es del tipo O".) 
*o+ 

w 
Sea y = xlanZ. Tendremos ln y = sen x ln x = - ln es una forma indeterminada del tipo_. 

CSCX 

ln x 1 Ix sena x 2senxcosx lim ln y = lim - - - lim = lim = lim = O  
*O+ . - + O +  CSC x ,o+ - csc x cot x ,,+ - x cos x ,+ x sen x - cos x 

Como ln y-+ O cuando x + O+, y + 1. Así pues, el límite es igual a 1. 

1/Z+x' = lim X 
U). Hallar lim lim i 2 T P  = lim -- , etc. 

=-++m =-+m - tm 2 / 2 2  -+a x 

= por ejemplo, iim = lim ]EaT' 
-+m x =-++m -+.a iim VF = l .  
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21. La intensidad de corriente por una bobina de resistencia R y coeficiente de autoinduccibn L, conectada a una fuerza 
E 

electromotriz constante E viene dada, en funci6n del tiempo t ,  por: i = -(1 - Obtener una f6rmula de apli- R 
caci6n en el caso de que la resistencia R sea muy pequefia. 

E(l-  e-"<&) - - t E t  
lim i = lim . 

lim E - e - R t l L  = - 
R r O  R e 0  R - O  L L 

Problemas propuestos 
Hallar 

22. lirn %'- 256 = 256 
' -4 2 - 4  

zl- 3% - 
24. lirn 7 - 1/2 

r - 3  x - 9  

ex - e' 
25. lirn - = e' 

'-2 2 - 2  

se= = -1 26. lim - 
= + o  1 - er 

e' - 1 
27. lim - = 1/2 

=,O tag 22 

28. lim l n ( 2 + z )  = 
.,-1 z + l  

cosz - 1 
29. lim = 1/4 

=,o cos 22 - 1 
- 

30. lim = 4 
=,o senz 

8'-2' - 1 
31. lirn - - - ln 2 

=*O 4% 2 

2 arc  tag z - z = 
32. !% 22 - arc sen z 

ln sec 2% = 
33. !% ln sec z 

ln cos z 
34. lirn - = -1/2 

=*O X' 

cos 22 - COS z 
35. lim - sen2 - -3/2 

=H o 

In z 
36. lirn - = O 

x-. +, fi 
csc 62 

lim - = 1/3 37- I* so csc 22 

38. lirn S z +  21nz  = 
,,+, z + 3 l n z  

z4 + zs 39. lirn - = O 
= - - k S  e'+ 1 

ln cot z 
40. lirn - = O ,,+ 2 

41. lim e' + 3%' = l / 4  
4er+2xs 

42. lirn (e' - 1) cot z = 1 
C,  o 

43. lirn z'e' = O 
C+ - 9  

44. lirn z csc z = 1 
L- O 

45. lirn csc rz ln z = -l/n 
r h  1 

46. lim e-*' sec'z = O 
+*rAñ- 

47. lirn ( z  - arc sen z)  cscl z = -1/6 
+- o 

50. lim (seca z - tag3 z )  = m 
=* HR 

52. lim ( A  - ) = -113 
'-.O 2' 1 - COS z 

54. lim z' = 1 
z*o+ 

55. lirn (cos z)"' = 1 
'-1 O 

56. lim (er+ 32)''' = e4 

2-0 

57. lirn (1 - e-=)*= = l / e  
x-. + m  

58. lirn (sen z - cos z)"" = 
x- HR 

l /e  

59. lirn (tag z)'"" = 1 
=**m- 

60. lim zL.t*R' = e-"" 
', 1 

61. lirn (1 + 1/z)' = e 
z-. +r 

62. Hallar: ' = lim L. lim 1-ex  = 1, 
+ n - z  . -o l+z . -o in( i -E)  

e - S" 
2' - O, (c) iim - = O (b) lirn - - 

=* +=  33Z +-.o+ 2' 

63. Hallar lns z lirn - ln'Ooo x = 0. Idem, lirn - 
2- + m  X' = + + a  X' 



Capítulo 23 
Diferenciales 

DiFERENCIALES. Dada la función y = f(x) se define: 

(a) dx, leido diferencial de x, por la relación dx = AA. 
(6) dy, leido diferencial de y, por la relación dy = f'(x)dx. 

La diferencial de una variable independiente es, por definición, el incremento que experimenta; 
sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o función no es igual a su incremento. 
(Ver Fig. 23-1 .) 

Ejemplo 1: 
Dada la función y = xa, dy = 2x dx, mientras que, Ay = (x  + - xt = 2x d x  + (AX)* = 2x dx + (dx)*. 

La Fig. 23-2 muestra una interpretacibn geomdtrica en la que se puede observar que Ay y dy se diferencian en el 
pequefio cuadrado de Area (&)a. 

. . 

i d y  = z d z  dz - 

Fig. 23-1 Fig. 23-2 

LA DIFERENCIAL, dy, se puede hallar aplicando su fórmula de definición, o bien por medio de las 
reglas del cálculo de derivadas. Algunas de estas son: 

d(c) = 0, d(cu) = c du, d(uv) = u dv + v du, 

- = 
vdu- udv du , d(sen u) = cos u du, d(ln u) = -, etc. 

u 

Ejemplo 2: Hallar dy en las funciones siguientes: 

(a) y = x a  + 4xP-5x  + 6 

3 d ) ~  = i ( 2xS  + 5)'Ia d(2xa + 5)  = f(ba + 5)'fZ . 6xa d~ = 9x'(2x3 + 5)'IP & 
(Ver Problemas 1-5.) 

CALCULO APROXIMADO DE INCREMENTOS POR MEDIO DE LA DIFERENCIAL. Si dx = dx  
es relativamente pequeño con respect0.a x, el valor de Ay se puede obtener aproximadamente ha- 
llando dy. 

Ejemplo 3: 
Sea y = xP + x + 1 y supongamos que x sufre un incremento desde x == 2 hasta x = 2,Ol. La variacibn real 

correspondiente a y es Ay = {(2,01)a + 2,01 + 1 )  - {2a + 2 + 1)  = 0,0501. Haciendo x = 2 y dr = 0,01 podemos 
obtener, aproximadamente, el valor del incremento de y. hallando dy = f ' (x )  dx = (2x + 1) dx = {2(2) + 1). 
0,Ol = 0,05. 

(Ver Problemas 6-10.) 
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5. x =  3cosO-cos38, y = 3sen8-sen30. 
dy cos 8-cos 30 

dx = (- 3 sen O + 3 sen 30) de, dy = (3 cos O - 3 cos 30) ú0, y dx = 
-sen8+sen38 

6. Aplicando el cálculo diferencial, hallar aproximadamente (a) m, (b) sen 60"l'. 

1 1 -1 
(a) Para y = xll', dy = - 3xya 

dr. Tomando x = 125 = SS y dr = -1. Obtenemos dy = 
3(125)~s (-') = 7 

= 4 ,0133  y, aproximadamente, m = y + dy = 5 - 0,0133 = 4,9867. 

(6) Para x = 60' y dr = 1 ' = 0,0003 rad, y = sen x = f i 2  = 0,86603 y dy = cos x dr = i(0.0003) = 0,00015. 
De donde, aproximadamente, sen 6001' = y f dy = 0,86603 + 0,00015 = 0.86618. 

7. CalcularAy, dy, e Ay, - dy siendo y = ixa + 3x, x = 2, y dr = 0,s. 

AY = {#(2,5)a + 3(2,5)) - {4(2)' + 3(2)) = 2,625. 

dy = (X + 3)dx = (2 + 3)(0,5) = 2,s Ay - dy = 2,625 - 2,s = 0,125. 

8. Hallar, aproximadamente, la variacibn experimentada por el volumen de un cubo de arista x cuando esta se incrementa 
en un 1 %. 

V = xa y dV = 3xadr. Para dr = 0.01x. dV = 3xa(0,01x) = 0,03x1cma 

9. Hallar el peso aproximado de un tubo de cobre de 2 metros de longitud y 2 centímetros de diámetro interior y 2 mili- 
metros de espesor. El peso específico del cobre vale 9 000 kp/ma. 

Calculemos, en primer lugar, la variaci6n de volumen cuando el radio r = 0,01 m se sustituye por dr = 0,002 m. 

Y = 8nrP y dV = 16rr dr = 16r(0,01)(0,002) = 0,00032 nm2 

El peso buscado es 9 000 (0,00032~) = 9 kp. 

10. Hallar los valores de x para los cuales se puede sustituir C p o r  $'a con un error menor que 0,001. 

Para y = x1I6 y dr = 1, dy = # ~ - ~ ~ d x  = ix-Y6. 

Si #x-'16 < tendremos x - ~ ~  < 5 lo-) y x-a < S6 10-16. 

1 W@ 
Si x-' < 10 . . lo-", tendremos x' > - lo4 

31 250 y x > -- = 752,l. q m o  

11. Aproximar las raíces reales de xs + 2x - 5 = O, o bien, xs = 5 - 2x. 

(a) Sobre el mismo sistema de ejes, se construyen las curvas y = x% y = 5 - 2x. 
Las raices de la ecuacibn dada son las abscisas de los puntos de intersección. 
Del gráfico se deduce que existe una raiz cuyo valor aproximado es x, = 1,3. 

(b) Una segunda aproximaci6n de esta raiz es 

La división se ha calculado con dos cifras decimales ya que inmediatamente después de la coma, la cifra corres- 
pondiente es cero. Ello está de acuerdo con un teorema que dice: si en una división resultan k ceros inmediatamente 
despues de la coma, el cociente debe calcularse con 2k cifras decimales. 

(c) Efectuandc una tercera y una cuarta aproximacibn, tendremos: 
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12. Aproximar las raiccs de la ecuación 2 cos x - xa = 0. 

(a) Las curvas y = 2 cos x e y = x2 se cortan en dos puntos cuyas abscisas son, aproximadamente, 1 y -1. ObsCrvese 
que si una de las raíces es r, la otra debe ser -r. 

2 COS 1 - 1 
= 1 +  

2(0,5403) - 1 
(b) Para x, = 1 : x, = 1 - 2(0,8415) + 2 

= 1 + 0.02 = 1.02. 
-2sen1-2 

(c) x3 = I,O2- 0,0064 2c0s(1i02)-(1p02)' = ] , 0 2 + = 1 , 0 2 + 0 , M ) 1 7 = 1 , 0 2 1 7 .  
-2 sen(l,02) -2(1,02) ' 3,7442 

Por tanto, con cuatro cifras decimales, las ralces son 1,0217 y -1,0217. 

Problemas propuestos 
13. Hallar dy en las funciones siguientes: 

(a) y = (5 - x)= Sol. -3(5 - x)' dr (d) y = cos bx' Sol. - 2bx sen bxa dx 

-2 
(b) y = e&' Sol. 8xed dx (e) y = arc cos 2x Sol. 41-G~ dx 

XCOSX-senx 2 dx 
(c) Y = (sen x)lx Sol. dr (fl y = ln tagx Sol. - xa sen 2x 

14. Hallar dyjdr como en los Problemas 2-5. 

(a) 2xya + 3x2y = 1 Sol. - 2y(y1 + 3x) 
3x(2ya + x) 

Y (c) arc tag - = ln (x' + ya) & + Y  Sol. - 
X x-2y 

cos(x-y)-y 
(b) xy = sen (x -y) Sol. (d) x1 In y + ya In x = 2 

cos(x-y) + x 
Sol. 

(2x9 ln y + ya)y 
(2y1 ln x t- x3x 

15. Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, un valor aproximado de (a) m, (b) m, (e) cos 59", (d) tag 44" 
Sol. (a) 2,03125, (b) 3,99688, (e )  0,5151, (d) 0,9651. 

16. Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, el incremento de (a) x3 cuando x pasa de 5 a 5,Ol; (b) l/x cuando x disminuye 
de 1 a 0,98. Sol. (a) 0.75, (6) 0.02. 

17. Un disco metálico se dilata por'la acción del calor de manera qu? su radio aumenta desde 5 a 5.06 centímetros. Hallar 
el valor aproximado del incremento del área. Sol. O,& = 1,88 cma. 

18. Una bola de hielo de 10 centímetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor 9,8 metros. Hallar, aproxi- 
madamente, la disminución que experimenta (a) su volumen y (b) su superficie. Sol. (a) 80n cm3, (b) 16n cms. 

19. Za velocidad (metros por segundo) de un cuerpo en función de un parámetro h viene dada por v = 2/- Hallar el 
error en v debido a un error de 0.5 metros en la medición de h si este vale 100 metras. Sol. 0,2 mis. 

20. Si un aviador vuela alrededor de la tierra a una altura de 3,2 kilómetros sobre el ecuador, calcular cuántos kilómetros 
recorrerá más que una persona que la circunda por el ecuador. Sol. 20,2 km. 

La precisión con que se puede medir el radio de un circulo es de 0,001 centímetros. Sabiendo que se quiere obtener su 
área con una aproximación de 0,l centímetros cuadrados, hallar el máximo radio con el que se puede conseguir dicha 
medición. Sol. Aprox. 16 cm. 

22. Hallar el volumen V sabiendo que pV = 20 y que la medida de p es 5 f 0,02. Sol. 4 'f 0,016. 

23. Hallar el radio r sabiendo que F = I/r2 y que la medida de F e s  4 f 0,05. Sol. 0.5 7 0,003. 

24. Hallar la variación del área total de un cono recto circular cuando (a) permaneciendo constante el radio, aumenta su 
altura en una cantidad muy pequeíía, (b) permaneciendo constante la altura, el radio aumenta en una cantidad muy 
pequefia. 

Sol. (a) 
lrrh dh h2 + 2r2 

4 x 2  ' 

25. Hallar con cuatro cifras decimales (a) la raiz real de x3 + 3x + 1 = O, (b) la menor de las raíces de e-z = sen x, (c) la 
raíz de x2 4- !n ,Y = 2, (d) la raiz de x - cos x = O. Sol. (a) -0,3222, (b) 0,5885, (e) 1,3141, (d )  0,7391. 



Capítulo 24 
Trazado de curvas 

UNA CURVA ALGEBRAICA PLANA es aquella cuya ecuación puede escribirse en la forma general 

a y  + (bx + c)y-' + (dxe + ex +f  )Y-' + . - = O 

en donde un@) es un polinomio de grado n. Seguidamente veremos las propiedades de este tipo 
de curvas. 

SIMETRIA. Una curva es simétrica con respecto a 

(1) el eje x, si su ecuación no varia al cambiar y por -y; 

(2) el eje y, si su ecuación no varia al cambiar x por -x; 

(3) el origen, si la ecuación no varía al cambiar x por -x e y por -y simultáneamente; 

(4) la recta y = x (bisectriz del primer cuadrante), si la ecuación no varía al intercambiar x con y. 

INTERSECCION CON LOS EJES. Los puntos de intersección con el eje x se obtienen despejando x 
en la ecuación y = O. Los puntos de intersección con el eje y se obtienen despejando y en la ecua- 
ción x = 0: 

CAMPO DE VARIACION. El campo de variacidn horizontal es el de la variable x, es decir los intervalos 
de x en los cuales está definida la función. 

.El campo de variación vertict~l es el de la función y. 

Un punto (x,, y,) recibe el nombre de punto aislado de la curva si sus coordenadas satisfacen 
la ecuación de ésta, no sucedien.do lo mismo con puntos infinitamente próximos a 61. 

MAXIMOS, MINIMOS, INFLEXION Y CONCAVIDAD. Ya se han estudiado en el Capitulo 8. 

ASINTOTAS. La asintota de una curva es una recta cuya posición viene definida por el límite de una 
secante cuando los dos de puntos de intersección se aproximan indefinidamente a lo largo de ella. 

Una curva tiene asintotas verticales cuando el coeficiente de la mayor potencia de y, escrita la 
ecuación en la forma anterior, es una función de x formada por uno o más factores lineales (reales). 
A cada uno de estos factores corresponde una asintota vertical. 

Una curva tiene asíntotas horizontales cuando el coeficiente de la mayor potencia de x, escrita 
la ecuación en la forma axn + (by + c)x"-l + (dy2 + ey + f ) ~ - ~  + . . . =O, es una función de y 
formada por uno o más factores lineales (reales). Cada uno de estos factores corresponde a una 
asíntota horizontal. 

Para obtener las ecuaciones de las asíntotas oblicuas: 

(1) Se sustituye y por mx + b en la ecuación de la curva y se ordena ésta en la forma 

(2)  Resolver el sistema de ecuaciones Frrnado por a, = O y a, = O, y hallar los valores de m y b. 

(3) Para cada par de valores m y b se obtiene una asintota de ecuación y = mx + 6. 
Si a, = O, para hallar el valor de b se resuelve el sistema formado por a, = O y a, = O 

para obterier (3). 
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PUNTOS SIN,GULARES. Un punto singular de una curva algebraica es aquel para el cual la expresión 
dyldx presenta la forma indeterminada 010. 

Para hallar los puntos singulares de una curva se obtiene - dy = - g(x)  y, sin efectuar s impl ib-  
dx h(x) . r 

ciones de factores comunes, se determinan las raíces comunes de g(x) = O y h(x) = 0. 
Si (.u,, y,) es un punto singular de la curva, se puede facilitar su estudio posterior efectuando 

los cambios x = x'.+ x,, y = y' +y , .  En el nuevo sistema de coordenadas, el punto singular 
es el origen (0,O). 

PUNTO SINGULAR EN EL ORIGEN. La ecuación de una curva que pasa por el origen se puede poner 
en la forma 

Si al = b, = O el origen es un punto singular de la curva. 
Si a, = b, = O no siendo nulos a,, b ,  y c ,  simultáneamente, el punto singular recibe el nombre 

de punto doble. 
Si al = b, = a ,  = b ,  = c,  = O, no siendo nulos a,, b,, c, y d, simultáneamente, el punto sin- 

gular recibe el nombre de punto triple y así sucesivamente. 

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DOBLES EN EL ORIGEN 

(1) Se sustituye y por mx en el término a$2 + b,xy + c g 2,  obtenitndose (cf12 + b# + a,)x2. 
(2) Se despeja m de la ecuación cgn2 + b f l  + a ,  = 0. 

Si las raíces m! y m ,  son reales y distintas, la curva tiene dos tangentes, y = mlx 
e y = m,x en el origen y el punto doble recibe el nombre de punto nodal. 

Si las raíces son reales e iguales, la curva tiene una tangente en el origen y el punto 
doble recibe el nombre de 

(a)  retroceso, siempre que~la curva no continúe desputs del origen. 

(b) tacnodal, siempre que la curva continíie después del origen. 

En algún caso, el origen puede ser un punto aislado. 

Si las raices son imaginarias, el origen es un punto doble aislado. 

Noda l Retroceso Retroceso Tacnodal Punto aislado 

Fig. 24-1 

B. c ,  = O, a ,  # O.  

Se sustituye x por ny en el término a& + b s y ,  y se procede como en A. 

C. a ,  = c ,  = O, b ,  # O. 

El origen es un punto nodal y las dos tangentes son los ejes coordenados. 
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Problemas resueltos 

ASINTOTAS 

1. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva y'(1 + x)  = x'(1 - x). 

El coeficiente de la mayor potcncia de y es (1 + x); la recta x + 1 = O es una asíntota vertical. No tiene asíntotas 
horiwntales porque el coeficiente de la mayor potencia de x es una constante. 

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo, 

(m' + l )xa + (m' + 2mb - I)x' + b(b + 2m)x + bz = O ( 1 )  

Se resuelve ahora el sistema formado por las ecuaciones que resultan de igualar a oero los coeficientes de las dos potencias 
más altas de x 

m P + l  = O  y m x+ 2 m b- 1  = O  

Como las soluciones de este sistema son imaginarias, no hay asíntotas oblicuas. (Ver Fig. 24-2.) 

2. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva x a + y a - 6.9 = 0. 

Carece de asíntotas horiwntales y verticales, ya que los coeficientes de las potencias más altas de x e y son mns- 
tantes. 

Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + b. obteniendo, 

Resolviendo el sistema formado por ma + 1 = O y m*b - 2 = O, resultan m = -1, b = 2. La 'ecuación de la asíntota 
oblicua es y = -x + 2. 

Sustituyendo m = -1 y b = 2 en ( i ) ,  la ecuación se transforma en -12x + 8 = O. El punto x = 213 es la abscisa 
del punto de intersección de la curva con su asintota. (Ver Fig. 24-3.) 

3. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva y2(x - 1) - xa = 0. 

El coeficiente de la mhs alta de y es (x - 1); la recta x - 1 = O es una asintota vertical. Carece de asíntotas hori- 
zontales. 

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo, 

Resolviendo el sistema formado por ma - 1 = O y m(2b - m) = O, resultan m = 1, b = & y m = -1, b = - i .  Las 
ecuaciones de las asintotas son y = x + + e y = -x - +. 

La asintota y = x + i ,  corta a la curva en un punto cuya abscisa se obtiene de i ( f  - 2)x - # = O, es decir, x = -f. 
La abscisa del punto de intersección de la curva y la asintota y = -x - + es igual a -*.(Ver Fig. 24-4.) 

PUNTOS SINGULARES 

4. Hallar los puntos singulares de la curva y'( l  + x)  = x'(1 - x). 

Los terminos de la potencia menor son de segundo grado; por tanto el origen es un punto doble. 

Como c, # O, esto es, hay termino en y', sustituimos y por mx en y' - x' e igualamos a cero el coeficiente de xa. 
obteniendose m' - 1 = 0. 

Asi pues. m = f 1 Y las rectas y = x e Y = -x son tangentes a la curva en el origen. El origen es un modo. 
(Ver Fig. 24-2.) 

5. Hallar los puntos singulares de la curva x3 + y a  - 6x' = 0. 

El termino de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 

Como c. = O, sustituimos x por ny en el termino de menor grado e igualamos a a r o  el coeficiente de y*, obte- 
niendo n' = O. Hay una sola tangente, x = O, a la curva en el origen. 

El punto doble es de retroceso, ya que, cuando y = +, la ecuación xa - 6x* -Ea = O tiene, según la regla de los 
signos de Descartes, una raíz positiva y dos imaginarias, y en consecuencia, la curva no continúa despuCs del origM 
(Ver Fig. 24-3.) 
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6. Hallar los puntos singulares de la curva y2(x - 1) - xa = 0. 

El termino de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 

Como c, # O, sustituimos y por tnx en el termino de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de xs, obtc- 
niendo ma = O. El origen es un punto de retroceso, ya que aunque para x < O, y esta definida, para O < x < 1, y es 
imaginario. (Ver Fig. 24-4.) 

7. Dada la función yZ(x2 - 4) = 2 ,  hallar (a) los puntos singulares y (6) las asintotas. 

(a) El origen es un punto doble. Como a, = b, = O y c. # O. el resultado de sustituir y = mx e igualar a cero es 
mP = O. El origen es un punto doble aislado, ya que cuando x tiende a O, y es imaginario. 

(b) Las rectas x = 2 y x = -2 son asintotas verticales. 

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b; resulta, 

Resolviendo el sistema ma- 1 = O y mb = O, se obtienen m = 1, b = O y m = -1, b = O. Las ecuaciones de las 
asíntotas son y = x ey = -x. Las asiiitotas oblicuas cortan a la curva en el origen. (Ver Fig. 24-5). 

TRAZADO DE CURVAS 

8. Estudiar y representar la curva ya(l + x) = xa(l - x). 

Simetrla. La curva es simbtrica con respecto al eje x. 

Interseccidn con los ejes. Corta al eje x en x = O y x = 1. Corta al 
e jeyeny=O.  

Campo de variación. La curva estd definida en el intervalo -1 < x 
6 1 y para todos los valores de y. 

I - 
x q 1  -x 

Mdrimos y mlnimos, etc. La curva consta de dos ramas, y = 
m x  

x V l  -x e y=--- . Para la primera de ellas 
4 1  + x  

Fig. 24-2 

-1 + 4 -1 + * 6 -  2 Los valores críticos son x = 1 y (-1 + f i ) / 2 .  El Punto 
2 

No tiene puntos de inflexión. La rama es convexa. 

Por sirnetrfa. hay un mínimo en S y la segunda rama es convexa. 

Asintotas. La recta (ver Problema 1) x = -1 es una asintota vertical. 

Puntos singulares. El origen (ver Problema 4) es un punto nodal y las tangentes en 61 son las rectas y = x e y = -x. 

9. Estudiar y representar la curva y3 - x2(6 - x) = O. (Ver Figura 24-3.) 

Simetrla. Carece de simetría. 

hterseccidn con los ejes. Los puntos de intersecci6n x = O, x = 6 e y = 0. 

Campo de variación. Esd definida para todos los valores de x e y. 

4 - 4- x day -8 Máximos y mlninios, etc. - - y --=- 
dr xU3(6-x)Wa dr' f13(6-x)6'a ' 

Los valores críticos son x = 0,4,6; el punto (O, O) es un mlnimo y (4, 21"/4) es un tl..Aximo. El punto (6,O) es de inñe 
xi6n; la curva es convexa a la izquierda y c6ncava a la derecha. 

Asintotas. La recta (ver Problema 2) y = -x + 2 es una asintota. 

Puntos singulares. El origen (ver Problema 5) es un punto de retroceso; la tangente en el es el eje y. 
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Fig. 24-3 

y2(z  - 1 ) - zf = 0 

Fig. 24-4 

10. Estudiar y representar la curva ye(x - 1) - x J  = O. (Ver Fig. 24-4.) 

Simetria. La curva es simetrica con respecto al eje x .  

Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son x = O e y = 0. 

Campo de variación. La curva está definida en los intervalos -m < x < O y x > 1 y para todos los valores de y. 

Máximos y rninirnos, etc. Para la rama y = x 

Los valores críticos son x = 0 y 312. El punto (312, 3 f i / 2 )  es un minimo. Carece de puntos de inflexión. La rama es 1/= y esta rama es c6ncava. Por simetria, hay un máximo en el punto (312, - 3 d q 2 )  sobre la rama y = -x - 

convexa. 

Asintotas. Las rectas x = 1, y = x + 4, y = -x - a son asíntotas. (Ver Problema 3.) 

Puntos singuIares. El origen es un punto de retroceso (ver Problema 6). La recta y = O es tangente en di. 

11. Estudiar y representar la curva y2(x4 - 4) = x". 

Simetria. La curva es simdtrica con respecto a los ejes coor- 
denad0s.y respecto del origen. 

Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son 
x = O e  y = 0 .  

Campo de variación. La curva esta definida en los intervalos 
- o o < x < - 2  y 2 < x < + w  y en los - w < y I 4  y 
4 5 y < + w. El punto (O, O) es un punto aislado. 

Mdximos y minimos, etc. 

x P  
Para la rama y = -- , X 3 2 ,  

l / x '  - 4 

El valor crítico es x = 21/21 La rama es cóncava y en el punto 
( 2 f i  4 )  tiene un minimo. 

Por simetría, hay un mínimo en el punto ( - 2 a  4)  y máxi- 
mos en los ( 2 6  -4) y (-2fi 4). Fig. 24;5 

Asintotas, puntos singulares. Ver Problema 7. 
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12. Estudiar y representar la curva (x  1- 3) (x- y 2)  = 4. 
L Y' Y 

Antes de comenzar a estudiar la curva, tratemos de averiguar si l 
tiene algún punto singular. En caso afirmativo se hace una traslacibn de I 

l ejes de forma que el nuevo origen sea dicho punto. I 
l 

d~ ( x +  2 ) ( ~  + 2 + . \ / % ( X  +2--$/3) 
- E  

l 
.Para x = -2, y = O 

dx (X + 3J2y 
I 
I 

o l z 
d~ y - presenta la forma indeterminada-. El punto (-2,O) es un punto I 1 z' 
dx O I 

singular. I 
Haciendo el cambio de coordenadas x = x' - 2, y = y' ,  la ecuacibn I 

dada se transforma en yIa(x' + 1) + x ' ~  - 3xf2 = 0. zt= -1 
1 
I 

Simetría. La curva es simetrica con respecto al eje x'. x =-SI 
I 

Interseccibn con los ejes. Los puntos de interseccibn son x' = 0, 
x' = 3, e y' = 0. (r + 3)(xa + y') = 4 

Campo de variacidn. La curva está definida en el intervalo 
-1 < x' S 3 y para todos los valores de y'. 

Fig. 24-6 
Mdximos y rninimos, etc. 

Para la rama y' = 
x ' d 3 - x '  

Los valores critico~ son x' = 4% y 3. El punto (4% d 6 d 3 -  9) es un mdximo. La rama es convexa. 

Por simetría, (4% t' 61/3- 9) cs un mínimo de la otra rama que es cbncava. 

Aslntotas. La recta x '  = -1 es una asíntota vertical. Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y' por 
mx' + b, obteniendo (ma + 1 ) ~ ' ~  + = O. Carece de aslntotas oblicuas. ¿Por que? 

Puntos singulares. El origen es un punto doble. Cuando y' se sustituye por rnx' en el término de menor grado, 
y'' - 3x4 resulta (m2 - 3)~ 's .  De m2 - 3 = O se deduce m = & 4 % ~  las tangentes (en punto nodal) son y' = f 4%'. 

-- -- 
En cl sistema inicial de coordenadas, (43- 2, 4 6 d 3 -  9) es un máximo y (fi- 2, -4 6 4 3 -  9) es un 

mínimo. La recta x = -3 es una asíntota vertical. El punto (-2.0) es un nodo, las ecuaciones de las tangentes, no- 
dales son y = f d 3 x  + 2)- 

Problemas propuestos 

Estudiar y dibujar las curvas siguientes. 

13. (X - 2) (X - 6)y = Zra 

14. ~ ( 3  - x2)y = 1 

15. (1 - xa)y = x a  

16. xy = (xa - 9)' 

17. Zry = (x2- 1)3 

18. x(xZ - 4)y = xa - 6 

19. y2 = x(x2 - 4) 

20. ya = (x' - 1) (x2 - 4) 

21. xy2 = x2 + 3x + 2  

22. (x' - Zr - 3)y' = Zr + 3 



Fórmulas fundamentales de integración 
UNA FUNCION F(x) cuya derivada, en un cierto intervalo del eje x, F'(x) = f(x), decimos que F(x) es 

la primitiva o integral indefinida de f (x) .  La integral indefinida de una función dada no es Única; 
por ejemplo: x2, xa + 5,  xa - 4 son las primitivas o integrales indefinidas de f ( x )  = 2x ya que 

d d d 
-- (x2 )  = - (x 2 + 5 )  = - (xa  - 4)  = 2x. Todas las primitivas de f (x )  = 2x están representadas 
dx  dx dx 
por la expresión xa +iC, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante 
de integración. 

La primitiva o integral indefinida de la función f (x )  se representa por medio del símbolo f ( x )  I 
dx.  Por ejemplo: 2x dx = x2 + C. I 

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION. Algunas de las expresiones que figuran a con- 
tinuación se deducen de forma inmediata de las fbrmulas de derivación vistas en capítulos ante- 
riores. La fórmula 25 se puede comprobar teniendo en cuenta que 

U + +aa arc sen- + C 
du a 

En algunas fórmulas aparece el signo de valor absoluto. Por ejemplo, escribimos 

5. 

en lugar de 

5(a). S$ = ln u + C ,  u > O 5(b) .  S e = In (-u) + C ,  u < O 
U 

Y 
10. S tag u du = ln (sec u1 + C 

-n lugar de 
1O(a). tag u du  = ln sec u + C,  siendo u tal que sec u 1 

10(b). S tag u d u  = ln (- sec u) + C ,  siendo u tal que secu  4 -1 

1. S & [ f ( x ) ] d x  = i ( z )  + c 9. S cos u d u  = sen u + c 

2. S ( U + v ) d z  = S u d z  + J v d z  10. J tag u d u  = ln lsec u1 + c 

3. o u  d z  = a (' u d ~ ,  siendo a una constante 11. S c o t u d u  = l n / u n u (  + c 
~ ' ' > l +  1 

4. f u m d u  = 
m + l  

+ C ,  m # - 1 12. $ sec u d u  = ln 1 sec u + lag u 1 + c 

5. SS$ = In 1.1 + C 13. S csc u d u  = ln 1 csc u - cot u 1 + C 

14. s e c z u d u  = f a g u  + C 

7 .  S e " d u  = e" + c 15. S esc. u du = - cot u + C 

8. S w n u  d u  = - c o s u  + c 16. S see u tag u d u  = sec U + C 
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17. S c8c u co tu  du = - csc u + C 23. 
du = i n ( u + d T L F ) + ~  

U = a r e  sen- t c d" = ~ n l u + d = l + C  
lk Sdm a 24. S dm 

du 1 U U - -arc tag - + C 9 - a a 25. S d m -  du = dud= + da' arc sen - + C 
a 

Problemas resueltos 

9. Calcular: (0) 1 (xa + 2). 3x1 dr, (b) 1 (xa + 2)1lsx~ dr, 
8xP dx xs dr 

(" I (x8 + 2). (d) f +(m- 
Haciendo el cambio xs + 2 = u; tendremos du = 3%' dr. 

2 
U"' + C = -(Xa+2)Jf' + c (b )  S (xs + 2)1f1xs dx = % S (xs -k 2)l" 3x1 d r  = 1 S ulfl du = - e- 3 3 312 9 

1 4  4 (a)  S e d x  = % J ( x J + ~ ) - ~ ~ ~ ~ x ' ~ x  = I s u - l / 4 d u  = -.-u"+ C = - ( Z ' + Z ) ~ ~  + C 
xa+2  3 3 3 9 

10. Calcular 3 x i w d r .  Haciendo el cambio 1 - 2xP = u; tendremos du = - 4% dr. I 
S 3x4-dz = 3 (- i) S (1 - 2x1)l" (-4r &) = -2 4 S uin du 

- -- 1 3 EUw1 + c = - - (1 - 2 x ' ) w +  +C - 4 3  2 

11. Calcular (x + 3) dx 
(xS + 6x)'Is' 

Haciendo el cambio xs + 6x = u;  tendremos du = (2r + 6) dr. 

1 S u- lP  du S ( x + 3 ) d x  (2' f 6z)l fa = f S ( X ~ + ~ X ) - ~ ~ ~ ( ~ X + ~ ) ~ X  = 
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1% S d m d z  = S ( 1 - 2 z 1 ) " * z d z  = - ' 4 S (1 - 2zZ)I1' (-4% d z )  

FORMULAS 5-7 

16. S $ = In 1x1 + C 17. S = S dt:2' = ln  1 %  + 21 + C 

1 1 dz = ;S$  = - l n l u J + C  = - l n 1 2 ~ - 3 1 + C ,  siendo u = 2 z - 3  y  d u = 2 d x ,  o 
lb S- 2 2 

1 d ( 2 x - 3 )  = + c S&% = 2%-3 '2 

19. S %, x - = = - l n l z l -11  1 + c = - ln(xS-11 1 + l n c  = l n c d w  B 2 2 

z ' d x  - 1 1 c 
20. S- - -J= = --lnll-2za1 6 + c = ln q-1 
21. S S d z  = S(i  +--&)d. = z  + i n l x + i l  + c 

22. S e-*dz = -5 e-=(-  dx )  = -eez + c e* 
A s e ' * ( 3 d z )  = - +  C u. J e ~ d z  = 

1 3 

u' (e'+ l)' + C -  siendo u = e'+ 1 y du = ezdz ,  o  26. S ( e s + l ) a e z d z  = S u ' d u  = -+  c = - 
4 4 

S S - ( e ~ + i ) ~ + ~  (ez+ l ) ' eZdz  = (er+ 1)' d(ez + 1)  - - 
4 

e-* d z  -e-* d z  e' = - i n ( i + e - 9  + c = in- 
1 + e-' 1  + e' + C 

El signo de valor absoluto no se precisa aquí, ya que 1 + e-X > O  para todos los valores de x. 

FORMULAS 8-17 

28. f s e n t z d z  = 2 f s e n f z * t d z  = - 2 c o s t z + C  
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34. sec z d z  = S sec z (sec z + tag z )  d z  = z tag  z + sec2 dz = In 1 sec z + tag z 1 + C 
sec z + tag z sec z + tag z 

t a g  2az 
36. f secz2az d z  = 1s s e c 1 2 a z * 2 a d z  = - 

2a 2a 
+ C 

sen z + cos z d z  = S (tag z + 1)  d z  = l n  lsec zl + z + C 

38. y d y  = S tag y sec y d y  = sec y + c 
c0sz 2/ 

39. S ( l + t a g ~ ) ~ d z  = ( l + 2 t a g z + t a g z z ) d z  = ( s e c Z z + 2 ~ a g z ) d z  S S 
= t a g  z + 2 ln (sec z /  + C 

40. S e' cos ex d z  = ' cos e= ex dr: = sen e' + C J 
4 S ea, 2% 

ea cor 2' sen 22 d z  = - 1 S eaCo6" (-6 ren 2 z  d z )  = -- 
6 6 

+ C 

1 - cos z 
1 + COS z 1 - c0s2 5 

d z  = S l s ~ ~ ~ ~ z  d z  = (cscz z - cot z csc x )  d z  

= - cot z + csc z + C 

43. f ( i n g  2x + aee 2x)' i r  = S (tag 2r  + 2 tag 2z  sec 21 + seca 2 z )  d z  

= d' ( 2  seez 2 z  + 2 tag 22 sec 2 z  - 1) d z  = lag 2% + sec 2z  - z + C 

d u  secz +u Jdu  
44. J ' C S C  u du = S& = J 2 s e n + u c o s f u  

= ln 1 tag +u( + c 

45. S (sec 42 - 1)' d x  = S (sec2 4 z  - 2 sec 4 z  + 1)  d z  = 4 tag 4 x  - + ln 1 sec 4% + tag 4% 1 + z + c 

1 46. sec * l a g  x d z  - l sec z lag z b d z  = - In , a + sec l + 

a + b sec z b a + b s e c z  b 

47. 
d z  - S sen 2x d z  = f 1 - sen 2z ' d z  = - 1, (1  - tos 22) + C' csc 22 - cot 22 1 - cos 22 1 - cos 22 2 

= 4 ln ( 2  sen' z )  + C' = &(ln 2 + 2 ln  (sen z l )  + Cr = ln ( scnzl + C 

FORMULAS 18-20 

48. 
d x  - = arc sen z + C d z  z 51. - arc sen 5 + C 

49. S& = arc tag z + c 1 Z 
51. S & = - 3 arc tag - + C 

3 

2 d z  1 22 
4%' + 9 

= - arc tag - + C 
6 3 

d z  
= S 2 d z  = -arc 1 sec - 22 + C 

3 3 

z d z  2 z d z  - -. 1 1  z ' fi z ' f i  + c - arc tag - + C = - arc t a g  - 
fi fi 6 3 
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59. dz - - arc sen -- z t 2  S C 60. S e' dz S d 4  - ( z  + 2). 2 ex + e -=  = JFTT = arc tag ex + C 

S 3"' - 42' + 3z 3z2 
z 2 +  1 

z = 
z 2 +  1 2 42 + 4 arc lag z + C 

sec z tag z dz 
62. S -- - 2 sec z tag z dz - 1 2 secz 

9 + 4 secl z - - arc tag - 
3' + (2 sec 2)' 6 3 

+ C 

63. 
z dm dz -d=,k 3 a r c s e n z  + C 

- - m  

-- 

dy  
= f dy dy - - - 6 arc tag ( ~ + 5 ) 6  + S y' + 1Oy + 30 . (y' + 1Oy + 25) + 5 = S ( y + 5 ) ' + 5  5 5 

66. d z  - dz - dz - - - - z - 4 arc sen -- 
. 6 

+ C 
\/20 + 82 - zz  S \l36 - (z2 - 82 + 16) S d30 - ( z  - 4)' 

d z  2 dz 2 dz - 1 2 2 + 1 +  67' 
2z2+ 2% + 5 = S 4 z 2 + 4 z + 1 0  - - S (22 + 1)' + 9 3 3 

- - arc tag - 

dz = - 1 ln (z' - 4x + 8) + - 3 arc tag - z - 2 
2 2 2 

+ C 
( z  - 2)' d- 4 

El signo de valor absoluto no se precisa aquí, ya que .y2 - 4x + 8 > O para todoslos valores dc x. 

dz - dz 69. - - - dz - - arc sen - z + 6  + c S d 2 8  - 122 - z2 S d 6 4  - (z' + 121. + 36) j' \/64 - ( x  + 6)' 8 

70. S -21.-6 dz = - L J  ( -21 -4 )  - 2 d z  
2 \ l5  - 4% - 2' 

-22 - 4 
d z +  f dz 

,/iFiF7 
-22 - 4 

dz + S d z  

\ l9 - ( z  + 2)2 

- - 4 5  - 42 - z2 + arc sen- x + 2  + C 
3 

1 13 3 2 - 2  + c = - ln (9zz - 12s + 8)  + 18 arc tag - 
9 2 

4- 2 2  d z + 4 S  dz = -=-7 + 4 arc sen - z - 2  + C 
q4 - ( z  - 2)2 2 
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FORMULAS 21-24 
1 

73. = -1nI-I+ 2 z+1 c 76. S" = -1 .  6 / 3 + 2 (  - 3- 2  + C 

74. - - = l n ( z + J F G )  -t C 

dx - = l n l z + d = (  + C 

- / ._  
'1 

dz 

dz 

4  dy 1  6 + 4 v  
82. S dy = + S 26 - (dy)l - -1n - 

26 - 1611' 40 16-4141 + 

dz dz - l l n  )(x+') -lI + S 2 + 6 ~ + 8  = S ( ~ + 3 ) ~ - 1  - 2 ( x + 3 ) + 1  

dz 1  + C  = -1n-  ) 4 ~ z I  + 

da = 1 n ( 8 + 2 + d m (  + C 
d i z 5 T  

FORMULAS 25-27 
z  

m. d s > d x  = Izd- + f  are sen- + c 
2 5 
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Problemas propuestos 

Comprobar las siguientes integraciones. 

9ó. ~ ( 4 x a + 3 z g + 2 z + 5 ) d z  = z 4 + 2 ' + z ' + 5 z + C  
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124. S 6 ( 3  - S r )  d x  = 22"' ( 1  - z )  + C 148. f sen 2% d z  = - f  coa 2% -t C! 

127. S&  - - 3 l n  1 13z+11 + C 151. S cae' 2% d z  = -4 cot  2% + C 

154. S tag i r  d7  = 2 l n  l a s  f z l  + C 

z'+ 22 + 2 d z  = 1 2%' + 2 In Ix +21 + C 
155. f csc 3% d z  = t l n  1 csc 3% - cot  3 x  ( + C 

LI 

~ 4 6 1 . S  t a g l z  s e c s z d z  = f t a a e z  + C 
139. f (e' + 1)' d z  = fe" + 2s' + z + C 

n 

+ 1 162. J cot4 32  cae' 3% d z  = - cots S r  + C 
140. J (e' - z') d. = e+ - - e + i S C  

d z  
1qS 1 - sen $3 = Y(tag f z  +sec-&x) + c 141. S (e' + l)'eZ d z  = +(ez + 1)' + C 

etz 1 dz - - 1 - COS 3% 
i t 2 . S  m d z  = -ln (ez '+3) + c 164. S 1 + eos 3 z  3 sen 32  + C 2 

e2' - 1 1 
145. S m d z  = 1. (e"+3)vs - 3% + C 167.S*dz = 3 l n l t a g 3 z l  1 + C tag 32  

146. S d z  = , l n  C>O 
1 

- fi, (1 - 
' d z  = - sec4z  + C csc z 4 
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170. S e lUaZ  cos 3% d z  = &e'YnY + C 

171. d z  - .f d C - 2  
are sen - "\/6+ c 5 

6 - are tag * + c 
5 

173. S d z  - fi - - 
5 "6,  c arc sec - 

z d c 5  5 

e' d z  
174. f d- = arc sen e' + C . 1 - eZ' 

ea* d z  - 1 
175. S r+ei; - - are t a l  eU 4- C 2 

176. 
1 3% d x  = - are sen - + c 2 

1 3% in. S& = -are  tag - + c 6 2 

118. S *" 1 senl 4 2  
9 + sen 4 2  

d z  = -are  tag - 
12 3 

+ C 

179. J sec' z d z  1 = - a r e  sen ( 2  tag X )  + C 
d 1  - 4 tagZ z 2 

180. S d z  1 = - arc sen l n  zS/' + C 

2z4  - 2' 1 
3 

fi d z  = - z ' - ~ + ~ a r c  t a g z \ / 2 + C  

182. S c o s 2 2  d z  - fi - - sen 2% 
senP 2 2  + 8 

arc tag - + C 
2 4 5  

183. S ( 2 2  - 3 )  d a  - 

- S ( 2 z + 6 ) d z  - d z  9 S z i  + 6% + 13 
z + 3  + C = ln (z' + 6% + 13) - 9 are tag - 

z' + 6 z  + 13 z' + 6 2  + 13 2 

184. S ( x  - l )  d z  = S (62  - 4 )  d~ d z  1 fi 3 2  - 2 - S 9 x 2 -  1 2 z +  9 = - ln (32' - 4 2  + 3 )  - 15 are tag - 
3%' - 4% + 3 3 s ' - 4 z + 3  6 6 

+ C 

185. S z dx 2 - 3  = - \1-2 + 3 are sen 7 + C 
d 2 7  + 6 2  - z' 

( 5  - 4%) d z  1 = d122-42 ' - .8  - - a r c s e n  ( 2 2 - 3 )  + C 
( 1 2 ~  - 4%' - 8 2 

rlz a l n  1 (S( + c - -1n 1 - 3 2 4 - 5  
lS0. S 25 Fgz2 - 30 1 3 z - 5 1  + 

1 8 8 . S L  42' - 9 = 191. S dz  = l n ( z + d 2 1 f 4 ) + ~  
za + 4 

d z  - 1 8 9 . s ~  - lg2' (2% = ' l n  12% + $GF%1 + c 
d-5 2 

8 3 2  
193. S d m  d z  = zd6-9;li.j- are  sen - + C 

4 

197. S d i 2  + 4% - z2 d z  = f ( z  - 2)  1/12 + 4 2  - z z  + 8 are sen f ( z  - 2 )  + C 



Capítulo 26 
Integración por partes 

INTEGRACION POR PARTES. Sean u y v funciones derivables de x. En estas condiciones, 

d(u8) = u d v  + v d u  
u d v  = d[uv)  - v d u  

Para aplicar (i) en la práctica, se separa el integrando en dos partes; una de ellas se iguala a u 
y la otra, junto con dx, a dv. (Por esta razón, este método se denomina integracfdn por partes.) 
Es conveniente tener en cuenta los dos criterios siguientes: 

(a) La parte que se iguala a dv debe ser fácilmente integrable. 

(b) S v d i  no debe ser más complicada que S u dv. 

Ejemplo 1 : Calcular S o' e=' d r  . 

Hacemos u = xs y dv = e i x  dr; de donde du = 2x dr y v = )ei. Aplicando la fbmula 

j' xa ex' dx = t x 2  ei - f z ex'dx = 4%' e' - t e s s  + C 

Ejemplo 2 : Calcular S  ln ( x z  + 2 )  dx.  

2 x d x  
Hacemos u = In (xs + 2) y dv = dr; de donde du = - xs + 2 

y v = X .  Por tanto, 

= x In ( x z  + 2 )  - 2 2  + 2 f i  src tag o l e  + C (Ver Problemas 1-10.) 

FORMULAS DE REDUCCION. Las fórmulas de reduccidn permiten simplificar el cálculo cuando se 
haya de aplicar la'integración por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9.) En general, 
una fórmula de reducción es aquella que da lugar a una nueva integral de la misma forma que la 
original, pero con un exponente mayor o menor. Una fórmula de reducción es útil si, finalmente, 
conduce a una integral que se pueda calcular fácilmente. Algunas de las fórmulas más corrientes 
de reducción son: 

(B) f (a* u*). du = 7~ ( a z  * U')" + S ( a z * d u  , m f -112 . 2 m + 1  2 m  + 1 

- (c) 1' (12 - d" a')" - M + ? e s  
( 2 m  - 2 ) ( u z  - as)"-' 

du } m t l  2 m  - 2 (U' - a' m ' - 

( E )  S  umeou dtt = 1 - ~ m ~ a u  - - 
a a .  
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(F) f' w n m u  du = - senm-' u cos u  m - 1 ' U du 
m + - f  m .  

- ~ o s " - ~ a  sen u +- f (0) f cosmu du - -  C O S " - ~  U du 
m m .  

- - - s e r - '  u cosa +'  u m - 1 + - ( 'senm-zucosuudu,  m + - n  
m + n  m + ? t .  

(1) f um wn bu du = um -- 
b 

U" 
(J) fum coi bu du = - x n  bu - 

b 
( 14.-1 scn bit dlr 

(Ver Problema 1 1 .) 

Problemas resueltos 
1. Calcular x sen x dr. I 

Podemos seguir los siguientes caminos: 

(a) u=xsenx ,  dv=dx; (b) u =senx, d v = x d r ;  (c) u-x.  dv=senxdr. 

(a) u = x s e n x ,  dv=dr .  Portanto du=(senx+xcosx)dr,  v = x ,  y 

Ixsenxdx = xmxsenx- x(senx + xcosx)dr I 
La integral que resulta es menos sencilla que la original por la cual se descarta este camino. 

(b) u = sen x, dv = x dx. Por tanto du = ws x dx, v = ixs, y 

I x s e n x d x  = +xasenx- ~ x a c o s x d r  I 
La integral que resulta es menos yncilla que la original y tambitn descartamos este camino. 

(c) u = x, dv = sen x dx. Por tanto du = dx, v = 4 0 s  x. y 

xsenxdx = -xcosx- I -cosxdx = -xcosx+ senx+ c 

2. Calcular I xe' dx. 

Sea u = x, dv = erdx. Entonces, du = dr, v = es, y 

I xeZdx = xez- ezdx = xef -ez+C I 
3. Calcular xs ln x dr. J 

dx xs 
Sea u = I n x ,  dv=xBdr.Portanto,du= - , v =  -, y 

X 3 

4. Calcular x-xdx. I 
Haciendo u = x, dv = d r x  dx. Tendremos du = dr, v = f(1 + X)~/B, y 

I 2 
x d l x d x  = - x(l + x)Ua - - 2 4 

3 ' 3 f 3 15 
(1 + x) ' l e  dx = - x( 1 + x)3/* - - (1 + x)ua + C 
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Haciendo u = arc sen x,  dv = dx. Tendremos du = d x l d l  - x2, v = x,  y 

z d z  (' arc sen z d z  = z are sin z - - = z a r c s e n z  + -+ C 
f 

6. calcular) sen2 x dx. 

Haciendo u = sen x,  dv = sen x dx. Tendremos du = cos x dx, v = - w s  x ,  y 

S S scn2 z d z  = - sen z cos z + cos2 z d z  

= - sen z cos z + ( 1  - sen2 z )  d z  = - 4 sen 2 z  + S S d z  - senz z d x  

Pasando al primer miembro la integral del segundo, 

2 f s c n 2 z d z  = - 1 s e n 2 z + z + ~ '  2 y f sen' z d z  = ) z  - 4 sen 2 z  + C 

Haciendo u -. sec z ,  dv  = sec2 z d z .  Tendremos d u  = sec z t a g  z d z ,  v = tag z ,  y 

.S sec3 z d z  = see z tag z - sec z tag" d z  = S sec z lag z - sec z (sect z - 1 )  d z  S 
- - sec z tag z - f sec3 z d x  + J' sec x d x  

S Por tanto 2 s  sec3 z d i  = sec z tng r + sec z d z  = sec z tag z + l n  1 iec z + t.; z 1 + C' 

Y f see3z  d z  = +{SR z ti16 z + In 1 src z + tag z ( } + C 

8 .  Calcular j' x2  scn z d z .  

Haciendo u = z Z ,  dv  = sen z d z .  Tendremos d?c = 22 d z ,  v = - cos z ,  y 

S z 2  sen z d z  = - z 2  cos z + 2 x cos z d z  S' 
Haciendo en la integral resultante u = z y dv  = cos z d z .  Tendremos d u  = d z ,  v = sen x ,  y 

j' z' sen z d z  = - z2 coa z + 2 { z  sen z - scn z d z )  S 
= - z 2  cos z + 22 senz  + 2 c o s z  + C 

9. Calcular ' z3ePz d z .  S 
Haciendo u = z 3,  d v  = e2' d z .  Tendremos d u  = 3z' d z ,  v = *e2', y 

Haciendo en la integral resultante u = z2 y dv  = el' d z .  Tendremos d z  = 22 d z ,  v = +ep, y 

S 1 1z3e2= - 3 L x 4 e 2 r  - 1 
z3egr d z  = ze" d z }  = zSe" - - 1 zge" + % J ze" d z  { 2 2 2 

Haciendo en la integral resultante u = z y d v  = e2' d z .  Tendremos d u  = d z ,  v = +e2', y 

S z3e2s d z  = I z3c2z - - i z e  2 - + S 
2 

3 - 3 - z3e¶= - - 3 z e  9 Pz + -ze2= - + C 
2 4 8 

z d z  7 1  
10. (a) Haciendo = z ,  dv  = (p  + 

; Tendremos d u  = d z ,  v = ( 2 m  - 2)(a3 2 9)"-1 ' Y 

k 1  
(b)  Haciendo u = z,  d v  = z(a2 + x2)"-' d z ;  Tendremos d u  = d z ,  v = -(a1 2 m  2 z')", y 
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11. Hallar: (a )  ( l  ~ ~ z ) s / z  , (b )  j' (9 + x*)"~ dx.  

(a) Como la fórmula de reducción (A) reduce a una unidad el exponente del denominador, aplicándola dos veces 
resulta : 

(b) Aplicando la fórmula de reducción (B), 

Problemas propuestos 
z 

12. r x coa z d z  = x sen z + coa z + C  1 
13. f z aecz Sr d z  = - tag 32,- - ln lsec 3x1 + C  

" 3 9 

14. S arc cos 2% d z  = z arc coa 2% - fd- + C  

h. arc tag z d z  = z arc tag z - in \/í?Ei + c 

16. S z 'd1-2  dx = - & (1 - (15x2 + 12. + 8 )  + C - e' xerdz  - 
l + z  

+ C  

18. 'S z a n  t a g x d z  = f ( z t + l ) a r c  t a g z  - f z  + C  

ki. S z' $en z d z  = -x3 cos z + 3z z scn z + 62 cos z - 6 scn z + C 

24. S x are sen z2  d z  = &z2 are sen z' + &fl-7 + C 

2.5. S sen z sen 3 z  dx  = Q sin 3x cos z - # sen x cos 3x + C  

26. S sen (ln z )  dx  = 4% (se" ln x - cos ln x )  + C  

27. ea ces bz  d z  = eu (b  scn bx + a cos b z )  
a2 + bz + C  - 

28. S e" sen bz d z  = ea' ( a  scn bz - b cos bx)  
a2 + bZ + C  

a
g 

d z  (az  2 x2)  T x4 dx = J-- 29. (a)  Poniendo ' dx  
(az & x 2 ) m - l  

7 S x d ~  y aplicando el 
(a2 2 x2)" (a2 * zP)" 

resultado del Problema 10 (a) deducir la fbrmula de reducción (A). 

(6) poniendo S (a' r x2)" d z  = a2 f (a 2 t z2)m- i  dz  5 z 2 ( d  + x ~ ) ~ - ~ ~ x  y aplicando el resultado 

del Problema 10 (b) deducir la fórmula de reducción (B). 
S 

30. Deducir las fórmulas de reducción (C)-(J). 
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Otro procedimiento dtil en los casos más complejos y laboriosos de esta seccibn, resulta al considerar que en (ver 
Problema 9) 

0) S z ~ e z ~ d z  = g z ~ e ~ =  - 8 2 2. + $rezz - #eaz + c . 
4 x  e 

los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte- 
grando xseP. Así pues, 

y derivando 
xsrS+ = 24xseS+ + (3A + 2B)xaeS+ + (28 + 2D)xe

S

+ + (D + 2E)eP 

Identificando coeficientes, tendremos 

2 A = 1 ,  3 A + Z B = O ,  2 B + 2 D = O S  D + 2 E = O  

3 De donde A = 4, B = -2A = +, D = -B = #, E = -&D = -2. Sustituyendo A, B, D, E en (ii), obtenemos (i). 

Este método se puede aplicar en el cálculo de f (x) dw siempre que al derivar repetidamente f (x)  se obtenga un 
número h i t o  de &minos diferentes. 

40. Calcular eS+ cos 3x dx = ' / , ~ * ( 3  sen 3x + 2 w s  3x) + C haciendo I 

41. Calcular " 2 sen 4% - 5 cos 4x) dx = '/,, e"(-14 sen 4x - 23 cos 4x) + C haciendo I e  ( 

I 42. Calcular sen 3x cos 2x dx = -'/,(2 sen 3x sen 2x + 3 cos 3x cos 2x) + C haciendo 
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Integrales trigonom6tricas 

LAS IDENTIDADES que se utilizan en la resolución de las integrales trigonom6tricas de este capitulo 
son las siguientes: 

1. sensx + cosnx = 1 
2. 1 + tags x = seca x 
3. 1 + cot'x = csc'x 
4. sen' x = g(l - cos 2x) 
5. coss x = &(1 + cos 2x) 
6. sen x cos x = bsen 2x 

7. s e n x c o s y . = i [ s e n ( x - y ) + s e n ( x + y ) ]  
8. sen x sen y = a[cos ( x  - y )  - cos ( x  + y)] 
9. cosxcosy = i [ cos (x -y )+cos (x+y) ]  
10. 1 - cos x = 2 sena &x 
11. 1 + cosx = 2cos1)x 
12. 1 f s e n x =  1 f cos(in-x)  

Problemas resueltos 
SENOS Y COSENOS 

2.' S cosa 3% dx  = i(l + coa 6 z )  d z  = f z + A sen 6 z  + C S 

4. cos6 x dx = coa4 z coa x dx = (1 - scns x)< cos z d z  S S 
= S cos z dx - 2 s  sena z cos x dz  + un*  z cos x d z  S 
= senz - # s e n s z  + 3sensz  + C 

S 6. S cos4 22 sena 22 d z  = cosa 22 senn 22 sen 22 d z  = coa4 22 ( 1  - coss iz )  wn 2z dz  

= S c o s 4 2 z s e n 2 z d z -  c o a 6 2 z w n 2 z d z  = - ~ c o s s 2 x + ~ c o r ~ 2 x + C  S 
1. S sen' 3z  caes 3z  dz  = S (1 - cosa 3x1 cos5 32 sen 32 d z  

= S coss 32 sen 3z dx - cosy 3x sen 3x d z  = - coa8 3z + COS' 3z  + C S 
selis 32 coss 3% dz  = r sens 3x (1 - sena 3%)' cos 8% dx 

= J s e n 3 3 z e o s 3 z d z  - 2 s  sen' 32 coa 32 d. + senT 3% coa 3% dx  

= A sen4 3% - +sen63x + 24 sen83z + C 

S 
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9. S sen4 x dx  = ( s e n ' ~ ) ~  d x  = S A S ( 1  - cos 2x)' dx 
4 

= 1 S dx - S cos 2x d x  + 8 (1 + coa 4%) dx  
4 ' S  

- i S s e n g 6 x d x  - - s e n z 6 x c o s 6 x d x  
8 8 ' S  
- - f (1 - cos l 2 x )  d x  - - sen2&x ros 6x  d x  

1 6 .  8 ' S  

12. S w n 3 x w n 2 x d x  = S (cos (3% - 2.) - cos (32 + 2%)) d e  = S (con x - cos 62) dx  

1 1 = - s e n x  - - s e n 6 x  f C 
2 10 

13. S sen 32 coa 6% d x  = 
1 1 

' S {scn (3. - 6%) + sen (3% + 6%)) d x  = - cos 2% - - cos 82 + C 
4 16 

14. S cos 4% cos 22 dx  = 
1 1 ' S (ros 2% + cos 6 x )  d x  = - sen 2% + - w n  6% + C 

2 4 12 

lb. S (1 + coa 3x)'j2 d e  = 2 f i S  cosa f x  d x  = 2 f i S  (1 - sena 3%) cos#x d x  

= 2*(3 x n q x  - Q senSgx) + C 

l .  S d x  - d x  d x  - - - f csc ( i r  - x )  dx  
4i-TZ-G 2 .  

- - G in 1 csc ( i r  - X )  - cot (ti - X )  1 + c 
- 2 

TANGENTES, SECANTES, COTANGENTES, COSECANTES 

18. S tag x d x  = tags x lag* x d x  = ing  a x (sect x - 1 )  d x  = tags z sec2 x d x  - tags x dx  S S S 
= ~ t a g 2 x s e e ' x d x -  ( s e c g x - 1 ) d x  = + t a g 3 x -  t a g x + x + C  

S 
S 

19. S tag5 x dx  = S tag' x tasa x d x  = tag3 x (sec2 x - 1)  d x  

= S tag' x sec2 x d x  - iaga x dx  = S S tagS x seca x d x  - tag x (seca x - 1 )  d x  

= i tag4 x - + tagz x + In Isec x /  + C 

S 

20. S sec4 22 d x  = S sec-x sec2 22 d x  = secs 22 ( 1  + tag2 22) d x  

= secz 2x  dx  + tagl 2% sect 2% d x  = + tag 2% + 4 tag3 2x + c S 
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= 4 sec3 z lag z - $ sec z tag z - & ln 1 sec z + tag z 1 + C , integrando por partes. 

23. S tag3 22 seca 2z  d z  = f tag2 22 sie2 2% sec 2% iag 2% d z  

= S (see2 21 - 1 )  sec2 2 z ;  sec 2z tag 22 c-iz 

= S sec4 2% sec 22 iag 22 d z  - sec2 2z  sec 22 tag 22 dz S 

24. S cot a2z d z  = cot 2% (csc22z - 1 )  d z  = - f cot2 22 + 4 i n  lcsc 2 2  + C S 
25. S. cot4 3z d z  = S cot' 3% (csc2 32 - 1 )  d z  = S cot2 3% csc2 3% d z  - cot2 3z d z  S 

= f csc2 z d r  + 2 (' cot* z csc2 z d z  + cot4 z cm2 z d z  . 

= - c o t z  - # c o t S z  - i c o t S z  + C 

S 

21. (' cot 32: csc4 32 d x  = cot 3% (1  + cot' 3z )  csc' 32 d z  

= S cot 3% ese' 32 d z  + cot' 3% csc' 3% d z  = - Q cot* 3% - c0t4 3x + C S 
28. f co2  z csc' z d z  = S cot2 x csc4 z csc z cot z d z  = S (csc' z - l) csc4 z csc z cot z d z  

= S csce z csc z cot z d z  - csc4 z csc z cot z d z  

- - - + csc7 z + Q cscsx + c 
S 

Problemas propuestos 
29. f cos' z d z  = 4% + se" 2% + C 30. (' sena 22 d z  - & eos3 22 - 4 cos 22 + C 

32. eos4 * z  dx  = #z + t sen z + & sen 22 f C 
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37. sena x cosa z dx = &cosa 2% - cos 2% + c 

38. ~ s e n 4 z c o a 4 z d z  = & ( 3 z - s c n 4 z + t s e n 8 z )  + C 

42. S cosa z dz  1 --- = s e n z  + -sen2z + C 43. - 3 
2 

dz  = - - cot"' z + C 
1 - s e n z  5 

cosa 2 
44. - 1 d z  = csc x - - caca z + C 

sen4 z 3 

45. S z (cosa z1 - sena z') dz  = & (sen z1 + cos z1)(4 + wn 2x9 + C 

49. S t a g 4 z s e c 4 z d z  = f t agTz + f tag'r + C 53. S cae4 22 d z  = - f cot 2% - # cota 2% + C 

54. S (-y dz  = - 1 -- 
tag z 3 tag a z tag 1 z + C  

57. Aplicar la integracibn por partes para deducir las fbrmulas de reduccibn 

m - 2  secm-au du secm-S u tag u + - (4 S secm u clu = - 
m-1  m - 1  

Aplicar las fórmulas de reducción por partes del Problema 57 para resolver los Problemas 58-60. 

58. S s e c a r d r  = a s e e x  tag z + t l n l s e c z + t a g z J  + C 

60. S aecezdz  = t s e c 4 z  i a g z  + & s e c 2 z  t a g z  + A t a g z  + C 
= $ tagSz + 5 t a g J x +  l a g % +  C 



Capítulo 28 
Cambios de variable trigonom6tricos 

UN INTEGRANDO, que sea de una de las formas, d-, d w 2  o d-, se puede 
transformar, si no contiene otro factor irracional, en otro formado a base de funciones trigonomt- 
tricas de una nueva variable, efectuando los cambios siguientes: 

Para hacer el cambio para obtener 
a 

u = - sen z 
b 

a 4 1  - sena z = a cos z 

a u = - tagz a 4 1  +tagaz = asecz 
b 

d-3 
a 

u = - sec z 
b 

adsecs z - 1 = a tag z 

En cada caso, la integración conduce a una expresión en función de la vanable z. Para obtener 
la solución correspondiente en funcibn de la variable original no hay mas que deshacer el cambio, 
es decir tener en cuenta las relaciones pitagbricas en todo triángulo rectángulo, como se indica 
en los problemas resueltos. 

Problemas resueltos 

i. aicuiar S z;  . 
' 4 + x 2  

Haciendo x = 2 tag z ;  tendremos dx = 2 seca z dz y d m  = 2 sec z. 

2 sec'z dz sec z 

1 = 'j' sen-azcosz dr = -- + c =  -- i/G+c Fig. 28-1 
4 4 sen z 4% 

2' 
2. ~ i in i l ar  S d.. 

Haciendo x = 2 sec z; tendremos d* = 2 sec z tag z dr y 1/= = 2 tag z. 

4 sec' z 4 s  secaz dz 
m S& dz = S- (2 sec z tag z dz) = 

= 2 s e c z  tagz + 21nIsecz+  tagz(  + C' 
2 

3. ~aicuiir S \/9 - 42' 
dx  . x 

3 3 Haciendo x = - seo z; tendremos d* = - cos z dz y d- = 3 cos z. 
2 2 

147 
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3 cos z ( 3 ~ 0 s  z dz)  = c0s2 Z 
3 s - - d r  sen z 

1 - sen2 z 
= 3S w n z  

dz = 3 s  c s c z d z  - 3 s  senz dz 

= 3 ln 1 csc z - cot z 1 + 3 cos z + C' 4- 

Fig. 28-3 

4. Calcular sz,. 

3 3 
Haciendo x = - tag z, tendremos dx = seca z dz y q m  = 3 sec z. 2 

= ' S c a e z d z  3 

1 
3 

= - ln 1 csc z - cot z 1 + C' 
3 Fig. 28-4 

5. Calcular S (16 - 92')"' dz. 
2' 

Haciendo x = - sen z, tendremos dr = - cos z dz y d m 8  = 4 cos t. A 
S (16 d z  = S 64 cosa z 4 cos z do - 

';\i +?#senaz 

Fig. 28-5 

z' d z  z' d z  
6. Calcular S d- = -fdw* 

Haciendo x - 1 = sen z, tendremos dx = cos z dz y 2/== = cos z. 

z' d z  ( 1  + senz)' 
= S C O S Z  

cos z dz = ( 1  + sen z)' dz S \ 
- .  d m  

= ( ) + 2 s e n z - f c o s 2 z ) d z  = - 2 c o s z  - f s e n 2 z  + C Fig. 28-6 

= $ are sen ( z  - 1 )  - 2d22-2' - B(z - 1 )  d- + C 

= # a r c s e n ( z - 1 )  - 4 ( 2 + 3 ) d -  + c 

d z  d z  
7. Calcular S ( 4 z 8  - 2dZ + 27)m = S ( 4 ( x  - 5)' - 9)al! 

3 3 Haciendo x - 3 = - sec z, tendremos dx = - sec z tag z dz y 1/4xS - 24x + 27 = 3 tag z. 
2 2 

d z  j s e c z  tag z dz 
(42' - 242 + 27)"' = S 2 7 t a g a z  

- S sen-z  z coa z dz - 18 

- -- csc z + C 3 - 18 

1 2 - 3  Fig. 28-7 
- -- - -t C 

9 442' - 24% + 27 
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Problemas propuestos 

dz - Va? - z' - - 
a'x + C 

12. S z'dz - z z - xf )s l .  - - arc sen - + C 
d F 7  a 

Aplicar la integración, por partes y el metodo de este capitulo, en la resolución de los Problemas 23-24. 

24. S z are coi z dz = f (22% - 1) arc cos z - izd- + C 



Capítulo 29 
Integración por descomposici6n en fracciones simples 

UN POLINOMIO EN x es una función de la forma a# + alxn-l + - - + a.,-lx + a,, en donde los 
coeficientes son constantes, a, # O y n un número entero y positivo cualquiera, incluido el cero. 

Si dos polinomios del mismo grado toman iguales valores numéricos para todos los valores 
de la variable, los coeficientes de los términos de igual grado de ésta, en anibos polinomios, son 
iguales. 

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos teóricamente) como producto 
de factores reales lineales, de la forma ax + b, y de factores cuadráticos reales irreducibles, de la 
forma axa + bx + c. 

\\ 

UNA FUNCION F(x) = - f(X) en la que f(x) y g(x) son polinomios recibe el nombre de fraccidn ra- 
cional. g(x) 

Si el grado de f(x) es menor que el de g(x), F(x) recibe el nombre de función propia; en caso 
contrario, F(x) se denomina impropia. 

.Toda fracción racional impropia se puede expresar (al menos teóricamente) como suma de un 
x5 X ' 

polinomio y una fracción propia. Por ejemplo, = x - 
xa + 1 x 2 + l '  

Toda fracción racional propia se puede expresar (al menos teóricamente) como suma de frac- 
ciones simples cuyos denominadores son de la forma (ax + b)" y (axP .+ bx .+ c)", siendo n un 
número entero y positivo. Atendiendo a la naturaleza de los factores del denominador, se pueden 
considerar cuatro casos. 

CASO 1. FACTORES LINEALES DISTINTOS 

A cada factor lineal, ax + b, del denominador de una fracción racional propia, le corresponde 

una fracción de la forma 
A , siendo A una constante a determinar. 

ax + b 
(Ver Problemas 1-2.) 

CASO II. FACTORES LINEALES IGUALES 

A cada factor lineal, ax + b, que figure n veces en el denominador de una fracción racional 
propia, le corresponde una suma de n fracciones de 'la forma 

siendo los numeradores canstantes a determinar. 
(Ver Problemas 3-4.) 

CASO 111. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS 

A cada factor cuadrático reducible, axP + bx + c, que figure en el denominador de una frac- 

ción racional propia, le corresponde una fracción de la forma 
A x + B  , siendo A y B cons- 

axa + bx + c 
tantes a determinar. 

(Ver Problemas 5-6.) 
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Para x = -1, 2 = 4A y A = ). Para x = 1,8 = 2C y C = 4. Para determinar las demas constantes, se sustituye 
otro valor de x, por ejemplo, ,x = O; para x = 0, 5 = A - B -t. C y B = -). Por tanto, 

4. Calcular S z4 - - " - 
za - z1 dz. 

El integrando es una fracci6n impropia. ~ividieddo, 

Descomponiendo x + l  . Tendremos, 

Parax =O, 1 = - B y B = - 1 .  P a r a x =  1,/2 = C. Pa rax=2 ,  3 =2A + B + 4 C y A  =-2.Portant0, 

z4 + 32% + 2 = (z' + l)(zl + 2). Con lo que 
za+x1..z+2 - - -  

z4 + 32' 2 
A z + B  +- De donde 
z l + l  z1+2 ' 

x1 + zg + z + 2 = (Az + B)(zl + 2) + (Cz + D)(zl.+ 1) 
= (A + C)zl + (B + D)zl + (2A + C)z + (2B + D) 

Luego A + C = 1, B + D = 1, 2A + C = 1, y 28 + D = 2. Resolviendo el sistema, A = 0, B = 1, C = 1, D = 0. 
Es decir, 

x9 dz 6. Resolver la ecuaci6n S m = S k dr que se presenta en química física. 

xa - A B 
Tendremos - - - + --- Cx + por tanto, 

a4- x4 a- x  a + x  + a 2 + x 1 '  

Para x = a, as = 4Aa3 y A = 1/40. Para x = -a, aa = 4Ba1 y B = 1/40. Para x = 0, O = Aaa + Bua + Da1 = a1/2 + Da2 y D = -112. Para x = 2u, 4aa = 15Aa1 - 5Bd - 6Cas - 3 D a 9  C = O. Asl, pues, 

- - 1 1 1 z - - ln la -z l  + - l n l a + z \  - -arctag-  + C 
4 a  4 a  2a a 

S k d t  = kt  = 
a 

Calcular S z5 - x4 + 42' - 4xy  + 8x  - 4 
( x g  + 2)3 

dz. 

x6- x4 +4x3-4xa+ 8x-4 A x + B  C X + D  
Tendremos -- - 

(x2 + 2)= 
Ex + De donde +--+- 

x' + 2 (x' + 2)a (x' + 2y' 
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se obtiene A = 1 ,  B = -1, C = 0 ,  D = O, E = 4, F = O. Así, pues, la integral dada es igual a 

z d z  - 1 fi z .f dz  + S ( z 2  + 2). 
- - ln  (2' + 2)  - - are tag - - -- 

2 2 l + C  fi (2' + 2)' 
1 

22' + 3 
8. Calcular S (zP  + l ) P  d z .  

Tendremos 2zP + 3 - - 
( z P  + 1)2 

+ + .Por tanto 
zr+ 1 ( z 2  + 1)2 - 

/ 
2 x a + 3  = ( A x + B ) ( x 2 +  1)+ C X +  D = A x 3 + B x Z + ( A  + C ) x + ( B +  D) 

dedonde.4 = 0 , B = 2 , A +  C = O , B + D = 3 . P o r t a n t o A = O , B = 2 , C = O , D = l  y 

d x  S sl + S (z' + 1). 

aara la segunda integral del segundo miembro, hacemos x = tag z. Con lo cual 

1 1 S(& = 
= S e o s a z d z  = - z + - r e n 2 r + ~  

2 4 

1 iz 6 
y J = 2 a r e t a g z + - a r e i a g x + r + ~  = - a r e t a g z + -  

2 z + l  2 
1z + c  

zZ + 1 

Problemas propuestos 

1 dx  = -- 4 
2 x2 - 32 - ln  (1  - X ) ~  - -- + C  1 - x + 2(1 - 2)' 

+ C  17. S z S + x Z + x + 3  
( x2  + 1) (x2  + 3)  d x  = ln  F + 3  + are t a g  z + C 

zi - 2x3 + 3%' - z + 3 d z  = 
+ ln 8 .  S - 2 

x3 - 2x2 + 32 id-3 
' 2x3 dx  

+ C  - ln  ( x Z  + 1 )  + m 
1 1 20. j' d z  = In (xz + 4) + - are tag - z  + - 
2 + C  2 z 2 + 4  

z S + z - 1  1 
( x 2  + 1)l d z  = In d= - 5 are tag z - 5 - l(,.,l) + 

22- S z4  + 8%' - x2 + 2z  + 1 d z  = 3 2 22 - 1 
ln 1 z;;+";: 

/ - -- -t. - are rag - 
z -r 1 

+ C 
( z 2  + x) (x3  + 1 )  fi ~ 

5 r i + l  z 23. J' " + z2 - 5z + l5 x = ~n ~~3 + - are tag - - \/8 are tag - + C 
( z 2  + 5 ) ( z2  + 22 + 3 )  fi fi 6 

24. J x2< + 7%' + 15x4 + 32%' + 23z2 + 25% - 3 d z  - - 1 3 - -  z 2  + 1 
r 2 + z + 2  z Z + l  + l n z 2 + x + 2  

+ C 
(z' + z + 2)2 ( x2  + 1)l 

- 25. S - e2= - 3c= ( Haccr ex = U.) 

26. S sen x d z  
( Hacer cos z = u.) 

cos x ( 1  + cosz x )  

2 27. S ( 2  + a )  d e  = In 1 1 + [ag a + - are tsg 
2 t u g  a - 1 

1 + tag" 
+ C 

fi fi 



Capítulo 30 
Diversos cambios de variable 

INTEGRANDO RACIONAL de la forma: 

1. 6-. Se transforma en racional mediante el cambio de variable au + b = zn. 

2. c + T u + u ? .  Se transforma en racional mediante el cambio de variable q + pu + u8 
= ( z  - u ) ~ .  

-- 
3. dq + ~ u - u 2  = .2/-)(~ - u). Se transforma en racional mediante el cambio de va- 

riable q + pu - u2 = (a  + rr)2~2, O bien q + pu - u$ = ( p  - 
/ 
i (Ver Problemas 1-5.) 

EL CAMBIO DE VARIABLE u = 2 arc tag z transforma una función racional de sen u y cos u en una 
función de z, 

22 
sen u = - 1 - z2 

COS U = --- 2 dz 
1 + z 2 '  1 + z 2 '  Y d u = -  1 + z 2  

Las dos primeras relaciones se deducen de la Fig. 30-1 y la tercera, diferen- 1 - 2' 
ciando la expresión 

u  = 2 arc tag z Fig. 30-1 

Después de efectuar la integración se deshace el cambio, es decir, z = tag $u, con objeto de ex- 
presar el resultado en función de la variable original. 

(Ver Problemas 6-10.) 

OTROS CAMBIOS DE VARIABLE. Según la forma que presente el integrando se pueden aplicar otros 
cambios de variable de suma utilidad en el cálculo de integrales. 

(Ver Problemas 1 1 - 12.) 

Problemas resueltos 

1. Calcular dz . Haciendo 1 - x = z" tendremos x = 1 - zZ, dx = -22 dz, y 

2. Caicuiar J dz . Haciendo x + 2 = z2, tendremos x = z2 - 2, dx = 22 dz, y 
( z  - 2) d2+2 
dz - ' 22 dz  .- - --.- - 

(z -2) -  

3. ~a lcu lar  f z,,2 dZ - z,,, . Haciendo x = z4, tendremos dx = 4z3 dz y 
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dx 4. Calcular j' ~ a c i e n d o  x2 + x + 2 = (r - x12. tendremos 
z 2 + x + 2  

z dx . Haciendo 5 - 4x - x2 = (5 + x )  (1  - x) = (1 - X)~Z', tendremos 

\ 

dz 1 + z' S 1 + sen z - eos x = S 2% 1-2 = S -& = 
lnlzl - l n l l + z ~  + c 

1+----- 
l + z g  l + z a  

- - * arc lag (fi tag 4x1 + C 
5 

1 +z2  . - 2 dz = 2J dz l + z  - = l n -  1 + tag 3% 
8- J' see = S - + z2 1 - z1 1 1 - 2  + C  = i n i l -  tag 32 I + c  

= ln ltag (3% + ir) 1 + C 

2 5 tag i z  + 4 - 2 - z+  415 + c = -are tag - arc tag 
3 

+ C 
3 3/5 3 

11. Por medio del cambio de variable 1 - x3  = z8 salsulars z 5 d m  dz. za = 1 - z', 31' dz = -2% dz, y 

J. 
dx = J' %3,/- • z2 dx = J - z z - z  = -' 3 S (1 - z2)z2dz 
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1 dz 1 
12. Haciendo x = -, calcular d x ~ x a  dx. Tendrernosdx =-  -, d x - x 2  d z - 1 .  Y 

z z2 

Haciendo z - 1 = S*, tendremos 

Problemas propuestos 
* dz = 2 f i  - 2 arc tag \ ~ r  + c 14. S dz = Z l n ( l + f i )  + C + m  

dz  
= 2-2 -61n (3+- )+~  

16. J1--dz i + d ~  = - z  + t p 5 2 + 9 - i n ( i + d ~ 2 ) ) +  c 

17. 
dz  = 1nJ 2 i m  + 22- 1 )  + c 

d w  
nz = 2 arc tag (4- + z )  + C 

2,/= 

l .  f dz  - - 2 s  - 1 + C 
(4s  - zs)S'g 

arc sen - 5 
d z  = - 6s' + C 

d- 
dz - 2(z + 1)"' - 4(z + 1)'14 + 4 ln (1 + ( z  + l)I1') + C 

2 2 tag 42 + 1 
- arc tag + C 

d z  tag & z  - 2 - fi 
tag &z - 2 + 6 

d z  l i c  dz = I n I t a g i z - 1 1  + C 

- 1 6 tag a z  + 3 s e n z d z  - fi tag' a z  + 3 - 2 f i  l 27. S a. S + ;an - E hs 4 
- -1.1 

1 + senl z tagl i x  + 3 + 2 f i  
dz  2 S 1 + s e n z + c o s z  

l + C  
= ln ( 1  + tag 4% 1 + c B. S -deóp = - are iag (\/3 tag f x )  + c 

\/3 

3 S dz  - - 1 - 2 - arc sen - + C Hacer x = l/z. 
zd3x8 + 22 - 1 22 

32. J' (el;:)er dz = es - 3 1n (es+ 1)  + C Hacer er + 1 = z. 

33. S sen x  cos z 
d z  = coa z + In (1 - cos z) + C Hacer cos z = z. 

1 - COS z 

dz  
34. - - -- S Z l , / z 2  

Hacer z = 2/2. 

d z  - -- - 1 2 .f z1(4 + x*) 
l + garc tag; + c 

4z 
36. S J;i/zdz = *(l + fi )'Is - j ( l  + 6 ) ~ '  + C 



Integración de funciones hiperbólicas 

FORMULAS DE INTEGRACION 

S c a h u d u  = r n h u  + C 

S coth u du = ln lvnh u1 + C 

f sechu tagh Y du = -sechu + C 

f cachucothudu = - c r h u  + C 

Problemas resueltos 
3. S sechs (2z - 1) dz = f tagh (22 - 1) + C 

2. S cosh 2z dz = * senh 2% + C 4. S csch 3z coth 3z dz = - ) c r h  3% + C 

5. S a r h z  dz = cosh z 
d z = s t - = S  cosh x 

1 + senh'z dz = are tag (senh z) + C 

7. S tagha 2% dz = S (1 - sechs 22) dx = x - 4 tagh 22 + C 

8. S c o ~ h ~ ~ z d z  = ~ ( l + s e n h i ~ z ) c o s h f z d x  = 2 r n h t z  + f r n h a f z  + C 

9. f sech4c dz = (1 - taghs x) sechs z dx = tagh x - & tagha x + C 

1 1 - -(zef - e=) - -(-%e-'- e-') + C = er+e-' - + C 
2 2 

= z cosh z - senh z + C 

157 
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14. Caicular S i m d x .  Haciendo x = 2 r n h  z, tendremos & = 2 c a h  z dz, d m  = 2 cosh z, y 

= 2 senh z cosh z + 22 + C = f x d x  + 2 rnh- '4% + C 

dx 
15. Calcular S -. Haciendo x = uch z, tendremos & = -uch z tagh z dz, 1 - xs = tagh z, y 

x i l  - x a  

d~ = - S a e c h z t a g h z d z  = -S dz = -2 + C = -ssh-lx + C 
sech z tagh S ._ . 

Problemas propuestos 

16. S x n h  3% dz = t cosh 32 + C 

17. S cosh 4% d2 = 4 senh &z + C 23. S coths 32 dx = x - 4 coth 32 + C 

18. S coth#x dx = f ln k n h  izl + C 24. S x n h l z d x  = $cosh3z - coshz + C 

19. S csch1 (1 + 3%) dz = - 4 coth (1 + 3%) + C 25. 5. essenhxdz  = &esz - +2 + C 

20. S sech 2% tagh 21 dx = - f seeh 2% + C 26. e" eosh z dx = fe" + )er + C 

21. S cschx dz  = ln 4 x 1  + 27. S x c o s h z d x  = xsenhx - coshx + C 
cosh x + 1 

28. f z1 senh x dx = (xl + 2) cosh x - 2% senh z + C 

29. S xnha  x cosh' x dx = & cosh' z - 4 cosh' r + C 

30. S senh z ln cosh' x dx = cosh e (ln coih' x - 2) + C 



Capítulo 32 
Aplicaciones de las integrales indefinidas 

CONOCIENDO la ecuación de una curva, y = f(x), la pendiente m de la tangente a ella en uno de sus 
puntos, P(x, y), viene dada por rn = ff(x). Recíprocamente, si la pendiente de la tangente en un 
punto, P(x, y), de una curva es m = dy/dx = f '(x) se puede hallar, por integración, una familia 
de curvas, y =,f(x) + C. Parasdeterminar una de ellas en particular es necesario asignar o deterrni- 
nar el valor de la constante C. Esto se puede realizar obligando a que la curva pase por el punto dado. 

(Ver Problemas 1-4.) 

UNA ECUACION s = f(t), siendo s el espacio y t el tiempo, define de forma completa el movimiento 
rectilíneo de un cuerpo con respecto a un punto fijo, razón por la cual se denomina ley del mo- 
vimiento. La velocidad y la aceleración vendrán dadas, en función del tiempo t, por 

ds dv d2s Y = - = f l ( t )  y a =  - - -- 
dt dt dta 

= f "(t) 

Recíprocamente, si se conoce la velocidad (aceleración) en función del tiempo t y la posición (posi- 
ción y velocidad) en un instante dado, normalmente el instante inicial t = O, se puede obtener la 
ley del movimiento. 

(Ver Problemas 7-10.) 

Problemas resueltos 
1. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de signo contrario al doble de 

la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1). 

Se sabe que dy/dx = -h. Por tanto. dy = -2x dx, I dy = I -2xdx. e y = -xa + C.Esta es la -a- 
ción de una familia de parábolas. 

Sustituyendo x = 1, y = 1 en la ecuación de la familia, 1 = -1 + C y C = 2. 
La ecuación de la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1) es y = -xa + 2. 

2. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto, P(x,  y), es m = 3x2y y determinar la curva de 
la familia que pasa por el punto (0, 8). 

m = -  dy dy = 3x2y o - = 3 x 2d x .  Portanto Iny = x 3 +  C = x 3 + I n c  e y = ceX3. 
dx Y 

Para x = O e Y = 8,  8 = ceo = c. La ecuación de la curva pedida es y = 8eXS. 

3. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1, 1) y es tangente a la recta x + 12y = 13 en dicho punto, sabiendo 
que en cualquier punto de ella se verifica y" = x2 - 1 .  

d2y d -=  x3 
- ( y ' )  = xz -  1. Por tanto (xZ  - 1) dx e y' = - - x + C,. 

dxa dx 3 

En el punto (1, 1) la pendiente y' de la curva es igual a la pendiente. -'/,,, de la recta. Por tanto, -'/,, = 4 - 1 + C, 
C, = ?/,,, con lo cual 

1 1 7  5 1 1 7 5 
En(1, 1), 1 = - - - + - + C, y C, = -. La ecuación pedida es y = -x"-x2 + - x  + -. 

12 2 12 6 12 2 12 6 

4. La familia de curvas ortogonales a un sistema de curvas dado es otro sistema de curvas en el que cada una de ellas corta 
en Angulo recto a cualquiera de la familia dada. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de 
hipkrbolas x2 - y a  = c. 
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En un punto cualquiera, P(x, y), la pendiente de la hipérbola que pasa por 61 es m, = xly y, por tanto, la pendiente 
de la curva ortogonal que pasa por P será, m2 = dyldx = -y/x. Así pues. 

La ecuación pedida es xy = f C' o, simplemente, xy - C. 

5. El incremento respecto del tirmpo de una cierta magnitud q es proporcional al valor de dicha magnitud. Sabiendo que 
en el instante inicial t = O, q = 25, y que en el instante t = 2, q = 75, hallar el valor de q en el instante t = 6. 

4 dq Como - = kq, tendremos - = k dt. De donde In q = kt + In c o sea, q = cen. dt 4 

Para t = O, q = 25 = ceo = c; o sea, q = 25en. 
Para t = 2, q = 25e* = 75; es decir, es = 3 = e1vL0 y k=O,55. 
Para t = 6, q = 25e0.nu = 2ka3 = 25(elJ)a = 25(27) = 675. 

6. La velocidad con que una sustancia se transforma en otra es proporcional a la cantidad que, queda sin transformar. 
Sabiendo que la cantidad de sustancia inicialmente presente es igual a 50 y que en el instante t = 3 es igual a 25, hallar 
el tiempo que transcurre hasta que la cantidad que queda sin transformar sea igual a '/,, de la inicial. 

Si representamos por q la cantidad transformada en tiempo t; entonces 

- = k(5O - q), - = 
dt 50-q dq kdr, In(50-q)=-ktf lnc,  y 50-q=de-& 

Para t = O, q = O y c = 50; por tanto, 50 - q = 5Oe-". 
Para t - 3, 50 - q = 25 = 5Oe-'; es decir, e -* = 0.5 = e-@*", k = 0.23, y 50 - q = 50e-0.ts, 
Cuando la cantidad sin transformar es 5, 5Oe-@.zlt = 5; o sea, e-OvZV = 0,l = e-l-a, y t = 10. 

7. Se lanza una pelota rodando por una superficie horizontal con una velocidad inicial de 25 metros por segundo. Debido 
al rozamiento, la velocidad disminuye a razón de 6 metros por segundo cada segundo. Hallar el espacio que recorrerh 
la pelota hasta detenerse. 

dv 
- = - 6  y v = - 6 t  + C,. Para t = O ,  v =25;  por tanto C, = 25 y v = - ó t  + 25. 
dt 

v = ds/dt = -6t + 25 y s = -3tz + 25t + Cs. Para t = O, s = 0; por tanto Ca = O y s = -31' + 25t. 
Para v = O, t = 2516, es decir, la pelota rueda durante 2516 seg hasta que se detiene. 
Para t = 2516, S = --3(25/6)' + 25(25/6) = -625112 + 62516 = 625112 m. 

8. Desde un globo en reposo situado a una altura de 3 000 metros sobre la tierra, se lanza un objeto verticalmente hacia 
abajo w n  una velocidad inicial de 15 metros por segundo. 

Suponiendo que la aceleración de la gravedad, g, es de 10 metros por segundo cada segundo, hallar la posici6n 
del objeto, y su velocidad, 20 segundos desputs de iniciado el descenso. 

Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, cuando el objeto abandone el globo, 

a = dvldt = -10 m/sa, de donde v = -10t + C, 

Para t = O, v = -15; por tanto, C, = -15. En estas condiciones v = h/dt = -10t - 15, de donde 
S = -si'- 1st + c~. 
Para t = O, s = 3 000; por tanto, C* = 3 000, con lo que s = -5t2 - 1st + 3 000. 
Para t 20, s =: -5(20)4 - 15(20) + 3 000 = 700 y v = -1q20) - 15 = -21 5. 
Al cabo de 20 segundos, el objeto esta a una altura de 700 metros sobre la tierra y su velocidad es de 215 m/s. 

9. Desde un globo que se eleva a una velocidad de 15 metros por segundo, se deja caer un objeto cuando la altura de aquel 
sobre la tierra es de 200 metros. Hallar, suponiendo el valor de 10 metros por segundo cada segundo para la aceleraci6n 
de la gravedad, g: 

(a) la mdxima altura sobre la tierra a la que llega a estar el objeto. 
(b) el tiempo que está el objeto en el aire. 
(c) la velocidad del objeto cuando llega al suelo. 

Tomando la vertical hacia arriba.como sentido positivo, tendremos: 

a = dv/dt = -10 m/s2, de donde v = -10t + C, 

Para t = O, v = 15; por tanto C, = 15. En estas condiciones v = dsldt = -10t+I5, con lo ques = -5t1+ 15t+C2. 
Para t = O, s = 200; por tanto, C, = 200, de donde s = -5t1 + 1st + 200. 

(a) Cuando v = O, t = 3/2 y s = -5(3/2)4 + 15(3/2) + 200 = 211,25. La máxima altura alcanzada por el objeto 
es de 21 1,25 metros. 

(b) Cuando S = 0, -5t3 + 1st + 200 = O, de donde t = 8. El objeto esta en el aire durante 8 segundos. 
(c) Cuando t = 8, v = -10(8) + 15 = -65. El objeto llega al suelo con una velocidad de 65 mis. 
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10. La velocidad con que sale el agua por un orificio situado a una distancia de h metros con respecto a la superficie 
es 0 , 6 a h  metros por segundo, siendo la aceleración de la gravedad de 9,8 metros por segundo cada segundo. Hallar 
el tiempo que tardará en vaciarse un depósito cilíndrico de 1.5 metros de altura y 30 centímetros de radio a través de un 
orificio de 2 centímetros de diámetro situado en el fondo. 

Sea h la profundidad del agua en el instante t. El agua que sale en un tiempo dt, forma un cilindro de vdt metros 
de altura, 0,01 metros de radio y ~ ( 0 . 0 1 ) ~  v dt = 0 ,6~(0 ,01)~d2ghd t  metros cúbicos de volumen. 

Si llamamos 4 h  al descenso de la superficie del agua, la disminución de volumen es -x(O,3)*dh metros cúbicos. 
Por tanto, 0,6n(0,01)0. 4 ,42dhd t  = -~(0,3)~dh, o sea, dt = -(340 dh)/ 1/x de donde t  = --680*+ C. Para t = 0 ,  
h = 1,s y C = 680 41.5; por tanto, t  f'-680 dh+ 680 d o .  Cuando el depósito este vacío, h = O, y t = 6 8 0 a  
seg = 14 min, aproximadamente. 

Problemas propuestos 

11. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente es la indicada y la ecuación de la curva de la familia que pasa 
por el punto dado. 

(a) m = 4 x ;  ( 1 , s )  (c) m = ( x  - i y ;  (3, O) (e)  m = xly; (4 ,2)  (g)  m = 2 ~ 1 ~ ;  (2.8) 
(b) 171 = 4;; (9, 18) (d )  = l / x 2 ;  ( 1 ,  2) ( f )  m = x2/yS; (3,2) (h) m = xy/(1 + x');  (3,5) 
Sol. (a)  y = 2x2 + C ;  y = 2x2 + 3 (e) x P - y a =  C ;  x a - y P =  12 

(b )  3y = 2xa'" C ;  3y = 2x31a ( f )  3y4 = 4x3 + C ;  3y4 = 4xa - 60 
(c)  4y = ( X  - 1)4 + C ;  4y = ( X  - 1)4 - 16 (g) y = CxP; y = 2ie' 
( d )  xy - C x-  1 ;  xy = 3x- 1 (h) yP = C(l + xa); 2ya = 5(1 + xa)  

12. (a) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2.6) en el que la pendiente es igual a 10 y que, en 
cualquier punto de ella, se verifica que y" = 2. Sol. y = x' + 6x - 10. 

(b) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(1,O) en el que la pendiente es igual a 4 y que, 
en cualquiera de sus puntos, se verifica y" = 6x - 8. Sol. y = x a - 4 x '  + 9x - 6. 

13. Una partícula con movimiento rectillneo, parte del origen O, en el instante t = 0, con una velocidad v. Hallar el  espacio 
recorrido por la particula durante el intervalo t  = t ,  hasta t  = t,: 

(a) v = 4t + 1 ; 0 , 4  (c) v = 3ta + 2t; 2,4 
(b) v = 6t + 3;  1 ,  3 ( d )  v = fi+ 5;  4 , 9  
Sol. (a) 36, (b) 30, (c) 68, ( d )  378, (e) 17, (f) 1713. 

(e)  v = 2t - 2;  0 , 5  
(f) v = tP - 3t + 2 ;  0 , 4  

14. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya subtangente en un punto cualquiera sea igual al doble de la abscisa en 
ese punto. Sol. y' = Cx. 

15. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de parabolas ya = 2x + C. Sol. y = Ce-=. 

16. Una particula con movimiento rectillneo parte del origen (en t  = 0 )  con una velocidad inicial vo y aceleraci6n a. Ha- 
llar la posición s en funci6n del tiempo t  (ley del movimiento). 

(a) a = 32; vo = 2 (b) a = -32; vo = 96 (c) a = 12tP + 6t; v, = -3 ( d )  a = l / f i v ,  = 4 
Sol. (a) S =  16t a+2t  (b) s = -16P + 96t (e) s =. t' + t s  - 3t (d)  s = 5 (ta'2 + 3t) 

17. Un vehlculo lleva una velocidad de 15 kil6metros por hora y frena a raz6n de 0,8 metros por segundo en cada segundo. 
Hallar el espacio que recorre antes de detenerse. Sol. 1 1  metros. 

18. Se lanza verticalmente hacia arriba una partlcula desde un punto situado a una altura de 40 metros sobre el suelo con 
una velocidad inicial de 30 metros por segundo. Hallar (a) la velocidad de la partlcula cuando está a una altura. 
de PO metros, (b) el tiempo que tardará en alcanzar la mdxima altura, (c) la velocidad de la partlcula al llegar al suelo. 
Tómese g = 10 m/sa. Sol. (a)10 m/s, (b) 4 S, (c) 41,2 m/s. 

19. Un bloque de hielo desliza hacia abajo por una pendiente con una aceleraci6n de 4 metros por segundo al  cuadrado. 
La pendiente tiene 60 metros de longitud y el  bloque emplea en bajar 5 segundos. Hallar la velocidad inicial del .bloque 
y la velocidad que lleva cuando diste 20 metros del fin de la pendiente. Sol. 2 m/s ; 18 m/s. 

20. Hallar la aceleraci6n constante que debe tener una partlcula para (a) recorrer 50 metros en 5 segundos, (b) detenerla 
en un espacio de 15 metros desde el instante en que su velocidad es de 45 metros por segundo. Sol. (a) 4 m/sa, 
(b) -67,s m/sa. - 

21. La ley del crecimiento de una cierta bacteria viene dada por dN/dt = 0,25N. .Sabiendo que inicialmente N = 200 
hallar N en el instante t  = 8. Sol. 1478. 



Integral definida 

INTEGRAL DEFINIDA. Sea la función,f(s) continua en el intervalo cerrado a I x < h. Consideremos 
el intervalo dividido en n subintervalos h,, h,, . . ., h,, mediante los (n - 1)  puntos El, E,, . . ., 
E,-,, siendo a < 5, < E, < . < [,-, < b y representemos ahora el punto a por f ,  y el b 
por E,,. A las longitudes de los subintervalos h,, h,, . . ., II,,, las denominamos Alx = E, - E,, A &  

Fig. 33-1 

= E 2  - ti, . . ., A,x = E, - E,,--,, respectivamente. (Estas distancias se consideran con signo, siendo 
positivas cuando están de acuerdo con la desigualdad anterior.) Elijamos en cada subintervalo 
un punto; x,  en h,, x ,  en h,, . . ., .Y, en h, y formemos la suma 

en la que cada término es igual al producto de la longitud del subintervalo por un valor de la fun- 
ción en el punto elegido del mismo. Sea A, la longitud del mayor de los subintervalos que figuran 
en (i) y supongamos que el iiúmero de estos aumenta indefinidamente de forma que A,+ O. (Una 
forma de conseguirlo seria dividieiido los subintervalos iniciales en dos partes, cada una de ellas 
en otras dos, y así sucesivamente.) En estas condiciones, 

(ii) lim S, = lim f(xk) A ~ . Y  
n-++m n-+t4> k - 1  

existe y su valor es independiente de la forma de subdividir el intervalo a < x (, b siempre que 
A,, + O, y del punto xk elegido en los subintervalos. 

La demostración de este teorema queda fuera del propósito de este libro. En los Problemas 1-3 
se halla este limite en el caso de funciones f(x) coiivenientemente elegidos. Se comprenderá, sin 
embargo, que este procedimiento no se puede aplicar en la práctica con una función cualquiera. 
Además, con objeto de poder efectuar los ciilculos que aquí figuran es necesario dar alguna relación 
entre las longitudes de los subintervalos (a los que supondremos todos de igual longitud) y seguir 
algún criterio en la elección del puiito de cada subintervalo (por ejemplo, elegir el extremo izquierdo, 
el derecho o el punto medio de cada subintervalo). 

Por convenio, se escribe 

El símbolo Ib  f(x) dx se lee «integral definida de f(x) con respecto a x, desde x = o a x = b». 

La función f(x) recibe el nombre de integrando y a y b el de Iírirites inferior y superior de integración, 
respectivamente. 

(Ver Problemas 1-3.) 
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de inte- 
gración a < x < b: 

3. ib c  f ( x )  dx  -= cib f ( r )  dx  , siendo c una constante. 

Ver deniostraciones en el Problema 4. 
b b 

4. ( f (z )  * g ( x ) )  dx  = S f ( x )  dx  xb g ( 4  dx  
o 

b 

5. 1' f ( x )  dx  + f ( x )  dx  = xb  f ( x )  dx  , cuando a c < b 

6. Primer teorema del valor medio: 

lb f ( % )  dx = ( - a )  ( x  para al menos uii valor x - ro entre a y b. 
Ver demostración en el Problema 5. 

d 
7. Si F(u) -S"f(x)dx,  se verifica - F(u) =f(u). Ver demostración en el Problema 6. 

du 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL. Rcgla dc Barrow. Si f (x) es continua 
en el intervalo cerrado a < x < b, y F(x) es la primitiva o integral indefinida da f(x), se verifica 

b 

J b  f i x )dx  = F X )  1 = F(b)  - F(a) 
a 

Ver deniostración en el Problema 7. 
Ejemplo 1 : 

(a)  Sea f ( x )  = c, una constante, y F ( x )  = r x ;  tendremos 

25 
(b) Sea f ( x )  = x y F ( x )  = i x 2 ;  tendremos O = -. 

2 

. r' (c) Sea f (x )  = x 3 y F ( x )  = 4x4; tendremos 

Comparese este resultado con el de los Problemas 1-3. Se deja para el alumno la demostración de que para obtener 
el valor de (c). siendo F(x)  - 4 x 9  C. se puede utilizar una primitiva o integral indefinida cualquiera de f(x).  

(Ver Problemas 8-20.) 

TEOREMA DE BLISS. Sif(x) y g(x) son continuas en el iiitervalo cerrado a 5 x < b y se divide, como 
antes, este intervalo en subintervalos eligiendo dos puntos en cada uno de ellos (es decir, xk y xk 
en el k-ésimo subintervalo), se verifica: 

Observemos en primer lugar que el teorenia es cierto si los puntos xk y x* son idénticos. El va- 
lor del teorema reside en que cuando los puntos de cada subintervalo son distintos el resultado 
es el mismo que cuando coinciden. Para probar la validez del teorenia, tendremos 

y observando que cuando n-i -t oo (esto es, '4kx -+  O), s k  y .u; tienden a confundirse y al ser g(x) 
continua, g(xJ - g(xk) -+ O. 
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Problenias resueltos 

Hallar en los Problemas 1-3 las integrales definidas estableciendo el valor S, y calculando su 
limite cuando n + +m. 

1. j b  c dx = c(b - a) ,  siendo c  una constante. 
a 

Dividamos el intervalo a 2 x < b en n subintervalos de longitud Ax = (b - a)/n. Como el integrando es f ( x )  - c, 
resulta f ( x k )  = c, cualquiera que sea el punto xk del k-enksimo subintervalo y, por tanto, 

S.  = 5 f ( z k ) A k z  = 2 c ( A z )  = ( c + c + . . . + c ) ( A z )  = n c * A z  = nc - b - a  = c(b - a) 
t = ~  k = ~  n 

Luego Jb c d z  = lim S.  = Iim c(b - a )  = c ( b - a )  
n- + w  n- + w  

O 

Fig. 33-2 

Dividamos el intervalo O < x 5 5 en n subintervalos de longitud Ax = 5/n. Eligiendo los punlos xk coincidiendo 
con el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, x ,  - Ax. x2 = 2 Ax ,  ..., xn = n A x ,  tendremos 

3. la z"z = 20. 

Dividir el intervalo 1 I x < 3 en n subintervalos de longitud A x  = 2/n 

1. Tomemos los puntos xk coincidiendo con el extremo izquierdo de cada subintervalo, como se indica en la Fig. 33-3, 
es decir, x, = 1, x, - 1 + A x ,  ..., xn = 1 + (n  - 1) Ax.  En estas condiciones, 

S. = i f ( o ) ~ k n  = X : * A X  + X : * A X  + + X : * A X  
k = 1  

Fig. 33-3 
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Fig. 33-4 

11. Tomemos los puntos xk coincidiendo con los puntos medios de los subintervalos, coiiio se indica en la Fig. 33-4; 
es decir, 

S. = [ ( 1  + &A%)' + (1 + # A Z ) ~  + - - e  + (1 + y A x y ] A i .  

= [(1 + 3(f )di. + 3(*)' (Az)' + (~ )"Az ) ' )  + ( 1  + 3 ( # ) ( ~ z )  + 3($)' + ($)3 ( ~ 2 ) ' )  + 

+ { 1 + 3 ( ~ )  (A%) 4- 3 ( 7 7  ( A X ) ~  + ( y y  ( A X ) ~ } ] A %  

4. Demostrar que: 

(a )  la f ( x )  dx = O. La longitud del intervalo de integración es O; luego Ax = O, S. = O, y 
a 

la f ( x )  d x  = lim S.  = O. 
n-. +a 

Fig. 33-5 Fig. 33-6 

(b) S 'f ( x )  dx = dx. Para la integral del primer miembro. dividamos el intervalo n 5 x 5 b de fonna que 
a 

los puntos xk sean los iridicados en la Fig. 33-5. Para la integral del segundo miembro, elegimos el intervalo 
(Fig. 33-6) exactamente igual al anterior, excepto que los puntos Ec y xt se numeran de derecha a izquierda en lugar 
de izquierda a derecha. En estas condiciones, el valor de S, a partir de lo indicado en la Fig. 33-5 sera igual al 
calculado a partir de la Fig. 33-6, salvo que los signos de A g  son positivos en el primer caso, y negativos en el 
segundo. Asi pues, 

f f( i .1 d z  = - Ja d z .  
a 

(c) J c f ( x )  dx = f ( x )  h. Efectuando apropiadamente la subdivisión del intervalo y la elecci6n de los puntos 
a a 

de los subintervalos, 

De donde 

S S 

S,, = 2 C f ( ~ k ) A k X  = C 2 f(i.*) 4 k x  
k = 1  k=1 

Sb C f (X)  d i .  = C lim 5 f(%k) A k r  = C f f ( 2 )  d z  
n- + n  k=l  

a a 

5. Demostrar el primer teoremedel valor medio del chlculo integral: Si f ( x )  es continua en el intervalo a i x 5 b, se 

verifica : f f ( x )  dr = (b  - a )  fm al menos para un valor x = xo comprendido entre o y b. 

El teorema es cierto [ver Ejemplo 1 (a) ]  cuando f ( x )  = c, una constante. En los demás casos, sean m y M e l  mínimo 
y el máximo absolutos, respectivamente, de f ( x )  en el intervalo a 5 x < b. Realizando de forma conveniente la subdi- 
visi6n del intervalo y la elección de los puntos de los subintervalos, 
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Ahora bien, cuando n+ + m, tenemos 

f b m d x  < J b / ( r ) d x  < J b ~ d x  . 
a a 

que, por el Problema I ,  se transforma en 

m ( b  - a )  < f b  f ( x )  d r  < M ( b  - a )  
a 

Por tanto m < I S ~ ~ ( ~ ) ~ ~  b-a < M 

S n x )  dx = N, siendo N un número comirendido entre m y M. Como f (x )  es continua en el de forma que - 
b-a 

a 
intervalo a 5 x 5 b, tomará, al menos una vez, todos los valores comprendidos entre m y M(ver Teorema 1, Capitulo 3). 
Por consiguiente, debe existir un valor de x, x = xo, para el cual f(x,)  = N. Así pues, 

L J b f ( x ) d x  = N = f b o )  Y J b  f(x )  d x  = ( b  - a )  f(xo) 
b-a 

d 

S
U 

d 
6. Demostrar que si F(u) = f (x)  dx, se verifica -F(il) = /(u). 

du 
a 

Para calcular la derivada, pondremos 

F ( u S A 3 1 )  - F(u)  = sutAn f(x)  d x  - Su f ( x )  dx  
a a 

y según las Propiedades 2, 5 y 6, llegamos a 
n + A u  

F ( u  + AU) - F ( u )  = S' f ( x )  d z  + S / ( x )  d x  = S"" f ( x )  d x  
I) a Y 

= ~ ( u o )  AU, siendo U < uo < u + AU 

Por tanto 

ya que cuando Au -+ O, u, + u. 

Esta propiedad se suele expresar en la forma: 

Si F(x)  = f f  ( x )  dx. se verifica F ( x )  = f (x ) .  
a 

El haber empleado la letra u en el desarrollo anterior, es debido a evitar toda confusión entre las diversas x.  Obstrvese 
en (i) que F(x) es una función del limite superior de integración x y no de Ia letra x que figura en el integrando f(x) dx. 
En otras palabras, esta propiedad tambitn se puede expresar en la forma: 

Si F(x)  = f ( t )  dt, se verifica F'(x) = f  ( x ) .  S' 
De (i) se deduce que F(x) es simplemente una primitiva o integral indefinida de f(x).  

7. Demostrar que si f (x )  es continua en el intervalo a 5 x 2 b y si F(x) es una integral indefinida de f(x), se verifica 

J b  f ( x )  d x  = F ( b )  - F ( a )  
a 

Aplicando la última expresión del Problema 6 

S' f ( x )  d x  = F ( x )  + C 
" - 

Cuando el limite superior de integración es x = a,  tenemos 

J f ( x ) d z  = O = F ( ~ ) + c  y C = - F ( a )  

Así pues. Sb f (x)  dx = g(x )  - F(a) y cuando el limite superior de integración es x = b, tenemos lo que queremos 
a 

demostrar, 
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Aplicar el teorema fundamental del cálculo integral o regla de Barrow para calcular las integrales siguientes. 

- 3 i r l 4  Sir14 

13. senx d x  = - cos z 
T I 2  

18. ~ a l c u l a r ~ ~  xy dx siendo x = 6 un 8, y = 2 un O, 
a 

Expresando x, y, dx, en funcibn de1 parámetro 8 y de, y escribiendo 10s nuevos IIrnites de integración correspon- 
dientes a los valores de1 parámetro, se halla la integral que resulta. 

dx=-ósen8dO.Cuandox=6cos8=6,  8=O;ycuandox=6cos8=3,8=n/3 .Luego 
O {' x y  d x  = $ (6 cos e)(2 u n  u)(- 6 u n  o) de 

a l a  

= - 7 2 s '  senx e coa e de = - 24 sena@]0 = -24{0 - (fi12)') = 9 f i  
ala n 1 s  

- - -  
2R13 

de de 1 + z1 11. ~alcularJ + e . S 6 +  4 c o i e  = S l h Z a  
O 6 + 4 -  

l.-+ zt 

Para determinar los límites de integración de z (8 = 2 arc tag z): Cuando 8 = 0, 
z = O; cuando 8 = h / 3 ,  arc tag r = 4 3  y r = fi Por tanto, 

1 - 2' 

Fig. 33-7 
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2 dz 

20. ~aicu ia r  J"" dx 1 + zs -, 

1 - senx '  1 - senz 22 
* 1-- 

\:? 1 + z' 
Para z = 0, arc tag z = O y z = O; Para z = n/3, are tag z = a/6 y z = 6 / 3 .  Por tanto 

Problemas propuestos 

21. Hallar la integral r b c  dx del Problema 1 dividiendo el intervalo n < x 5 b en n rubintervalm de longitudes J. n 

Alx, A,.r. . . ., d,x. ObsPrvese que d k x  = b - a. 
k-1 

22. Hallar la integral x dx del Problema 2 empleando subintervalos de igual longitud y (a) eligiendo los puntos xk coin- I: 
cidiendo con el extremo izquierdo de los subintervalos, (b) eligiendo los puntos xk coincidiendo con los puiitos medios 
de los subintervalos, (c) eligiendo los puntos xk a un tercio de sus longitudes, es decir, tomando x, = JAx, x, = :Ax, . . . 

23. Comprobar que x2 dx = 21 empleando subintervalos de igual longitud y eligiendo los puntos xk (a) en el extremo S: 
derecho de los subintervalos (b) en el extremo izquierdo de los subintervalos. (c) en el punto medio de los subintervalos. 

24. Con los mismos subintervalos y puntos elegidos en el Problema 23(<i), calcular las integral es^ x dx y 1' (x2 -+ x )  dxy 
' b  

demostrar que { f (x) + g(x)) dx = 1: (x )  dx +S g(x) dx. 
a S 

25. Hallar las integraksf: x2dx y s 4  xs dx. Comparar la suma con el resultado del Problema 23 y demostrar que 

f ( x )  d x  + Sb  f ( z )  d z  = lb f ( x )  d x  cuando a < c < b. 
C 

26. Calcular e x d z  = e - l. 
- O n Ax A z  

Ind. S.  = 2 ek.Az Az = eA' (e - 1) - y l i m -  = lim - es una forma 
~ = l  e & - 1  n - r + m e A z - l  A I - . o ~ ~ ~ - ~  

indeterminada del tipo 010. 

27. Demostrar las propiedades.4 y 5 de la integral definida. 

28. Aplicar el teorema fundamental o regla de Barrow para calcular: 

( a )  S' (2 + x )  dz = 6 ( 8 )  si x2(z3 + 1) dx = 40/3 
o 

( b )  S' ( 2  - x)' dx = 8/3 
O 

( c )  SS ( 3  - 2 x  + x') dx = 9 
O 

( d )  S' ( 1  - t2 ) t  d l  = -9/4 
- 1 

( f )  SS d m  dx = 26 
1 

x d z  = 6 

(k) S: dz = &a1. 

- 2  d = +r - ~ f i  S., 
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29. Demostrar ds  

30. Hallar Y d ~  = 3r, siendo x = 13 - sen 0 ,  y = 1 -tos 6. 

31. Hallar S4 d m  d z  = Y + J  l n  2, siendo y = i x 2  - & ln x. 
1 

32. Hallar Sa .\I ($>t + ($y d l  = f i e 9 ( e  - 1). siendo r = elcos t .  y = etsen t .  
2 

33. Por medio de las fórmulas de reducción (Capitulo 26) deducir las formulas de Wallis: 

s e n n z  dx = 1.3 . . . (  n - 3 ) ( n - 1 )  T 
cosnz  d z  = . - si n es par y > O 

2 . 4  . . . (  n - 2 ) n  2  

- - 2 -  4 . .  . ( n  - 3)(n - 1) 
si n es impar y > 1 

1 . 3  . . . (  n- 2 ) n  

'n;;c 

J. 
1 . 3  . . . (  m - 1 ) * 1 * 3  ...( n - 1 )  r senm x cosn x d z  = . M 

2 . 4 .  . . ( m + n - 2 ) ( m + n )  2  si rri y n son pares y > O  

- - 2 . 4 .  . . ( m - 3 ) ( m - 1 )  
si m es impar y '> 1 ( n +  l ) ( n + 3 ) .  . . ( n + m )  

- - 2 . 4  . . . (  n - 3 ) ( n - 1 )  si es impar y > 1 
(m+  l ) ( m + 3 )  . . . (  m + n )  

34. Hallar: 

(a) d= dx = 9813 

cos 22 - 1 1  
d~ = -7 - 1 

cos 22 + 1 4  

sen z  d z  = 1  7 + 3 f i  
-1n cos2 z - 5 cos x + 4 7 - 3 f i  

(d)  ~ " x ' e " d z  o = J ( e 2 + l )  

( 1 )  S"" 2 + " tag z = 3 1 1 1 4  1  3 f i + L  1 O 



Cálculo de áreas planas por integración 

CONCEPTO DE AREA COMO LIMITE DE UNA SUMA. Sea f(x) una función continua no negativa 
b 

en ningún punto del intervalo cerrado a x b; la integral definida J f(x) dx = lim f(xk)Akx 
.=, 

admite una interpretación geométrica suma- 
mente importante. Dividamos el intervalo 
a < x ( b eligiendo los puntos xk, como hemos 
visto en el capítulo anterior y levantemos, desde 
los extremos = a, El, E2, . . ., 5" = b, perpen- 
diculares al eje x ;  la región del plano limitada 
por la curva, el eje x y las ordenadas en los pun- 
tos x = a y x = b, quedará dividida en n fran- 
jas, cada una de las cuales es, aproximadamente, 
un rectángulo cuya base está apoyada en el 
eje x y cuya altura es la ordenada levantada 
desde el punto xk del subintervalo correspon- 
diente. El área de la franja representada en 
la Fig. 34-1 es igual a f(xk)dkx. Así, pues, la 

n 

suma f(xk)Akx representa el área de los n 1 
k= 1 Fig. 34-1 

rectángulos. b 

El limite de esta suma, 1 f(x) dx, cuando el número de franjas crece indefinidamente en la 

forma indicada en el Capítulo 33 es, por definición, el area de la porción del plano citada aiiterior- 
mente, o dicho en pocas palabras, el área encerrada por la curva desde x = a hasta x = h. 

(Ver Problemas ' 1-2.) 

Análogamente, sea x = g(y) una funcióx continua no negativa en niiigún punto del inter- 

valo c y d; la integral definida g(y) dy es, por definición, el área limitada por la curva J: 
x = g(y), el eje y y las ordenadas extremas y - c e y = d. (Ver Problema 3.) 

Si y = f(x) es una función continua que no toma valor positivo en ningún punto del inter- 

valo a < x 5 b, la integral definida f(x) dx será negativa, queriendo esto decir que el area está C 
situada por debajo del eje x. De igual forma, si x = g(y) es continua y no toma valor positivo en 

ningún punto del intervalo c 5 y 5 d, la integral g(y) dy será negativa y el área estará situada 

a la izquierda del eje y. 
J: 

(Ver Problema 4.) 

Si y = f(x) cambia de signo en el intervalo a < x 5 b, o si x = g(y) cambia de signo en el 
c < y ( d, el área encerrada por la curva se hallará por medio de dos o más integrales definidas. 

(Ver Problema 5.) 

CAI,CULO DE AREAS POR INTEGRACION. Los pasos a tener en cuenta para plantear la integral 
definida que proporciona el valor del área a calcular son: 
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(1) Trazar un diagrama en el que figuren (a) el área a determinar, (b) una franja representativa 
y (c) el rectángulo genérico. Para ello tomaremos, sistemáticamente, el subintervalo repre- 
sentativo de longitud Ax (o Ay) y el punto xk (o yk) de este subintervalo en su mitad. 

(2) Hallar el área del rectángulo y lo suma correspondiente al área de los n rectángulos. 

(3) Aplicar la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (Capítulo 33) supo- 
niendo que el número de rectángiilos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 6-1 4.) 

Problemas resueltos 

1. Hallar el área limitada por la curva y = xn, el eje x y las ordenadas en 
los puiitos x - 1 y x - 3. 

En la Fig. 34-2 se representa el área a calcuiar, KLMN, una franja 
represe~itativa, RSTU, y su rectángulo genbrico, RVWU. La base de 
este rectángulo es A,x. la altura es yt =- f (x t )  = x l  y ,  por tanto, su 
área vale xp - d,x. Así pues, 

26 - unidades de siiperficie 
3 Fig. 34-2 

2. Hallar el área comprendida entre el eje x y la pnrdbola y = 4x - xl. lY  
La curva dada corta al eje x en los puntos x = O y x = 4, que 

serán los limites de integracibn. La base del rectángulo generico 
es d k x ,  la altura yk = 4xk - xf, y su área vale ( 4 . ~ ~  -e. Asx. 
Por tanto, 

n 

A = lim ( 4 r k  - x: )  A r z  = [ (<lo - 2.) 42 
t1-0 + m k = l  

O 2 
1 ' 

= [2x2 - - x 3]  = 3213 unidades de superficie 1 A k z  

3 a 

Fig. 34-3 
Una vez que el alumno tenga en su mente todas las operaciones 

a realizar para hallar el valor de un área, es relativamente ficil plan- 
tear, directamente, la integral a resolver, una vez conocidos los limites 
de integración. 

3. Hallar el área comprendida entre la paribola x = 8 + 2y-  y%. el eje y 
y las rectas y = -1 e y = 3. 

En este caso, dividimos el área en franjas horizontales. La base del 
rectángulo generico (Fig. 34.4) es Ay, la altura es x = 8 + 2y -- y', 
y su área vale (8 + 2y - yr) Ay. Por tanto, el área pedida será: 

92 
f a  (8 + 2y - y.) d y  = p y  + y2 - -1' = - unidades de 

.- 1 3 -1 3 superficie 
Fig. 34-4 
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4. Hallar el área limitada por la parábola y = xs- 7x + 6, el eje x 
y las rectas x = 2 y x = 6. 

La base del rectángulo genérico (Fig. 34-5) es Ax. la altura 
es -y = 5 x 1  - 7x + 6), y el área vale - ( x s  - 7x + 6) Ax. 
El Area pedida es, 

- S6 - - unidades de superficie 
3 

5. Hallar el área comprendida entre la curva y = x S - 6x1 + 8x y 
el eje x. 

[CAP. 34 

La curva corta al eje x en x = O, x = 2 y x = 4, como se Fig. 34-5 
indica en la Fig. 34-6. Trazando franjas verticales, el área del 
rectángulo genérico, con su base en el intervalo O < x < 2, 
es (xJ - 6x1 + 8x) Ax, y el 4rea situada por encima del eje x 

vendrá dada por It (x3 - 6x1 + 8x) dx. El área del rectángulo 
O 

genCrico con su base en el intervalo 2 < x < 4 vale - ( x a  - 6x1 + 8x) Ax, y el área situada por debajo del eje x viene dado por 

1: - ( x 3  - 6x1 + 8x) dx. El Prea buscada sed, en definitiva. 

i4 A = S' ( x a  - 6%' + &) dx + - ( x a  - 6%' + &) dz 
O 

= [$ - 2x3 + 4 x 3  - [$ - 22. + 4zz]. 
z 

= 4 + 4 = 8 unidades de superficie 

En este caso, ha sido necesario calcular dos integrales definidas, 
ya que el integrando cambia de signo en el intervalo de integración. 
Con un planteamiento incorrecto'del problema habrlamos llegado 

a la conclusión de que I4 (xs - 6x1 + 8x) dx = 0. 
o 

Fig. 34-6 

6. Hallar el área comprendida entre la parábola x = 4 - yt y el eje y. 

'La parábola corta al eje x en el punto (4.0) y al eje y en los puntos (O, 2) y (0, -2). Vamos a resolver el problema de 
dos formas distintas. 

Fig. 34-7(a) Fig. 34-7(b) 

Empleando franjas horizontales. La base del rectángulo genérico [Fig. 34-7(a)] es Ay, su altura 4 - y1 y su área 
vale (4 - yt)  Ay. Los límites de integración de la integral definida son y = -2 e y = 2. Ahora bien, observando que el 
área situada por debajo del eje x es igual a la situada por encima de 61, tendremos: 

1' ( 4 - ~ 3 d ~  = 2 1 : ( 4 - y 7 d y  = 2 ( 4y-- j)r = unidades de supeñrie 
-S o 3 

Empleando franjas verticales. La base del rectángulo genérico [Fig. 34-7(b)] es dx, si1 altura 2y = 2 d T x ,  y SU 

área vale 2.\/4-x Ax. Los limites de integración son x = O y x = 4. Por tanto, el área será: 

4 4 32 1 2 d G  dx = - --(4 - X ) ~ I ~ ]  = - unidades de superficie 
o 3 o 3 
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7. Hallar el Arca comprendida entre la parábola ya = 4x y la recta y = 2x - 4. 

La recta corta a la parábola en los puntos (1, -2) y (4.4). En las figuras se puede observar que, si empleamos franjas 
verticales, unas van desde una rama de la parábola a la recta y otras desde una rama de la parábola a la otra. Si empleamos 
franjas horitontales, todas ellas van desde la recta a la parábola. Aqui vamos a resolver el problema de las dos formas 
para observar cuál de ellas es la más adecuada. Antes de empezar a calcular, conviene considerar, previamente, qué 
tipo cle divisibn del área a resolver es el más apto. 

Fig. 34-8(a) Fig. 34-8(b) 

Empleando franjas horizontales. La base del rectángulo genérico [ver Fig. 34-8(a)] es Ay, su altura {(valor de x de 
la recta) -(valor de x de la parábola)) es ()y + 2) - fy' = 2 + +y - -9, y su irea vale (2 + )Y - fy3Ay. El área 
pedida es 

= 9 unidades de superficie 
- a  

Empleando franjas verticales. Dividimos el área por la recta x = 1 [ver Fig. 368(¿)]. El rectángulo genérico, a la 
izquierda de esta recta, tiene de base Ax, de altura (teniendo en cuenta la simetría de la figura) 2y = 4 6  y su área 
vale 4 6 x  dx. El rectángulo generico, a la derecha de la recta, tiene de base Ax, de altura 2<x - ( 2 x  -4) = 

2dx - 2x + 4 y su área vale ( 2 C x  - 2x + 4) Ax. El área pedida es, entonces, 

Hallar el área comprendida entre las parábolas y = &T - x' e, 
y = x'-2x. 

Las parábolas se cortan en los puntos (O, O) y (4, 8). En la figura 
se observa que lo más adecuado es dividir el área mediante franjas 
verticales. 

El rectángulo generico tiene de base Ax, de altura, {(valor de y en 
el límite superior)-(valor de y en el límite inferior)) = (6x-x') 
- (xt - 2x) = 8x - 2xt, y su área vale (8x - 2x3 Ax. El área pe- 
dida es 

Hallar el área limitada por la curva ya = xt - a?. 
La curva es simdtrica con respecto a los ejes coordenados. Por 

tanto, el área será 4 veces la correspondiente al primer cuadrante. 

La base del rectángulo genérico es Ax, su altura y = d n  
= x v G i ,  y su Area vale x<-> Ax. E1 área buscada es, pues, 

4 = - unidades de superficie 3 Fig. 34-10 
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10. Hallar el Area del menor de los sectores que la recta x = 3 determina en el circulo x1 + y1 = 25. (Ver Fig. 34-11.) 

= (- a - 12 - 25 are  sen unidades de superficie 2 

Fig. 34-11 Fig. 84-12 

11. Hallar el irea de la intersección de los círculos xs + ys = 4 y xs + ys = 4x. (Ver Fig. 34-12,) 

Los circulos se cortan en los puntos (1, f 6). 
El rcctBngulo gendrico se extiende desde x = 2 - q w  hasta x = d4-y'. 

A = 2 1 6  ( d w  - (2 - d w ) }  dy = 4 6 (I/- - 1) dy 

fi 
1 + 2 a r e s e n - y  - y  
2 

lo = ($ - 2 f i )  unidades de superíicie 

12. Hallar el &a limitada por la curva y' = x^(4 + x). (Ver Fig. 34-13.) 

A = S: 2y d z  = ?S0 r8d= dx. Haciendo,rl + ,x = tendremos 
- 4  [: 8iS 131: - - 

A = 4 ~ ' ( 2 - - 4 ) ~ z ' d z  = 4 - -- +-  - 4096 105 unidades de superficie 

Fig. 34-13 Fig. 34-14 Fig. 34-16 

13. Hallar el Brea limitada por el arco de cicloide x = 8 - sen 8, y = 1 - cos 0. (Ver Fig. 34-14.) 

Cuando 8 varia de O a 2n, se describe un arco completo. Por tanto, dr = (1 -coa 8)  de y 
B=ir 

A = J  p d x  = 4'. (1 - cos e)( l  - cos e) de = S'.(:- 2 c o s e  + 
e = o  " 

= [i - 2 sen 0 + = 3r  unidades de superficie 

14. Hallar el área limitada por la curva x = 3 + cos 8, y = 4 sen 8. (Ver Fig. 34-15.) 

Cuando 8 varia, do derecha a izquierda, desde O a in, se describe el área rayada de la figura, que vale, # del dna 
pedida. 

T I2  

16 J.'' n/: 

A = -4 J (4sene) ( -mne)de  = r n l e d e  = 8{ (1-eoa2e)de  
O 

= 8 [ e --sen2e 1: = 40 unidades de superficie 
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\, Problemas propuestos 

15. Hallar el drea limitada por las curvas y rectas que se indican: 

(a) y - xa, y = O, x = 2, x = 5 

(b) y = = x 3 , y = 0 , x =  1 , ~ - 3  

(c) y = 4 x - x 2 , y = 0 , x =  1 , x = 3  

(d)  x = 1 + y2, x = 10 

(e) x = 3y2 - 9, x = O, y = 0, y = 1 

( f )  x = y' -t 4y, x = o 
(g) y = 9 - x 2 , y = x + 3  

( / a )  y = 2 - x " y = - x  

(q) y = t a g x , x = O , x = f n  

( r )  Un sector circular de radio r y hngulo a. 

(i) y = x Z  - 4, y = 8 - 2xZ 

( j )  y = xb-4xz ,  y = 4x2 

(k)  La curva dada por y2 = x2(a2 - x2) 

(1) La curva dada por 9ay2 = x(3a - x ) ~  

(m) y =e z,  y = e- ' ,x=O,x = 2 

(n) y = e'/' + e-'la, y = O, x = &a 

(o) x y = 1 2 , y = O , x =  l , x = e Z  

( p )  y = 1/(1 + x2), y = O, x = & 1 

(S) La elipse x = a cos t ,  y = b sen t .  

( t )  x = 2 cos 0 - cos 20 - 1, y = 2 sen 0 - sen 28. 

(u) x = a cos3 t ,  y = a sen3 t .  

( v )  Primer arco de y = e-"' sen ax. 

( w )  y = xe-la, y = O, y la ordenada máxima. 

(x) Las dos ramas de (2x - y)' = x 3  y x = 4. 

(y) Dentro de y = 25 - x2, 256x = 3y2, 16y = 9x2. 

Soluciones: (a) 39 unidades de superficie, (b) 20, (c) 2213, (d) 36, (e) 8, ( f )  32/3,(g) 125/6, (h) 912, ( i )  32, ( j )  512fi115, 
(k )  2a3/3, (1) 8 f l a 2 / 5 ,  (m) (e2 f l leP - 21, (4 M e -  l le), (0) 24, (P) 3n, ( 4  3 ln 2, ( r )  3rPa, (SI nab, ( t )  6r, 
(U) 3naz/8, (v) (1 + l/eR)/2a, ( w )  &(1 - ]/<e), (x)  12815, (y)  9813 unidades de superficie. 

La ordenada media de la curva y = f (x)  en el intervalo a x S b viene dada por 

16. Hallar la ordenada de (a) una semicircunferencia, (b) la parábola y = 4 - x2 desde x = -2 hasta x = 2. 

Sol. (a) nrj4, (b) 813. 

17. (a) Hallar la ordenada media de un arco de la cicloide x = a(0 - sen O), y = a(l - cos O )  con respecto a x. 

(6) Idem, con respecto a 0. 

3a o2(1 - eos e)< de = -, ( b )  & Jn =(I - e) de = o 
2 o 

18. En la caída libre de un cuerpo, s = +gt2 y v = gt = G. 
L 

(a) Demostrar que el valor medio dc v con respecto a t en el intervalo O 5 t 5 1, es igual a la mitad de la velocidad final. 

(b) Demostrar que el valor medio de v con respecto a s en el intervalo O 5 s 5 S, es igual a dos tercios de la velocidad 
final. 



Capítulo 35 
Volúmenes de sólidos de revolución 

UN SOLIDO DE REVOLUCION está generado por la rotación de un área plana alrededor de una recta 
del plano o eje de revolución. El volumen de un sólido de revolución se puede hallar por uno de los 
procedimientos siguientes: 

METODO DEL DISCO 

A. El eje de rotación forma parte del contorno del área ?lana. 

(1) Se traza un diagrama indicando el área generatriz, una franja representativa perpen- 
dicular al eje de rotación, y su rectángulo genérico, como se hizo en el capítulo anterior. 

(2) Se halla el volumen del disco producido en la rotación del rectángulo genérico alre- 
dedor del eje de rotación y la suma correspondiente a los n rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (Capítulo 33)' 
suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 1-2.) 
B. El eje de rotación no forma parte del contorno del área plana. 

(1) Se procede como en el apartado (1) anterior. 

(2) Se prolongan los lados del rectángulo genérico, ABCD, hasta que corten al eje de ro- 
tación en E y en F (ver Fig. 35-3 correspondiente al Problema 3). Cuando este rectán- 
gulo gire alrededor del eje de rotación se produce un cilindro cuyo volumen es igual 
a la diferencia entre los volúmenes generados por los rectángulos EABF y ECDF al 
girar con respecto al mismo eje. Se halla la diferencia de los dos volúmenes y se procede 
como en el apartado (2) anterior. 

(3) Se procede como en el apartado (3) anterior. (Ver Problemas 3-4.) 

METODO DEL ANILLO 

(1) Se dibuja, en un diagrama, el área generatriz, una franja representativa pirralela al eje de ro- 
tación, y su rectángulo correspondiente. 

(2) Se halla el volumen (= circunferencia media x altura x espesor) del anillo cilíndrico pro- 
ducido en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje de giro y se halla la suma 
correspondiente a los n rectángulos. 

(3) Se aplica el teorema fundamental, o regla de Barrow, suponiendo que el número de rectán- 
nulos crece indefinidamente. 

(Ver Problemas 5-8.) ,y li 7- 
-1 

1 

Problemas resueltos 
Hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la parábola y" 8x y la ordenada 
correspondiente a x = 2 con respecto al eje x. (Ver Fig. 35-1.) 
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Dividiendo el área mediante franjas verticales, cuando el  rectángulo genérico de la Fig. 35-1 gire alrededor del eje x 
se produce un disco de radio y, de altura Ax y de volumen nyz Ax. La suma de los volúmenes de los n discos. correspon- 
dientes a los n rectángulos, es Znya Ax, y el volumen pedido sera, 

V = lb dV = nya dr = n l  8x dx = 4 w 2  = 16n unidades de volumen 
0 O 1: 

Fig. 35-1 Fig. 35-2 

2. Hallar el volumen generado al girar el área limitada por la parábola yB = 8x alrededor de la ordenada correspondiente 
a x = 2. (Ver Fig. 35-2.) 

Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genCrico de la Fig. 35-2 gire alrededor del 
eje y se produce un disco de radio 2 - x,  de altura Ay y de volumen n(2 - x)' Ay. El volumen pedido será 

256 v = id n(2 - ~ 1 2  d y  = (2 - x)'dy = hJ: ( 2  - : )a  dy  = -n unidades de volumen 
- 4 15 

3. Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por ya = 8x y la  ordenada correspondiente a x = 2 con 
respecto al eje y. (Ver Fig. 35-3.) 

Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genhico de la Fig. 35-3 gire alrededor del 
eje y, se produce un disco cuyo volumen es igual a la diferencia entre los volúmenes generados al girar los rectángulos 
ECDF(de dimensiones 2 por Ay) y EABF(de dimensiones x por Ay) con respecto al eje y, es decir, n ( 2 ) q y  - ~ ( x ) ~  Ay. 
El volumen pedido será 

5: 128  n unidades de volumen 4n dy - J4 nxa dy  = 2n (4 - x2) dy = 
- 4 5 

Fig. 35-3 
I Fig. 35-4 

4. Hallar el volumen generado en la rotación del área comprendida entre la parábola y = 4x - xa y el  eje x con respecto 
a la recta y = 6 .  (Ver Fig. 35-4.) 

Dividiendo el área mediante franjas verticales, el rectángulo genérico, al girar alrededor de la recta y = 6, produce 
un disco de volumen n(6)Z Ax - n(6 - y)2 Ax. El volumen pedido será 

{ ( 6 ) B - ( 6 - y ) 2 ) d ~  = 

1408n 
= nJ4 (48x - 28x2 + 8x3 - x4 )  d. = - unidades de volupen 

o 15 
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5. Se trata de hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la curva y = f (x) y las 
ordenadas correspondientes a x = a y x  = b, alrededor del eje y. (Ver Fig. 35-5.) Dividiendo este área en n franjas y 
trazando los rectángulos correspondientes, cuando uno de ellos gire alrededor del eje y, se produce un anillo cilíndrico 
de a l t ~ a  y,, radir~ interno tk-i. radio externo tk y volumen 

Por el teorema del valor medio de la derivada 

Siendo tk -, c x, < tk. Por tanto, (i) se transforma en 
AkV = 2 n x ; Y k A g  = 2 n x ; f ( x 3 A g  

Y n 

V = 2n lim x xif(x3 A& = 2n x f(x) du por el teorema de Bliss 
n++m 

a-1 I : 
Nota. Si los puntos xk de los subintervalos son los puntos medios de estos, no es necesario acudir al teorema 

de Bliss. Para los x; definidos en (ii), se verifica: x; = +(lk + t k - , )  - xk [ver Problema 17(b), Capítulo 21.1. El vo- . I 

lumen producido al girar los n rectángulos alrededor del eje y es Znr. f (xd  Akx = x g ( x k )  Akx del tipo (i) del 
Capitulo 33. k-  1 k - 1  

Y 

Z 
o 

Fig. 35-5 Fig. 35-6 

- 6. Hallar el volumen generado en la rotacibn del área limitada por la parábola ya = 8x y la ordenada correspondiente 
a x = 2 con respecto a esta recta, Aplicar el método del anillo. (Ver Problema 2.) 

Dividimos el área (Fig. 35-6) mediante franjas verticales y elegimos, para mayor sencillez, el punto P de forma que 
sea el punto medio del segmento AB. 

La altura del rectángulo genérico es 2y = 42/& su base, Ax y su distancia al eje de giro, es 2 - x. Cuando este , , 
rectángulo gire alrededor de este eje se produce un anillo cilíndrico de volumen 2n(2 - x)  - 4 6  Ax. El volumen 
pedido serti 

2565c unidades de volumen V = 8 . \ / 1 n l ( 2 - x ) 1 ; d r  = 8 \ / l n r ( 2 ~ l / ~ - - x " 3 d x  o - - 15 

- 7. Hallar el volumen del toro generado en la rotaci6n del circulo x' + yP .= 4 alre- Y 
dedor de la recta x = 3. 

Aplicamos el mktodo del anillo. La altura del rectángulo genbico es 2y, su 
base Ax, y la distancia media al eje de revolucibn vale 3 - x. El volumen pedido 
será 

-2 Z 

V = 2 y ( 3 - x ) d r  = 4n ( 3 - x ) i / 4 - x 2 d r  / I'_¶ -S 

a 
= i ~ l L ¶  1/=&-4nJ -a x2/4-x;& 

5 1/- +-2 arc sen 
I I 

Fig. 35-7 
= 24nt unidades de volumen 
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8. Hallar el volumen generado en la rotacibn alrededor del eje y del Area limitada por el primer arco de la cicloide 
x = 8 - sen 8, y = 1 - cos 8 y el eje x. Aplicar el mttodo del anillo. 

= 2.72 1#82 - 2(8 sen 8 -t- cos 8) + f (f 8 sen 28 + 4 tos 26) Fig. 35-8 
L 

zn + cós 8 + sena 8 + $ cos3 81 = 6n3 unidades de volumen 

Hallar el volumen generado en la rotación del Area limitada p o r 2  = -x2 
- 3x + 6 y x + y - 3 = O alrededor de la recta, (a) x = 3, (b)  y = 0. 

(a) V = lis (Y, -YL)(~  - x) d4 
-S  

= 2nf (x3 - x2 - 9x + 9) dx = 256~13 unidades de volumen 
-S  

= nr l  (x4 + 6x3 - 4x2 - 30x + 27) dx = 1792.72115 unidades de 
J -3 

volumen. Fig. 35-9 

Problemas propuestos 
Hallar, en 10~s Problemas 10-19, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del disto. (Soluciones en unidades cúbicas.) 

10. y = 2 x a ,  y =O, x = O ,  x = 5 ;  e jex  Sol. 2500n 15. y = x3, y = O, x = 2; x = 2 Sol. 16n/5 
11. x2 -ya = 16, y = O, x = 8 ;  eje x Sol. 256~13 16. y2 = 2 ( l  - x2); eje x Sol. 4~135 
12. y = 4x2, x = O, y = 16; eje y Sol. 32.72 17. 4xa + 9y2 = 36; eje x Sol. 16n 
13. y =4xa, x =O, y = 16; y = 16 Sol. 4 096~115 18. 4x2 + 9ya = 36, eje y Sol. 24n 
14. ya = xS, y = O, x = 2; eje x Sol. 4n 19. Dentro de x = 9 -ya, entre 

x- y- 7  = 0 , x  =O; ejey Sol. 963n15 

Hallar, en los Problemas 20-26, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del disco. (Soluciones en unidades cúbicas.) 

~- 

20. y = 2x2, y = O, x = O, x = 5; eje y Sol. 62% 24. y = xa. y = 4x - xa; eje x Sol. 32n/3 
21. ~ ~ ~ y ~ = 1 6 , y = O , x = 8 ; e j e y  Sol. l281;/%r 25. y = xa, y = 4x - xa;  y = 6 Sol. 64n/3 
22. y =, 4xa, x = O, y = 16; eje x Sol. 2 048n/5 26. , x=9-ys ,x -y-7=O;x=4  Sol. 153n/5 
23. y = - x 3 , x = 0 , y = 8 ; x = 2  Sol. 144n/5 

Hallar, en los Problemas 27-32, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del anillo. (Soluciones en unidades cúbicas.) 

27. y - 2re, y =O, x =O, x = 5; eje y 30. y = xa, y = 4x - x'; x = 5 
28. y = 2 x 2,  y = O, x = O ,  x = 5; x = 6 31. y = x 2 - 5 x + 6 ,  y = O ;  ejey 
29. y = x 3 ,  y = O ,  x = 2 ;  y = 8  32. D e n t r o d e x = 9 - y a ,  e n t r e x- y- 7- 0 ,  x = O ; y = 3  

Sol. (27) 625n, (2- (29) 320n17, (30) 64nj3, (31) 5n/6, (32) 369nj2 

Hallar, en los Problemas 33-39, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método que sea más idóneo. 

y =e-=',  y =O, x =O, x = 1; ejey Sol. n(l  - l/e) unidades de volumen 
Un arco de y = sen Zr; eje x Sol. &n2 unidades de volumen 
Primer arco de y = e* sen x;  eje x Sol. n(em - 1)/8 unidades de volumen 
Primer arco de y = e* sen X; eje y Sol. n[(n - l)en - 11 unidades de volumen 
Primer arco de x = 8 - sen 8, y = 1 - cos 8; eje x Sol. 5n2 unidades de volumen 
La cardioide x = 2 cos 8 - cos 28 .- 1, y = 2 sen 8 - sen 28; eje x Sol. 6443 unidades de volumen 
y = Z r a ,  Z r - y + 4 = O ;  x = 2  Sol. 27n unidades de volumen 
Hallar el volumen de un tronco de cono cuya base inferior es de radio R, la superior de radio r y de altura h. 
Sol. $nh(rP + Rr + R2) unidades cúbicas. 



Capítulo 36 
Volúmenes de sólidos de sección conocida 

VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 
un área plana limitada por la curva y = f(x), el 

por r nyl dx. El integrando, ny2 = n { / ( ~ ) ) ~ ,  se ' 4 puede interpretar como el área de la sección deter- 
minada por un plano perpendicular al eje x situado 
a una distancia del origen igual a x unidades. 

Recíprocamente, si el área de la sección ABC 
determinada en un sólido por un plano perpendicu- 
lar al eje x situado a una distancia del origen igual 
a x unidades, se puede expresar como función, 
A(x), de x, el volumen del sólido viene dado por 

generado en la rotación alrededor del eje x de 
eje x y las rectas x = a y x = b vienc dado 

V = 1 A(.) dx. 

Problemas resueltos 

Hallar el volumen de un dl ido de base circular de 4 unidades 
de radio sabiendo que toda sección plana perpendicular a un 
diámetro fijo es un triángulo equilátero. 

Tomando el circulo, como en la Fig. 36-2, con el eje x 
sobre el diámetro fijo, la ecuación del circulo será xa+ya = 16. 
La sección ABC del sólido es un triángulo equilátero de lado 
2y y área A(x)  = 43 y" fi (16 - x'). 

256 -d unidades de volumen 
3 

Un dl ido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor 
y menor miden 10 y 8, respectivamente. Hallar su volumen 
sabiendo que toda sección del mismo perpendicular al eje 
mayor es un triángulo isósceles de altura igual a 6. 

Situemos la elipse como indica la Fig. 36-3, siendo su 
x v Y O  

ecuación - + - = 1. La secci6n ABC es un$iángulo is6s- 
25 16 -- 

celes de base 2y, altura 6 y área A(x) = 6y = 6 a 4 / , d 2 5  - xa. 

6 - 
V = 4 2 1  - x 8 d .  = 6On unidades de volumen 

-6 

Fig. 86-1 

Fig. 36-2 

Fig. 36-3 
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xP yP Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide - + - = z y el plano z = 10. (Ver Fig. 36-4.) 
16 25 

La sección determinada en el sólido por un plano paralelo al xOy situado a una distancia z del origen es una elipse 
de área nxy = n ( 4 d 2 )  ( 5 d I )  = 2 b z .  En consecuencia, 

10 

V = 20n1 i dz = I W n  unidades de volumen 
D 

Fig. 36-4 Fig. 36-5 Fig. 36-6 

4. En un cilindro recto circular de madera, de 8 centímetros de radio, se efectúa un corte por un plano que pasa por un 
diiimetro de la base y forma con ella un ángulo de 60". Hallar el volumen de la madera eliminada. (Ver Fig. 36-5.) 

Tomando los ejes coordenados que se indican en  la figura, la sección determinada por un plano perpendicular al  
eje x es un triángulo rectángulo en el cual el ángulo agudo adyacente al cateto y es de 60". La longitud del otro cateto 
es 43 y  y el área de la sección es ifi ya = & d - 3  (64 - xa). Por tanto, 

I ,, 
(64-xe)dx = -q3cma 

3 

5.. Hallar el volumen de la intersección de dos cilindros circulares de igual radio r que se cortanortogonalmente. 
(Fig. 36-6.) 

Tomando los ejes coordenados que se indica en la figura, las ecuaciones de los cilindros son xa + z1 = r' e 
ya + za = r2 .  La sección determinada en el volumen que se trata de calcular, por un plano perpendicular al eje z, es 
un cuadrado de lado 2x = 2y = 21/ra  - z1 y área 4(ra - z2). Por tanto, 

1 6ra 
V = 41' ( r a -2 )dz  = - 

3 
unidades de volumen 

-* 

6. Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya base es una elipse 
de eje mayor 2a y eje menor 2b. (Fig. 36-7.) 

La sección determinada en el cono por un plano paralelo a la base 
es una elipse de eje mayor 2x y eje menor 2y. 

De los triángulos semejantes de la figura, se deduce: 

PC P M  x h- z - =-  PD PM y h-z tambidn -- = - 6 - = 
OA O M  - a = h '  ' 08 OM b h 

nab(h - z ) ~  
El área de la sección es nxy = 

h ' . Luego 

v = -- 1 
nab 1' (h - z ) ,  dr = -nabh unidades de volumen 
ha O 3 Fig. 36-7 
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Problemas propiiestos 

7. Hallar el volumen de un sólido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que la sección determinada en tl por 
un plano perpendicular a un diámetro fijo (eje x de la figura del Problema 1) es (a) un semicírculo, (6 )  7:n cuadrado, (c) 
un triángulo rectángulo isósceles con su hipotenusa en el plano de base. 
Sol. (a) 128x13, (b) 1 02413, (e) 25613 unidades de volumen. 

8. Hallar el  volumen de un sólido de base elíptica de ejes mayor y menor iguales a 10 y 8, respectivamente, sabiendo que 
la sección determinada en tl por un plano perpendicular al eje mayor es un triángulo rectángulo con un cateto en el 
plano de la base. Sol. 64013 unidades de volumen. 

9. Hallar el volumen de un sólido cuya base es el área limitada por la parábola y2 = 12x y su ordenada correspondiente 
al punto x = 3. sabiendo que la sección determinada en Bl por un lano perpendicular al eje x de la parábola es un 
cuadrado. Sol. 216 unidades de volumen. P 

10. Hallar el volumen de un sólido cuya base es el área del primer cuadrante limitada por la recta 4x + 5y = 20 y los 
ejes coordenados, sabiendo que la sección determinada en CI por un plano perpendicular al eje x es un semicírculo. 
Sol. 10nl3 unidades de volumen. 

11. Hallar el volumen de un d l i d o  cuya base es el circulo x 2  + ya = 16x, sabiendo que la sección determinada en tl por 
un plano perpendicular al eje x es un rectángulo de altura igual al doble de la distancia del origen al plano de la sección 
Sol. 1 024n unidades de volumen. 

12. Hallar el volumen del sólido engendrado por un circulo cuyos extremos de un diiimetro se apoyan en las parábolas 
y* + 8x = 64 e y2 + 16x - 64, cuando se le desplaza paralelamente al plano xz. 
Sol. 256~115 unidades de volumen. 

13. Hallar el volumen de un cono cuya base es el círculo yZ + z2 - 2by = O, x = O, y su vértice, el punto (a, O, 0). 
Sol. $nab2 unidades de volumen. 

14. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide y2 + 4.2' = x y el plano x = 4. 
Sol. 4n unidades de volumen. 

15. Hallar el  volumen de un barril cuyo perfil es el de un elipsoide de revolución, sabiendo que su altura es 6, el radio de 
la sección media es igual a 3 y el radio de  las bases igual a 2. Sol. 44n unidades de volumen. 

16. Hallar el volumen de un,sólido sabiendo que la sección determinada en  tl por un plano perpendicular al eje x es un 
círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan e n  las parábolas yZ = 9x y x 2 = 9y. 
Sol. 6 561nj280 unidades de volumen. 

17. Hallar el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en  él por un plano perpendicular al eje x es un cua- 
drado cuyos extremos de una diagonal estain situados sobre las parábolas y2 = 4x y xa = 4y. 
Sol. 1 4 / 3 5  unidades de volumen. 

18. En una esfera de 3 centímetros de radio se efectúa un taladro de 1 centímetro de radio, siendo el eje de Bste uno de 
los diámetros de aquélla. Hallar el volumen de la esfera que resulta. Sol. 64nf i /3  cm3. 



Capítulo 37 
Centro geomdtrico 

Areas planas y sólidos de revolución 

LA MASA DE UN SOLIDO es una medida de la materia que contiene y su volumen es una medida del 
espacio que ocupa. Si la masa por unidad de volumen es la misma en todo el cuerpo se dice que 
éste es homogbneo o que tiene densidad constante. 

En mecánica se simplifican mucho los cálculos cuando se puede considerar a la masa del cuerpo 
concentrada en un punto que se denomina centro de masas. En un cuerpo homogéneo este punto 
coincide con el centro geoniétrico o centroide. Por ejemplo, el centro de masas de una pelota de 
goma homogénea coincide con el centro geomdtrico de la pelota considerada como una esfera. 

El centro geométrico de una hoja de papel rectangular estará situado entre las dos superficies 
en la mitad del espesor pero, en este caso, se puede considerar situado sobre una de las superficies 
en el punto de intersección de las diagonales. Así, pues, el centro de masas de una hoja delgada 
coincide con el centro geométrico de la hoja considerada como un área plana. 

En este Capitulo, y en el siguiente, nos limitaremos a considerar Areas planas y sólidos de re- 
volución. En capítulos posteriores trataremos de otros sólidos, arcos de curvas y cuerpos hete- 
rogéneo~. 

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) ML DE UN AREA PLANA con respecto a una recta L es 
el producto del área por la distancia de su centro geomdtrico a dicha recta. El momento de un área 
compuesta de otras varias con respecto a una recta es igual a la suma de los momentos de las 
áreas individuales con respecto a dicha recta. 

Para hallar el momento de un área plana con respecto a un eje coordenado se procede de la 
manera siguiente : 

(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico correspondiente. 

(2) Se efectúa el producto del área del rectángulo por la distancia de su centro geombtrico o cen- 
troide al eje, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (ver Problema 2) 
suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 

Para un área plana A cuyo centro geométrico es el punto (2, Y) y cuyos momentos con respecto 
a los ejes x e y son M, y M,, respectivamente, se tiene: 

AE = M, y Ag = M, 
(Ver Problemas 1-8.) 

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) DE UN SOLIDO de volumen V, engendrado en la rotación 
de un área plana alrededor de un eje coordenado, con respecto a un plano que pase por el origen 
y sea perpendicular a dicho eje, se halla de la manera siguiente: 

(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico. 

(2) Se efectúa el producto del volumen del disco o anillo, generado en la rotación del rectángulo 
con respecto al eje, por la distancia del centro geométrico del rectángulo al plano, y se es- 
cribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 
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(3) Se aplica la regla de Bairdw o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. 

El centro geométrico (a, Y) está situado en el eje x si el área gira en torno a dicho eje. Llamando 
M,, al momento del sólido con respecto al plano que pasa por el origen y es perpendicular al cje x,  
se tiene 

vz = M,, y = o 

Análogamente, si fa rotación del área tiene lugar en torno del eje y, el centro geomttrico (2, i )  
está situado en dicho eje. Llamando M,, al  momento del sólido con respecto al plano que pase 
por el origen y sea perpendicular al eje y, se tiene 

J'g = M,,, 5 = O 
(Ver Problemas 9-12.) 

PRIMER TEOREMA DE PAPPUS. El volumen engendrado por un área plana en rotación alrededor 
de un eje de su plano que no la corte es igual al producto del área por la longitud de la trayectoria 
descrita por su centro geométrico. 

(Ver Problemas 13-1 5.) 

Problemas resueltos 
1. Dada el área plana de la figura, hallar (a)  su momento con respecto a los ejes Y 

coordenados y (b) las coordenadas de su centro geomttrico ( 2 ,  i ) .  
10 

5 

(a) El área del rectiingulo superior es 5 x 2 = 10 unidades, y su centro 
geométrico es el punto A(2,5, 9). AnAlogamente, las áreas y centros de A.  2 
los otros rectángulos son: 12 unidades, B(I, 5); 2 unidades, C(2.5, 5); 

8 ----- 
10 unidades, D(2.5, 1). 2 

Los momentos de los rectángulos con respecto al eje x son 10(9), 
12(5) y lO(1). Por tanto, el momento del área de la figura, con respecto 1 
al eje x, es 

B. I C  2 
M, = lO(9) + 12(5) + 2(5) + lO(1) = 170 I - 

Análogamente, el momento del área de la figura con respecto al z 
eje y es 

2 
M,, = lO(2.5) + 12(1) + 2(2,5) + 10(2,5) = 67 2 ------ 

D. 2 
(b) El área de la figura es A = 10 + 12 + 2 + 10 = 34. X - 

Luego A l  = M,,, 342 = 67 y 2 = 67/34, O I 

y A i  = M,, 34g = 170 e ji = 5. 
Fig. 37-1 

El punto (67134.5) es el centro geométrico. 

2. Hallar el momento con respecto a los ejes coordenados del área plana del segundo cuadrante limitada por la curva 
x = y* - 9.  

El área del rectángulo gentrico de la figura es -x Ay, su centro geo- 
métrico es ( i x ,  y) ,  y su momento con respecto al eje x vale y (-x Ay). 
Por tanto, 

Análogamente, el momento del rectángulo genérico con respecto al eje y 
es hx(-x Ay). En consecuencia. 

Fig. 37-2 
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3. Hallar el centro geomktrico del Area del primer cuadrante limitada por 
la parabola y = 4 - xa. 

El centro geométrico del recíángulo genérico es (x ,  i y ) .  

A = So2 u d t  = l ' ( 4  - x ' ) d x  = 1613 

Por tanto 5 = MvIA = 314, # = M J A  = 815, y las coordenadas 
del centro geométrico son (314,815). 

4. Hallar el centro geométrico del Area del primer ctiadrante limitada por la 
parábola y = .xa y la recta y = x.  

El en t ro  geométrico del rectángulo genérico es [x,  +(x + xl ) ] .  

Por tanto 5 = Mv/A = 112, # = M,/A = 215, y las coordenadas del 
centro geométrico son (1/2,2/5) .  

5. Determinar el centro geométrico del área limitada por las parábolas 
x = ya Y xa = -8y. 

El centro geomktrico del rectángulo genérico es [x,  A(-x1/8 - d;)]. 

Y el centro es (3, 17) = (915, -9110). 

6. Hallar el centro geométrico del Area limitada por la curva y = 2 sen 3x, 
desde x = O hasta x - 4 3 .  (Ver Fig. 37-6.) 

Fig. 37-4 

Fig. 37-5 

Empleando el rectkngulo genérico de la figura cuyo centro geométrico es (x ,  i y ) ,  

y dx = 2 sen 32 dx = 

PIS 

M ,  = J )y y d t  = 2JV1s *nl 3% dx 

= 2 [mn 3% - 3% eos 32 
2 ]YS = 

9 

Fig. 87-6 
Las coordenadas del centro son (MJA,  MJA)  = (n/6,n/4). 
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7. Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante de la hipocicloide x = a cosa 8, 
y = a sen3 O. (Ver Fig. 37-7.) 

Por simetría, 3=tj. 

B=n-13 

A = 
z dy = J r i t a  eos" -33. senp R cos e de 

O = W I S  A I ~  Fig. 37-7 

= 
v e z  dy = soaJ cosa e sen5 e  de 3aa SW1' CM' e (1 - eos' e)' sen b de 

O 

COS' e 2 cos'e = -3a3 [6 - - 24a' 
7 

Por tanto, y' = M,IA = 256a/315n y las coordenadas del centro son (256a/315n, 25W3 1%). 

8.  Demostrar que el centro geomttrico del Area de un sector circular de 
2r sen 8 

radio r y Angulo 28 estA situado a una distancia - del centro del 
38 

Situemos el sector de forma que su centro geomttrico estt situado 
sobre el eje x. Por simetría, la abscisa de dicho centro sera igual a la del 
Area situada por encima del eje x, limitada por la circunferencia y la recta 
y = x tag 8. Para este último sector: 

v i e n e  

I(4- + Y cot e ) ( F 7  - g cot e) dy = 
f J (rz - - v' cota e) dy 

2 

1 1 2r sen e = - a y a  - s y l c ~ r e  - - r a y n e ,  y 2 =%=-  
1 1: 

m

-"- 3 3e 

9. Hallar el centro geomttrico (q O) del ablido generado en la rotacibn del hrea del Problema 3 alrededor del eje x .  

Aplicando el mttodo del disco al rectángulo generico del Problema 3, 

10. Hallar el centro geomttrico (0, y3 del sblido generado en la rotacibn del área del Problema 3 alrededor del eje y. 

Aplicando el mttodo del anillo al recthngulo gentrico del Problema 3, 

M, = 2 ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ ~  d z  = u 1(4 - 23. d z  = 3 2 ~ 1 3 ,  de donde Y = M, /V  = 4 /3  
o 

11. Hallar el centro geomttrico (3, O) del sólido generado en la rotacibn del Brea del Problema 4 alrededor del eje x. 

Aplicando el mCtodo del disco al rectángulo gentrico del Problema 4, 
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12. Hallar el centro geom6triw (O, i )  del sóiido generado en la rotación del área del Problema 4 alrededor del eje y. 

Aplicando el mttodo del anillo al rectángulo gendrico del Problema 4, 

V = Zr[' z (z  - x') dz = r / 6 ,  

M, = 2r &(z z') z(z - z') dz = a/U, de donde i = M,./V = 1/2 S' O 

13. Hallar el centro geomktrico del Area de un semiclrculo de radio r. 
Tomando el semicírculo como en la figura, 5 = 0. 

El área del semicírculo es el sólido generado en la rotación alrede- 
dor del eje x es una esfera de volumen 4/,~r3, y el centro geomktrico (0, y3 
del área describe una circunferencia de radio y. Aplicando el teorema de 2 

Pappus, #nrs - 2ny = 4/9r3 e = 4rj3n. El centro geomktrico es, pues, el 0 
punto (O, 4r/3n). 

Fig. 37-9 

14. Hallar el volumen del toro generado en la rotación del circulo x' + y' = 4 alrededor de la recta x = 3. (Fig. 37-10). 
El centro geomktrico del círculo describe una circunferencia de radio 3. 

Por tanto, V = 4n(6n) = 24n' unidades de volumen. 

Fig. 37-10 Fig. 37-11 

15. Hallar el volumen generado en la rotación del rectángulo de la Fig. 37-11 alrededor de (1) la recta x = 9, (2) la recta 
y = -5 y (3) la recta y = -x. 

(1) El centro (4,3) del rectángulo describe una circunferencia de radio 5. Luego, V = 8(1On) = 80n unidades de vo- 
lumen. 

(2) El centro describe una circunferencia de radio 8. Luego, V = 8(16r) = 128n unidades de volumen. 

(3) El centro describe una circunferencia de radio (4 + 3 ) 1 6 .  Luego, V = 5 6 f i n  unidades de volumen. 

Problemas propuestos 
Calcular el centroide de las áreas dadas en los problemas 16-26. 

16. y = xa, y = 9 Sol. (0,2715) 

17. y = 4x - x', y = O Sol. (2.815) 

18. y=4x-x' ,  y = x  Sol. (312, 1215) 

19. 3y' = 4(3-x), x = O Sol. (615, O) 

20. X' = 8y, y = O, x = 4 Sol. (3, 3/51 

21. y = x*, 4y = x' Sol. (1215, 192135) 
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22. x1 - By + 4 = O, xa = 4y, primer cuadrante. Sol. (314, 215) 

23. Area del primer cuadrante de xa + ya = as. Sol. (4a/3n, 4a/3n) 

24. Area del primer cuadrante de 9xs + 16ya = 144. Sol. (1613~. 4/17) 

25. Lazo derecho de ya = x'(1 - x3. Sol. (3211 5n, 0) 

26. Primer arco de x = O - sen O, y = 1 - cos O. Sol. (n. 516) 

27. Demostrar que la distancia del centro geomktrico de un triángulo a la base es 113 de la altura. 

Hallar el centro geométrico del sólido generado en la rotación de las áreas planas dadas alrededor de 
los ejes indicados en los Problemas 28-38. 

28. y = xa, y = 9, x = 0; eje y 

29. y = xa, y = 9, x = 0; eje x 

30. y = 4x-xl, y = x;  ejex 

31. y = 4x -xa, y = x; eje y 

32. x l - y 1 = 1 6 , y = 0 , x = 8 ; e j e x  

33. xa -ya=16 ,  y = O , x = 8 ; e j e y  

34. (x -2)ys = 4, y = O, x = 3, x = 5; eje x 

35. x'y = 16(4 -y), x = O, y = O, x = 4; eje y 

36. Area del primer cuadrante limitada por ya = 12r y la ordenada en x = 3; eje x 

37. Area del Problema 36; eje y 

38. Area del Problema 36; directriz. 

39. Demostrar el teorema de Pappus de este capitulo. 

Sol. 3 = 6 

Sol. 2 = 514 

Sol. = 27/16 

Sol. 3 = 2711 O 

Sol. 2 = 2714 

Sol. g = 31/3/2 

Sol. Z = (2 + 2 In 3)/(ln 3) 

Sol. 3 = l/(ln 2) 

Sol. 2 = 2 

Sol. i = 512 

Sol. g = 75/32 

40. Aplicando el teorema de Pappus, hallar: 

(a) el volumen de un cono recto circular de altura a y radio de la base b. 

(b) el volumen del sólido obtenido al girar la elipse 4(x - 6)' + 90. - 5)' = 36 alrededor del eje x. 
Sol. (a) + a b S  U.V. (b) 60na U.V. 

41. Dada el área A, limitada por y = -xa - 3x + 6 y x + y - 3 = 0, 
hallar (a) su centro geomktrico, (b) el volumen generado en la rotación 
de A alrededor de la recta dada. \ I 
Sol. (a) (-1, 28/5), (b) 2n 256fi ("A-" .A =- 

15 
n cen. vol. 

42. Dado el volumen generado en la rotación del área A (rayada en la 
Fig. 37-12) alrededor de la recta L, obtener: 

a Z + g - b  = (  A = -  2r (aM, + M. - bA) 42x 
lT --  

43. Aplicando la fórmula del Problema 42, obtener el volumen generado 
en ia rotación del área alrededor de la recta. 

a z + y - b  = 0' U (a) y=-xa -3x f  6 , x + y - 3 = O  

(b) y = 2 r a , 2 r - y + 4 = 0  

Sol. (a) Ver Problema 41, (b) 162fin125 un. vol. Fig. 37-12 



Capítulo 3 8 
Momentos de Inercia 

Areccs planas y sólidos de reuolución 

EL MOMENTO DE INERCIA IL DE UN AREA PLANA A con respecto a una recta L situada en su 
plano se halla de la forma siguiente: 

(1) Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela a la recta y su rectángulo ge- 
nérico correspondiente. 

(2) Se calcula el producto del hrea del rectángulo por el cuadrado de la distancia de su centro 
geométrico a la recta, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 1-4.) 

EL MOMENTO DE INERCIA IL DE UN SOLIDO de volumen V, generado en la rotación de un área 
plana alrededor de una recta L de su plano con respecto a esta recta (eje del sólido), se halla de la 
forma siguiente : 

(1) Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela al eje y su rectángulo genérico 
correspondiente. 

(2) Se calcula el producto del volumen generado en la rotación del rectángulo alrededor del eje 
(anillo) por el cuadrado de la distancia del centro geométrico del recthngulo a dicho eje, y se 
escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental de calculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 5-8.) 

RADIO DE GIRO. El número positivo R definido por la relación IL = AR2 en el caso de un área plana A, 
y por IL = VR2 en el caso de un sólido de revolución, recibe el nombre de radio de giro del área 
o volumen, respectivamente, con respecto a L. 

TEOREMA DE STEiNER. El momento de inercia de un área, arco, o volumen, con respecto a un eje 
cualquiera es igual al momento de inercia con respecto a un eje paralelo a él que pase por el centro 
geométrico más el producto del área, longitud del arco, o volumen, por el cuadrado de la distan- 
cia entre dichos ejes. (Ver Problemas 9-10.) 

Problemas resueltos 
1. Hallar el momento de inercia de un área rectangular A de dimensiones a y b 

con respecto a un lado. 
Consideremos el Brea como se representa en la figura, y supongamos que 

el lado en cuestión es el eje y. 

El Brea del rectángulo gentrico es = b Ax, y su centro geomktrico está 
situado en (x, lb). Por tanto, su movimiento vale xab Ax. En consecuencia, 

Asl, pues, el momento de inercia de un Brea rectangular con respecto a 
uno de sus lados es igual a + del producto del área por el cuadrado de la lon- 
gitud del otro lado. Fig. 38-1 
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2. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y, del Area plana limitada por la parábola y = 9 - x' y el eje x. 
Prir~iera solucidn. Para el rectángulo generico de la Fig. 38-2, tencmos, A - y - Ax, y el centro geometrico esta 

en (x, 4 ~ ) .  Luego, 
324 

Iu = S: - 
5 

Fig. 38-2 Fig. 38-3 

Segunda solución. El area del rectángulo generico de la Fig. 38-3 es x Ay, siendo x la dimensibn perpendicular 
al eje y. Por tanto (ver Problema 1). el  momento elemental vale )(x Ay)xn. Asi pues, teniendo en cuenta la simetria 
de h figura, 

2 dy = 2 J \FY dy = 36, Ir = 32415 = AR2 y el radio degiro es R = 3 1 6 .  
O 

3. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y,  del área limitada por la parabola xB = 4y y la recta y = x (ver 
Fig. 38-4). 

Considerando el rectángulo genérico de la Fig. 38-4, de área (x - axa) Ax y cuyo centro geodtr ico  está en 
[x,  i ( x  + axS)] ,  tendremos, 

Fig. 38-4 Fig. 38-5 

4. Hallar el momento de inercia, con respecto a cada uno de los ejes coordenddos, del área limitada por la curva y = sen x 
desde x = O hasta x = n. (Ver Fig. 38-5.) 

A = l T u n z  cix = - cos x - 1" 0 - 2 
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5. Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de altura h y radio de la base a. (Ver Fig. 38-6.) 
Consideremos que el cilindro se genera en la rotación, alrededor del eje y, de un rectángulo de dimensiones a y b, 

como se representa en la figura. El centro geométrico del rectángulo genérico es (x ,  ab), y el volumen del anillo gene- 
rado en dicha rotación alrededor del eje y es, A V  == 2zbx. Ax. Por tanto, como Y = nbaQ, 

1. = Z T ~ '  z g * b z d t  = i shn4  = .  Jnba2*a' = V a z  

Asl, pues, el momento de inercia de un cilindro circular recto con respecto a su eje es igual a la mitad de su volu- 
men multiplicado por el cuadrado de su radio. 

Fig. 38-6 Fig. 38-7 Fig. 38-8 

6. Hallar el momento de inercia con respecto a su eje, del sólido generado al girar en la rotación alrededor del eje x, de 
área del primer cuadrante limitada por la parábola ya =. 8x, el eje x y la recta x = 2. 

Prirnera solución. El centro geométrico del rectángulo genbico (Fig. 38-7) es [&(x + 2), y], y cl volumen generado 
en la rotación del rectángulo alrededor del eje x es h y ( 2  - x) Ay = 22y(2 - y0/8) Ay. Por tanto, 

Segundo solución. El volumen generado (Fig. 38-8) en la rotación del rectángulo gendrico con respecto al eje x 
es nyr Ax, y teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, su momento de inercia con respecto al eje x vale 
$ym(ny' 4 x )  = Ax. Por tanto, 

7. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del s6lido generado en la rotación del área del Problema 6 con 
respecto al eje y (Fig. 38-8). 

El volumen generado en la rotación del rectángulo generico con respecto al eje y es 2nxy Ax.  Por consiguiente, 

8. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del volumen de'la esfera generada por un circulo de radio r alrededor 
de un diámetro fijo. 

Tomemos el circulo con el diámetro fijo según el eje x, como se representa en la figura. Aplicando el mdtodo del 
anillo, 
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v = zTJ 2 r * y d y  = frr3 
e I .  = 4 r i ' y 2 * ~ ; d y  = 4 r S r y 5 d w d v  

O 

--- 
Haciendo y = r sen z, tendremos - yZ = r cos z, dy = r cos z dz. 

Para pasar de los límites de integración de y a los correspondientes 
de z, tendremos: para y *= 0, O = r sen z, O - sen z, luego, z = O ;  para 
y = r, r = r sen 2, 1 = sen z, luego, z = i n .  Por tanto: Fig. 38-9 

I r  = 47i-rs J T I z  sen3z eos2. dr = 4 r ~ ~ s ~ " ~  (1 - C O ~ 2  ZJ c0sz z sen z d~ = f ir; t . s  = ~ T ~ V  

9. Hallar el momento de inercia del área de un círculo de radio r con res- 
pecto a una recta situada a s unidades de su centro. / Y  y = 8  

I 
Tomando el centro del circulo como origen, calculemos en primer (+, 9)  

lugar el momento de inercia del círculo con respecto al diámetro paralelo 
a la recta dada: 

P ( z ,  Y) 

1, = 4 ~ ' y a * x d l l  = < 1 J r y 2 d m d v  = f r 4 r  = ; r2A 

De donde I. = I, + A s2 = ( i r 2  + s 2 ) A  a Fig. 38-10 

10. ri momenro, de Incrcin c o n  rrjapc6to íi SU 4 ~ 6 ,  del ~ 0 1 1 4 ~  generano en 13 roracioii ae uu nrco uti io mrra r - wn i n  
alrededor del eje x ES 1, = nZ/16 = 3 V/8. Hallar el momento de inercia del sólido con respecto a Ia recta y = 2. 

Problemas propuestos 

11. Hallar el momento de inercia del área plana dada con respecto a la recta indicada: 
(a) y = 4- x a,  x = O ,  y = O ;  ejex, ejey Sol. 128A/35, 4A/5 
(b) y = 8x3, y = O, x = 1 ; eje x,  eje y Sol. 128A/15, 2A/3 
(c) xa + ya = aa; un diámetro Sol. aZA/4 
( d )  y' = 4x, x = 1 ; eje x, eje y Sol. 4A/5, 3A/7 
(e) 4x8 + 9yZ = 36; eje x, eje y Sol. A, 9A/4 

12. Teniendo en cuenta los resultados del Problema 11 y el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia del área 
dada con respecto a la recta que se indica. 

(a) y = 4 - x a ;  y = O ; x = 4  ( b ) x a + y a = a a ;  unatangente (c) y s = 4 x ,  x =  1 ;  x = 1  
Sol. (a) 84A/5 (b) 5aaA/4 (c) 10A/7 

13. Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sólido generado en la rotación del área plana dada alrededor 
de la recta que se indica: 

(a) y = 4 x - x a ,  y = O ; e j e x ,  ejey (c) 4xa + 9y3 = 36; eje x ,  eje y 
(b) ya = 8x, x = 2 ;  eje x,  eje y (d) xa + yr = as; y = b. b > a 
Sol. (a) 128V/21,32V/5 (6) 16V/3,20V/9 (e)  8V/5,18V/5 (d)(b '+Qaa)V 

14. Aplicando el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia de (a) una esfera de radio r con respecto a una tan- 
gente a ella, (b) un cilindro circular recto con respecto a una de sus generatrices. 
Sol. (a) 7rtV/5, (b) 3raV/2. 

15. Demostrar que el momento de inercia de un área plana con respecto a una recta L perpendicular a su plano (O con 
respecto al pie de esta perpendicular) es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos rectas cuales- 
quiera perpendiculares entre si, situadas en el plano y que pasen por el pie de L. 

16. Hallar el momento de inercia polar 1, (momento de inercia con respecto al origen) del: (a) triingulo limitado por 
y = Zr, y = O, x = 4, (b) círculo de radio r con su centro en el origen, (c) circulo xa - 2rx + ya = O, (d) área limi- 
tada por la recta y = x y la parábola y2  = 2x. 

Sol. (a) Io = 1. + 1, = 56A/3, (b) i raA,  (c) 3raA/2, (d) 724135. 



Capítulo 39 
Presión los 

fuerza que actúa perpendicularmente a una superficie PRESION = fuerza por unidad de superficie = -- 
área sobre la que se distribuye la fuerza 

La presión p ejercida sobre una superficie horizontal de área A debida al peso de una columna 
de fluido de altura h es p = yh, siendo y el peso específico del fluido o peso por unidad de volumen. 
La fuerza ejercida sobre esta superficie es: presión x área de la superficie = yhA. 

La presión ejercida por un fluido en un punto cualquiera de su interior es igual en todas las di- 
recciones. 

FUERZA SOBRE UNA SUPERFICEE PLANA SUMERGIDA O Sumrilcic libre del Liquido 
4 2 

EN UN FLUIDO. La Fig. 39-1 representa una superficie 
plana sumergida verticalmente en un liquido de peso espe- t 

cífico y. Tomemos los ejes coordenados de forma que la su- h 
perficie estC en el plano xy, con el eje x en la superficie libre 
del líquido y el sentido positivo del eje y hacia arriba. Divi- 
damos el área en franjas (siempre paralelas a la superficie 

w 
1 
d libre del líquido) y aproximemos cada una de ellas a un rec- 

tángulo (como se hizo en el Capítulo 34). 
Si llamamos h a la profundidad del lado superior del 

rectángulo generico de la figura, la fuerza ejercida sobre este 
rectángulo, de altura Aky y base xk=g(yi) es y i, gOk) ~Aky, 
siendo y; un valor de y comprendido entre h y h + Aky. 
La fuerza total sobre la superficie plana es, según el teorema Fig. 39-1 
de Bliss, 

La fuerza ejercida sobre una superficie plana sumergida verticalmente en un liquido es igual 
al producto del peso especifico del líquido por el área sumergida y por la distancia a la superficie 
libre del líquido del centro geométrico del área sumergida. Esto, más que una fórmula, es un enun- 
ciado que se deberá utilizar en el planteamiento de la integral correspondiente en cada case. 

El área sumergida es 0.5 x 2 = 1 m', y su centro gom&riico está 
O,25 m por debajo de la superficie libre. Por tanto, 

Problemas resueltos 
S U ~ ~ B C ~  librt P ~ I  aaur 

Fig. 39-2 

1. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de un rectángulo sumer- 
gido en agua, como indica la Fig. 39-2. El peso espedfico del agua es 

F = peso específico x área x profundidad del centroide 
Suarilcie libre del agua 

= 1 000 kp/m3 x 1 m' x 0,25 m = 250 kp 
t 0.2 m 

0.5 m 
2 m 

2. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del rectángulo sumergido 
en agua que indica la Fig. 39-3. 

1 000 kilopondios por metro cúbico. 

El área sumergida es de 9 ml, y su centro geomdtrico está 0.5 m por 
debajo de la superficie libre. 1,s m 1 

F = 1000kp/ms x 9m1 x 0,5m - 4500kp Fig. 39-3 
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3. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del triAngulo representado en la Fig. 39-4, siendo la unidad de longi- 
tud el metro. y el peso especifico del liquido 800 kilopondios por metro cúbico. 

Primera solucidn. El Area sumergida está limitada por las rectas x = O, y = 2 y 3x  -4- 2y = 10. La fuerza ejer- 

cida sobre el rtctangulo genkrico de Area x Ay y profundidad y es y . y x Ay = yy ( -- lo 7 2 y )  AY. por tanto, 

Segwrda sblucidn. El drea sumergida es 3 m' y su centro geomktrico está 2 + i(3) = 3 m por debajo de la super- 
ficia libre del liquido. Por tanto, F = 800 x 3 x 3 = 7 200 kp. 

N@. 39-4 Fig. 39-5 

4. Una superficie triangular, de lados 5, 5, y 8 metros, está sumergida verticalmente en agua con su lado mayor horizon- 
tal, como repressnta la Fig. 39-5, situado 3 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre 
una de las caras de la superficie. 

Primera solucidn. Eligiendo los ejes que se indican en la figura, se observa que la fuerza pedida es el doble de la 
ejercida sobre el &ea limitada por las rectas y = 3, x = O y 3x + 4y = 24. El area del triangulo generico es x - Ay, 
y la profundidad de su centro pomdtrico es y. Por consiguiente, AF = yyx Ay = yy(8 - 4 ~ 1 3 )  Ay, y 

Segunda solucfdn. El drea sumergida vale 12 m', y su centro geomktrico está 3 + f(3) =. 4 m por debajo de la 
superficie libre. Por tanto, F = 1 000(12) (4) = 4 800 kp. 

Eiigiendo los ejes coordenadas que se indican en la Fig. 39-6, 
la fuerza ejercida sobre el rectangulo genérico es yyx Ay 
= y y ~ ' 4 - u ~  Ay. Por tanto, 

5. Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma Supdc ie  libre del liquido @,O) z 
semicircular de 2 metros de radio cuando esti lleno de un liquido 

(0, 2) lY  

Fig. 39-6 

de peso especfico 900 kilopondios por metro cúbico. \ O 

6. Una superficie plana, cuya forma es la de un segmento parabblico 
de 12 metros de base y 4 metros de altura, esta sumergida en el 

sumrlclc del anua 
Y 

agua de manera que su base se encuentra en la superficie libre del 
liquido. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de la su- 
perficie. 

Elegido un sistema de coordenadas como indica la Fig. 39-7, 
la ecuacibn de la parabola es xn = 9y. El Brea del rectángulo ge- 
nkrico es 2r Ay, y la profundidad de su centro geomdtrico es 4 - y .  
Por tanto, O 

1 
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7. Hallar la fuerza ejercida sobre la superficie de Proble- Y 
rna 6, cuando esta se encuentra parcialmente sumergida 
en un liquido de peso especifico 800 kilopondios por 
metro cúbico, de manera que su eje es paralelo a la super- 
ficie libre y situado 3 metros por debajo de ella. s ~ p ~ r ~ c k  Ilbm M 1iau14o 

Eligiendo los ejes coordenados que se indican en 4 y = )  
la Fig. 39-8, la ecuacibn de la parabola es yg = 9x. 

3 - Y  
El área del rectángulo genérico es (4 - x)dy, la x 

profundidad de su centro geomdtrico es 3 -y, y la 
fuerza ejercida sobre dl vale 

AF=y(3-y)(4-x)Ay =y(3-y)(4-y1/9)Ay 

Problemas propuestos 
8. Una superficie rectangular de 6 x 8 metros esta sumergida verticalmente en un liquido de peno especifico y (kilopondios 

por metro cubico). Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras: 

(a) Si el lado más pequefio estP situado en la superficie libre. 
(b) Si el lado más pequeno es el mds prbximo a la superficie libre y esta situado 2 metroa por debajo de ella. 
(c) Si el lado mayor estd situado en la superficie libre. 
(d) Si la superficie se mantiene, por medio de una cuerda atada a un vtrticc, 2 metros por &bdo de la superficie libre. 
Sol. (a) 192y kp, (b) 288y kp, (c) 144y kp, (d) 33óy kp. 

9. Supoiiiendo el eje x horizontal y el eje y vertical, con el sentido positivo hacia abajo, hallar la fuerza ejercida sobre 
una cara de cada una de las superficies siguientes, suponiendo que las dimensiones se expresan en metros y que el pe#, 
específico del fluido es y (kilopondios por metro ciibicu). 

(a) y = xl, y = 4; superficie del fluido en y = 0. Sol. 128~15 kp 
(b) y = x4, y = 4; superficie del fluido en y = -2. Sol. 704~115 kp 
(c) y = 4 - xe, y = O; superficie del fluido en y = 0. Sol. 256~115 kp 
(d) y = 4 - xZ, y -= O; superficie del fluido en y = -3. Sol. 73@/15 kp 
(e) y = 4 - xZ, y = 2; superficie del fluido en y = -1. So!. 152ay /15  kp 

10. Un recipiente de sección trapezoidal, tiene 2 metros de base inferior. 4 metros de bese superior y 3 metros de altura. 
Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo (a) cuando estd lleno de agua, (6) cuando contiene 2 metros de agua. 
Sol. (a) 1 200 kp, (b) 4 900 kp. 

11. Una superficie plana circular de 2 metros de radio está sumergida verticalmente en un liquido (y kilopondiai por metro 
cúbico) de forma que su centro queda 4 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida aobre la mitad 
inferior y sobre la mitad superior de la superficie en cuestión. Sol. (&r + 16/3)y kp, (&r - 16/3h, kp. 

12. Un depósito cilíndrico apoyado sobre una de sus generatrices, de 6 metros & radio. contiene un aai te  de peso espe- 
cifico y (kilopondios por metro cubico) con una profundidad de 9 metros. Hallar la fuerza ejercida aobre cada una de 
las bases. Sol. (72n + 8 1 ~ ) y  kp. 

13. Se llama centro de presión de una superficie (Fig. 39-1) sumergida en un fluido. a un punto (a, g), en el que se debe 
aplicar una fuerza F para que produzca el mismo momento. con respecto a un eje cualquiera horizontal (vertical), que 
las fuerzas aplicadas sobre ella. 

1 1 
(a) Demostrar que F S = ~ J  c y x t d y Y ~ a = y ~  c ySxdy 

(6) Demostrar que la profundidad del a n t r o  de presión es igual al momento de inercia de la superficie dividido por el 
momento del área de la misma. ambos can respecto a una recta situada en la superficie libre del liquido. 

14. Teniendo en cuenta el apartado (b) del Problema 13, hallar la profundidad del centro de presión con respecto a la super- 
ficie libre del liquido en el (a) Problema 5, (6) Problema 6, (c) Problema 7, (d) Problema 9(a). (e)  Problema 9(b). 

Sol. (a) 3n/8. (b) 1617, (c) 126125. (d) 2017, (e) 358177. 



Trabajo mecánico 
FUERZA CONSTANTE. El trabajo W realizado por una fuerza constante F a  lo largo de un espacio S, 

en línea recta, es F s unidades. 

FUERZA VARIABLE. Consideremos una fuerza que varíe constantemente a lo largo de un espacio 
rectilíneo. Llamando x a la distancia del punto de aplicación de la fuerza a un punto fijo de la recta, 
la fuerza vendrá dada por una función, F(x), de x. 

Fig. 40-1 

Para hallar el trabajo realizado cuando el punto de aplicación se desplaza desde x = a hasta 
x = b, 

(a) Se divide el intervalo a x < b en n subintervalos de longitud Akx y sea xk un punto cual- 
quiera del k-ésimo subintervalo. 

(b) Se supone que durante el desplazamiento a lo largo del k-ésimo subintervalo la fuerza es 
constante e igual a F(xk); el trabajo realizado es igual a F(xk)Akx, y el trabajo total debido al 
conjunto de las n fuerzas, vendrá dado por 

(e)  Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de subiktervalos crece indefinidamente de manera que Akx+ O; en estas condi- 
ciones tendremos 

b 

w = ~ i r n  2 ~ ( x k )  nkz = Sg F ( X )  dx  
+-.m k=l 

Problemas resueltos 
. Entre ciertos límites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporcional al  alargamiento (acorta- 

miento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina consrante de rigidez del resorte. Suponiendo que p r a  
producir en un resorte, cuya longitud natural es de 10 centímetros, un alargamiento de 2,5 milímetros se necesita aplicar 
una fuerza de 25 kilopondios, calcular el trabajo realizado para alargarlo desde 1 1  a 22 centímetros. 

Sea x el alargamiento: en estas condiciones, F(x)  = kx .  
Para x = f .  F(x)  = 25;  luego 25 = ák, k = 100, y F(x)  = 100x. 
El trabajo correspondiente a un alargamiento Ax es lOOx Ax, y el trabajo pedido será 

2. La constante de rigidez de un resorte vale 400000 kilopondios por metro. Hallar el trabajo necesario para compri- 
mirlo 1 centímetro. 

Sea x el desplazamiento, en metros, del extremo libre del muelle. En estas condiciones, F(x)  = 400 OOOx y el trabajo 
correspondiente al desplazamiento Ax vale 400 OOOx . Ax.  Por consiguiente, 
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3. De un tambor cilindriw se han desenrollado 50 metros de un cable que pesa 3 kilopondios por metro. Hallar el trabajo 
realizado por la fuerza de la gravedad para desenrollar 250 metros más. 

Sea x = longitud desenrollada en un instante dado. Entonces, F(x) = 3x y 

300 

W =  J 3x dx = 131 250 kpm 
50 

4. Un cable de 100 metros y 5 kilopondios por metro de peso, está unido a un cuerpo de 500 kilopondios. Hallar el trabajo 
realizado al enrollar 80 metros de cable sobre un tambor. 

Sea x la longitud de cable que se ha enrollado en el tambor. 

El peso total (cable y cuerpo) es 500 + 5(100 - x )  = 1 000 - 5x, y el trabajo realizado para elevar el cuerpo una 
distancia Ax es (1 000 - Sx) Ax.  Por tanto, el trabajo pedido será: 

5. Un depósito cilindriw circular, de 2 metros de radio y 8 metros de altura, está lleno de agua. Hallar el trabajo realizado 
al bombear todo el agua hasta la base superior del depósito. El peso específico y del agua igual a 1000 kilopondios 
por metro cúbico. 

P 

Fig. 40-2 

l Y - 
Fig. 40-3 

Primera solución. Supongamos (Fig. 40-2) que el agua es impulsada por medio de un pistón que empuja al agua 
desde el fondo del depósito. En la figura, se representa al pistón situado a una distancia y metros del fondo. La fuerza 
necesaria para elevar el agua es igual al peso del agua que gravita sobre el pistón, es decir, F(y) = nrzy(8 - y) = 4ny(8-y) 
con lo que el trabajo correspondiente a un desplazamiento Ay del pistón será 4ny(8 - y )  Ay. El trabajo necesario para 
vaciar el depósito es, en consecuencia, 

W = 4ny (8 - y )  dy = 128 ny  = 128n(l 000) = 128 00011 kpm J." 
Segunda solución. Imaginamos (Fig. 40-3) que el agua del depósito se divide en n discos de espesor Ay; para vaciar 

el depósito, habrá que elevar cada uno de estos discos hasta la base superior. El trabajo necesario para elevar el disco 
gentrico de la figura, situado a una distancia y de la superficie libre y cuyo peso es de 4 n y .  Ay, es igual a 4nyy m Ay. 
Teniendo en cuenta el teorema fundamental, cuando el número de discos crece indefinidamente, 

W = 4ny y dy = 128ny = 128 OOOn kpm 10" 
6. La dilatación del gas contenido en un depósito cilíndrico desplaza un tmbolo de forma que el volumen del gas aumenta 

de 15 a 25 centímetros cúbicos. Suponiendo que la relación entre la presión ( p  kilopondios por centímetro cuadrado) 
y el volumen (v centímetros cúbicos) viene dada por pvl-4 = 60, hallar el trabajo realizado en la expansión. 

Sea A el área de la sección del cilindro; en estas condiciones, la fuerza ejercida por el gas es pA. Un aumento de 
volumen Av supone una elevación del pistón de AvlA, y el trabajo correspondiente a este desplazamiento es 

Av 60 PA. -- - - - Av luego, 
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7. Un depbsito cónico (Fig. 40-4) cuya base tiene un diámetro 
de 4 metros y cuya altura mide 5 mctros, contiene un liquido de 
peso específico y kilopondios por metro cúbico. Sabiendo que 
la profundidad del liquido del depósito es de 3 metros, hallar el 
trabajo necesario para bombear todo el liquido hasta una altura 
de 1 metro por encima de la parte superior del depósito. 

Consideremos un disco genérico cuyo radio sea x,  de es- 
pesor Ay y distante del fondo del depósito y .  El peso de este 
disco será nyx2 - Ay, y el trabajo necesario para elevarlo hasta 
la altura indicada será nyxS(6 - y )  Ay. 

De los triángulos semejantes, x / y  = 215 b x = 2/5y.  
Luego 

yP(6 - y )  dy = 5,4ny kpm 

Fig. 40-4 

Problemas propuestos 

Sabiendo que para producir un alargamiento de 1 centímetro en un resorte de 12 centímetros de longitud natural hay 
que aplicar una fuerza de 80 kilopondios, calcular el trabajo necesario para alargarlo ( a )  desde 12 a 15 centimetros, 
(b)  desde 15 a 16 centímetros. Sol. (a)  360 kp cm, (h)  280 kp. cm. 

Dos partículas se repelen mutuamente con una fuerza inversamente proporcional a la distancia que las separa. Supo- 
niendo que una de ellas permanece fija en un punto del eje x a 2 unidades a la derecha del origen, hallar el trabajo 
necesario para desplazar a la otra desde Un punto situado 3 unidades a la izquierda del origen hasta el origen. 
Sol. 3k/10. 

La fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo de peso y kilopondios situado a una distancia s kilómetros de su centro 
es igual a F - (4 000)211/2,2s2. Suponiendo que el radio de la tierra es de 6 400 kilómetros, hallar el trabajo realizado 
contra la fuerza de la gravedad para mover un cuerpo de 1 kilopondio desde la superficie de la tierra hasta un 
punto situado a 1 000 kilómetros de dicha superficie. Sol. 15,4 x l o 3  kpm. 

FIrillar el trabajOrealizado contra la fuerza de la gravedad para elevar un cohete de 8 toneladas mktricas de peso hasta 
una altura de 200 kilómetros sobre la superficie terrestre. Sol. 3 4 3  x lo6 kpm. 

Hallar el trabajo realizado en una mina al elevar 500 kilopondios de cal una altura de 500 metros por medio de un cable 
que pesa 3 kilopondios por metro. Sol. 6,25 x lo5 kpm. 

Un depósito tiene una base cuadrada de 3 metros de lado y una altura de 2 metros. Hallar el trabajo realizado para 
vaciarlo por su parte superior (a) si está totalmente lleno de agua, (5) si el agua ocupa las 314 partes del depósito. 
Sol. ( a )  18 000 kpm, (6) 16 875 kpm. 

Un depósito semiesférico de 1 metro de radio está totalmente lleno de agua. Hallar (a) el trabajo necesario para bombear 
el agua por la parte superior del depósito, (b) para vaciarlo a través de un tubo situado a una altura de 60 centímetros 
con respecto a dicha parte superior. Sol. (a)  786 kpin, (b) 2 040 kpm. 

Hallar el trabajo necesario para llenar un depósito cilíndrico de 3 metros de radio y 10 metros de altura de un líquido 
de peso específico y kilopondios por metro cúbico a través de un orificio practicado en su f o n d ~ .  Idem, suponiendo que 
el depósito está horizontal. Sol. 450ny kpm, 270ny kpm. 

Demostrar que el trabajo necesario para bombear el agua de un depósito a través de su parte superior es igual al nece- 
sario para elevar su contenido desde el centro geométrico del liquido hasta el orificio de salida. 

Un peso de 100 kilopondios se arrastra hacia arriba por un plano inclinado de 20 metros de longitud que forma un 
ángulo de 30" con la horizontal. Sabiendo que la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento es p N, siendo 
p = 111/3~el coeficierite de rozamiento y N = 100 cos 30' la fuerza normal entre el peso y la rarppa, hallar el trabajo 
realizado. Sol. 2 000 kpm. 

Resolver el Problema-17 suponiendo que el ángulo de inclinacibn de la rampa es de 45" y que el coeficiente de roza- 
miento vale p = 1 / 1 / %  Sol. 1 000(1 + 212) kpm. 

Un cilindro contiene un volumen de aire sobre el que se apoya un émbolo. Sabiendo que cuando la presión es de 20 kilo- 
pondios por metro cuadrado el volumen es de 100 metros ciibicos, hallar el trabajo realizado por el kmbolo para com- 
primir el aire hasta 2 metros ciibicos ( a )  suponiendo pv == constante, (b) suponiendo p v l ~ ~  = constante. 
Sol. (a)  7 824 kpm, ( b )  18 910 kpm. 



Capítulo 41 
Longitud de un arco 

LA LONGITUD DE UN ARCO AB de una curva es, 
por definición, el límite de la suma de las longitudes 
de las distintas cuerdas APl, P,P,, . . ., P,-,B, que 
unen los distintos puntos del arco, cuando el nú- 
mero de estos crece indefinidamente, de manera 
que la longitud de cada una de las cuerdas tiende 
a cero. 

Sean A(a, c) y B(b, d) dos puntos de una curva 
y = f(x), con f(x) y su derivada, f'(x), continua en 
el intervalo a x < b; en estas condiciones, la lon- 
gitud del arco AB viene dada por 

Fig. 41-1 

Análogamente, si A(a, c) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su deri- 
vada con respecto a y continua en el intervalo c 5 y 5 d, la longitud del arco AB viene dada por 

Si A(u = U,) y B(u = u2) son dos puntos de una curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x = f(u), y y = g(u) que cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del arco AB viene 
dada por 

S = Le ds = J~ '  u1 
d m d u  du  du 

(Véase la deducción en el Problema 1.) 

Problemas resueltos 
1. Deducir la fbrmula de la longitud de un arco 1 / 

Dividamos el intervalo a x 5 b en subintervalos me- 
diante los puntos [, = a, [,, [,, .. . . , [,,-,, [,, - b, y levantemos 
en ellos rectas perpendiculares; sobre la curva se determi- 
nan los puntos Po = A, P,, P,, . . . , P,,-,, P, = B como indica 
la Fig. 41-2. En una cuerda representativa se verifica, 

Según el teorema del valor medio (Capitulo 21) existirá al 
menos un punto, x = x,, sobre el arco P,-, Pk en la que la pen- 

de la diente de la tangente, f'(xJ, es igual a la pendiente, - 
A# 

€o t 1  4 1 - I Z k  6t Es-I t .  

Fig. 41-2 
cuerda Pk-, Pk. Así, pues, 
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y, aplicando el teorema fundamental, 

2. Hallar la longitud del arco de la curva y = x3I2 desde x = O e x = 5. 

\ Hallar la longitud del arco de la curva x = 3ysla - 1 desde u = O a y = 4. 

- 
8 = S' d q d y  = -S' 4 7  1 + - y dy = - 8 (82- - 1) unidades 

o 243 
C 

i \ 
$\ Hallar la longitud del arco de 24xy = x4 + 48 desde x = 2 a x = 4. 

dy - 2'- 16 -- - -  y 1 + (2)I - -& (y)' De donde 8 = l 4 ( z Z  + ,)) dz = g 17 unidades 
dz  8za 8 

5. Hallar la longitud del arco de la catenaria y = $a(e*1° + e-*lo) desde x = O a x = a. 

du = *(es/o  - e -*/a - ) y 1  +(S)' = l + t ( e s S t 0 - 2 + e -  = + e-*/O)s. por tanto, 
dx 

Hallar la longitud del arco de la pariibola yi = 12x limiíado por la ordenada mms.pondiente a x = 3. 

La longitud pedida es el doble de la que hay desde el punto (O, O) al punto (3,6). 

dz  - y - - 
dzl 

36 + " . por tanto, 6 Y 1+(g)'=Q6 

= 6 { f i  + 1n (1 + fi )) unidades 

'. 7. Hallar la longitud del arco de la curva x = tg, y = ta desde t = O a t = 4. 

8 
a = l4 4- 2t d t  = ej ( 3 7 m  - 1) unidades 

8. Hallar la longitud de un arco de la cicloide x = 8 - sen 8, y = 1 - cos 8. 

Se describe un arco cuando 8 varia desde 8 = O a 8 = 2n. 

- = I - cos e, - d~ = ,, ,, y (%)'+ (z)' = 2(1 - COSO = 4 sena fe. por tanto 
de de 

' U  
1  a = 2 s  sen-ede = 
2 

o o 
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Problemas ~ro~uestos 

Hallar, en los problemas 9-20, la longitud de la curva entera 6 del arco indicado. 

9. ya = 8xa desde x = 1 a x = 8. Sol. (104fi - 1251127 unidades. 

10. 6xy = x' + 3 desde x = 1 a x = 2. Sol. 17/12 midades. 

11. y =inxdesdex - 1 a x  - 2 6  Sol. 3 - e+ ln M2 + e )  unidades. 

u. 27y1 = 4(x -2)8 desde (2,O) a (1 1 , 6 6 ) .  Sol. 14 unidades. 

13. y = ln (e* - l)/(ez + 1) desde x = 2 a x = 4. Sol. ln (e + 1) - 2 unida&s. 

14. y = ln (1 - xl) desde x = 114 a x = 314. Sol. In 2115 - 112 unidades. 

15. y = i x a - f h x d e s d e x =  1 a x = e .  Sol. bs - ) unidades. 

16. y = ln cos x desde x = n/6 a x = fn. Sol. ln (1 + i2) /6unidadcs .  

17. x = a cos 8, y = a sen 8. Sol. ~JUI unidades. 

18. x = etcos t, y = etsen r desde r = O a r = 4. Sol. f i e l -  1) unidades. 

19. x = 1 n < m i ,  y = arc tag r desde t = O a t = 1. Sol. f n  unidades. 

20. x = 2cos 8 +cos28 + 1 ,y  = 2sen8 + sen28. Sol. 16 unidades. 

21. La posición de un punto en el instante t viene dada por x = +P, y = $(6t 4- 9)#/1 Hdar el espacio recorrido por el 
punto desde r = O hasta r = 4. Sol. 20 unidades. 

22. Sea P(x, y) un punto fijo y Q(x + Ax, y + Ay) un punto variable de la curva y = f(x) (ver Fig. 17-1, Capituio 17). 
Demostrar que 

lim PQ = lim As - - hlh 
q+ P cuerda PQ 

= 1 
Q + P  Z/(Ax)¶ + (Ay)¶ d G % y w  

23. (a) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de x = a cosl 8, y = a senl 8 es 3012. 

(b) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de xya + ylll = a1la es igual a d/l 

el integrando se hace infinito para el límite inferior de integración. En el Capitulo 46 se estudian ¡as integrales defi- 
nidas de este tipo. 

24. Un perro situado en el punto A(1, O). ve a su dueilo en el origen O(0,O) que pasea a lo largo del eje y y echa a correr 
hacia 61. Hallar la trayectoria que recorre el perro suponiendo que se dirige constantemente hacia su duefio y que, ambos, 
se mueven a una velocidad constante, siendop la del duefio y q > p la del perro. El problema se resuelve, por ejemplo, 
aplicando la teoría expuesta en el Capitulo 70. Sin embargo, aqul se trata de demostrar que la ecuación y = f (x) de la 
trayectoria se puede hallar integrando 

Ind. Sea P(a, b), O < a < 1, la posición del perro y sea Q la intersección del eje y w n  la tangente a y = f(x) en P. Hay 
que hallar el tiempo que tarda el perro en alcanzar el punto P y demostrar que, en ese momento, el dueño está en Q. 



Capítulo 42 
Area de la superficie de revolución 

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación 
del arco AB de una curva continua alrededor de una B 
recta situada en su plano es, por definición, el límite 
de la suma de las áreas generadas por las n cuerdas, 
AP,, P,P,, . . ., P,-lB, en la rotación en torno a dicha 
recta, cuando el número de cuerdas crece indefinida- 
mente de manera que la longitud de cada una de las 
cuerdas tiende a cero. 

Si A(a, c )  y B(b, d) son dos puntos de la curva 
y = f(x), siendo f(x) y f'(x) continuas y, además, f(x) 
no cambia de signo en el intervalo a < x ( b, el área 
de la superficie generada en la rotación del arco AB 
alrededor del eje x viene dada por 

S. = 2iJ AB y dr = 2rJb y J q d x  
Fig. 42-1 

Cuando, además, ff(x) # O en el citado intervalo, se tiene 

Si A(a, c) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = gCy), siendo gb) y su derivada con respecto 
a y dos funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el área de la superficie generada 
en la rotación del arco AB con respecto al eje x viene dada por 

Si A(u = u,) y B(u = u,) son dos puntos de la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x = f(u), y = g(u), funciones que satisfacen las ecuaciones de continuidad, el área de la superficie 
generada en la rotación del arco AB alrededor del eje x, viene dada por 

y el área generada en la rotación del arco AB alrededor del eje y viene dada por 

Problemas resueltos 
1. Hallar el Area de la superficie de revolución generada en la rotaci6n alrzdedor del 

eje x, del arco de parAbola yP = 12x desde x = O hasta x = 3. 

(o) Aplicando la fórmula S= = 2 r S . y  J q d x .  

y' + 36 O 2 1 + ($y = -- 
Y \ 

Fig. 42-2 
202 
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v' + 36 D 

Y S.  = 2 r J s  rr dx = 2 r J  q w  dx = 24(2@ - l ) n  unidades de superficie 
o 21 

36 + y' ,, (b)' Aplicando la fórmula S, = 2 r  J ' Y ~ ~ ~ Y .  
C 

e 

S.  = zs So y m d y  = (36 + yS)a/l]  = 2 4 ( 2 f i  - 1 ) r  unidades de superficie 
6 o o 

2. Hallar el airea de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor 
del eje y, del arco de la curva x = ya desde y = O hasta y = 1. 

a = - ( 1  + 9y4)"fi] = (10\11ó - 1)  unidades de superficie 
2 7 6 27 Fig. 42.3 

3. Hallar el airea de la superficie de revolucibn generada en la rotacibn, alrededor del eje x,  del arco de curva yt + 4x = 2 lny 
desde y = 1 hasta y = 3. 

4. Hallar el airea de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del 
eje x de un lato de la curva 8aSy' = a'x' - x'. IY 

- - a2x - 2xS (a' - 22')' - - (3aS - 2 ~ ' ) ~  
8a'y Y ' + ($y = ' + - ~ 1 )  8as(a' - 

- - la a - 2 )  d = iraS unidades de superficie. 

5. Hallar el airea de la superficie de revolución generada en la rotacibn alrededor del eje x de la el*se 
x8 yL 

- - ~[$\184-3.1+ 32arcsen- ~811~ = 8n ( 1  + 4\13 r, ) unidades de superficie. 

2 f i  

6. Hallar el airea de la superficie de revolución generada en la rotación. alrededor del eje x de la hipocicloide x = a cosa 8, 
y = asenS8. 

La superficie pedida se genera en la rotación del arco desde 8 = O hasta B = n. 

S = 2 2 f 2 y d e  = 2 . 2 ~  ( a  senS e)3a cos e sen e de = 12a'n 5 un. sup. 

Nota. Sería lbgico escribir 2n (a sena 8)3a cos B sen 8 de, pero este valor es igual a cero. Debe recordarse I: 
que si bien un airea, un volumen, etc., se pueden expresar por medio de una integral definida, no toda integral definida 
representa siempre un airea, etc. 
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7. Hallar el Area de la superficie de revolución generada en la rotación. alrededor 
del eje x, de la cardioide x - 2 cos O - cos 28. y = 2 K n  e - sen 28. 

La superficie pedida se genera en la rotacibn del arco desde 0 = O a 0 = n. 

dxlde = - 2  scn e  + 2 scn 20 ,  dylde = 2 cose - 2 cos 2s, y 
( d ~ l d e ) ~  + (dulds)' = 8(1 - sen s sen 28 - cos e cos 28) = 8(1  - cos e) .  

S. = 2 n ~ r ( 2 ~ e n 8 - s e n 2 8 ) . 2 \ / 2 ~ ~ d e  

Fig. 42-5 

16& 
8 f i r ~ ~ s c n  e(1 - eos ds = - r (1 - ,-os , y )a /z  = *unidades de superficie. 

O 5 1: 
8. Demostrar: S, = 

Supongamos dividido el arco en n cuerdas, como se observa en la Fig. 42-1. En la rotacibn de la cuerda Pk-iPk 
alrededor del eje x se genera un tronco de cono cuyos radios de las bases son yk-, e yk, respectivamente, de altura 

(ver Problema 1, Capítulo 41) y cuya &ea lateral (circunferencia de la sección media x altura) es 

U k -  1 + y k  
= 2n ( ) d~ + { f t (xk) }z  Akx 

Comof(x) es continua, existirh al menos un punto. ~'1. del arco P,-, P, tal que 

f ( x ; )  = , t ( ~ k - l S  ~ k )  = $ { f ( ~ , - , )  + f(Ck)) 

Luego 

y, por el teorema de Bliss, 

lim 

Problemas propuestos 

Hallar en los problemas 9-18, el área de la superficie generada en la rotación del arco dado alrede- 
dor del eje que se indica. 

9. y = mx desde x = O a x = 2; eje x. 

10. y = )xa desde x = O  a x = 3; eje x. 

11. y = 3x3 desde x = O  a x = 3; eje y. 

12. 8yZ = xO(l - xZ), un lazo; eje x. 

Sol. 4mn2/- unidades de superficie 

Sol. n(82fl- 1)/9 unidades de superficie. 

Sol. )n[92/82+ ln (9 + G)] unidades de superficie. 

Sol. &n unidades de superficie. 

13. y = x3/6 $ 1/2x desde x = 1 a x = 2; eje y. Sol. ( 1  514 + In 2)n unidades de superficie. 

14. y = l n x d e s d e x =  l a x = 7 ; e j e y  Sol. [341/2+ ln (3 + 2*]n unidades de superficie. 

15. 9y' = x(3 - x ) ~  un lazo; eje y. Sol. 28n1/3/5 unidades de superficie. 

16. y = a cosh x/a desde x = -a a x = a ;  eje x. Sol. $nas(eg- e-' + 4) unidades de superficie. 

17. Un arco de x = a(O - sen O), y = o(1 - cos O); eje x. Sol. 64nae/3 unidades de superficie. 

18. x = e'cos t ,  y = e ' x n  r desde t = O  a r = )n; eje x. Sol. 2nfl(2eq + 1)/5 unidades de superficie. 

19. Hallar la superficie de la zona determinada en una esfera de radio r por dos planos paralelos cada uno de ellos distante 
del centro )a. Sol. Zzar. 

20. Hallar la superficie de esfera de radio r cortada por un cono circular de Angulo 2a con el vkrtice en el an t ro  de la esfera. 
Sol. 2nrg(l - cos a) unidades de superficie. 



Centro geombtrico y momento de inercia 
Arcos y superficies de revolución 

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (2, $1 del centro geomdtriw de un arco AB 
de una curva plana, de ecuación F(x, y) = O o x = f(u), y = g(u), satisface las relaciones 

(Ver Problemas 1-2) 

SEGUNDO TJlOREMA DE PAPPUS. El área de una superficie generada en la rotación de un arco 
de curva alrededor de un eje situado en su mismo plano y que no corta el arco es igual al producto 
de la longitud de dicho arco por la longitud de la trayectoria descrita por el centro geomdtrico 
del mismo. (Ver Problemas 3) 

MOMENTOS DE INERCIA DE UN ARCO. Los momentos de inercia de un arw AB correspondiente 
a una curva dada con respecto a los ejes coordenadas vienen dados por 

I .  = i , ~ d s  e 
(Ver Problemas 4-5) 

CENTRO GEOMETRICO DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. La coordenada 6 del centro 
geométrico de una superficie generada en la rotación de un arco AB de una curva alrededor del 
eje x satisface la relación 

i -S, = 2 n J B  X * Y ~ P  

MOMENTO DE INERCIA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. El momento de inercia, con 
respecto al eje de giro de la superficie generada en la rotación de un arco AB de una curva alre- 
dedor del eje x viene dado por 

Problemas resueltos 
1. Hallar el centro geométrico del arco del primer cuadrante de la circunferencia 

xa + y i  = 25. 

du = -E - z' 26 6 y 1+(%).= I + - = - .  C O ~ O . = - ~ ,  
dz Y Y' Y a 2 

- - f y d q d i  = [ ' l d l  = 26 o Y = l O / r  -rZ/ - 
2 

Por simetrla, 5 = y, con lo que las coordenadas del centro geomktrico son 
(IOIn, IOIn). Fig. 4s-1 

-- ' Para la mitad superior del arco, s = re. 

2. Determinar el centro geombtrico de un arco circular de radio r y ángulo en el cen- 
tro 28. 

Tomando el arco, como se representa en la Fig. 43-2, de forma que 3G coincida 
con la abscisa del centro geombtrico de su mitad superior e i = 0 ,  tendremos: 

y 3 = (r sen 8)/6. Por tanto, el centro geombtrico está sobre la bisectriz a una dis- 
tancia (r  sen 6) /8  del centro de la circunferencia. 

V A  
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3. Hallar el 6rca de la superficie generada cn la rotacibn dcl rectdngulo de dimensiúncs 
a por h alrcdcdor del ejc situado a c unidades ( c  :, o, b) del centro gcométriw. 

El pcrírnctro dcl rectingulo es 2(rr -i- h) y su ccnlro geoniétrico describe una 
circunferencia dc radio c. Por tanto, 

S = 2(a + b) Zxc -- 4n(n + b)c unidades de superficie 

4. Hallar el momento de inercia de u n  arco de circunferencia con respecto a un diá- 
metro fijo. 

Tomando la circunferencia, como se representa en la Fig. 43-4. con el diámetro 
fijo sobre el eje x, el momento pedido será 4 veces el del arco del primer cuadrante. 

dz!= -E - r También. s = 2 n r .  Luego 
d x  Y Y 

5. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje x, del arco de hipocicloide 
x = a sena O. y = a cosa O. 

El moinento pedido es cuatro veces el del arco del primer cuadrante. 

dY = - 3a cos8e sen e, y = 3a sen2 e cos e, -- 
de de 

l r tz  

= 4 s  d. = 4 l  3a sen 8 cos e de = 6a 

I .  = 4 S y 2 d s  = 1 2 ~ 3 ~ ~ ' ~  cose e sen e cose  de = $a3 = )asa 
o 

[CAP. 43 

Gol 
Fig. 43-3 

Fig. 43-4 

Problemae propuestos 

6. Determinar el centro geométrico de 

Fig. 43-5 

(a) el arco del primer cuadrante de x2I3 + yZ13 = a2j3 , Aplicar S = 3~12.  Sol. (2a/S,20/5) 
(b) el arco del primer cuadrante del lazo de 9y2 = x(3 - x)l. Aplicar s = 2 6  Sol. (715, f i / 4 )  
(c) el primer arco de x = a(O - sen O), y - a(l - cos 0). Sol. (na, 4013) 
(d) el arco del primer cuadrante de x = n cosa O, y = a sena 8. Sol. Ver (a). 

7. Hallar el momento de inercia del arco dado con respecto al eje indicado: 

(a) un lazo 9yz = x(3 - x ) ~ ;  eje x, eje y. Aplicar s = 42/5I Sol. I, = 8~135, I, = 99~195 
(b) y = a cosh x/a desde x = O a x = a ;  eje x. Sol. (aa + )s2)s 

8. Determinar el centro geométrico de la superficie de una semiesfera. Sol. 3 = i r  

9. Determinar el centro geométrico de la superficie generada al girar: 

(a) 4y + 3x = 8 desde x = O a x = 2 alrededor del eje x. 
(b) un arco de x = a(0 - sen O), y = a(1 - cos 8) alrededor del eje y. 

Sol. 53 = 415 
Sol. y = 4a/3 

10. Aplicar el segundo teorema del Pappus para determinar: 

(a) el centro geométrico del arco del primer cuadrante de una circunferencia de radio r.  Sol. (2rJn. 2r]n) 
(b) el Area de lasuperficie generada en la rotación de un triAngulo equilktero de lado a alrededor de un eje situado a 

c unidades de su centro geométrico. Sol. 6nac unidades de superficie. 

11. Hallar el momento de inercia con respecto al eje de rotación de: 

(a) la siiperficie esférica de radio r. Sol. S r e  

(b) la superficie lateral de un cono generado al girar la recta y = 2x desde x = O a x = 2 alrededor del eje x. Sol. 8s. 

12. Deducir las fórmulas de este capítulo. 



Area plana y centro geométrico de un área 
Coordenadas polares 

EL AREA PLANA limitada por la curva e = f(8) y los radios vectores 8 = 8, y 8 = 8, viene dada por 

Al manejar las coordenadas polares se debe tener sumo cuidado en la determinación correcta 
de los límites de integración. Conviene aprovechar todo tipo de simetría para tomar estos límites 
tan próximos como sea posible. 

(Ver Problemas 1-7.) 

CENTRO- GEOMETRICO DE UN AREA PLANA. Las 
coordenadas (Z, Y) del centro geométrico de un área 
plana limitada por la curva e = f(8) y los radios vec- 
tores 8 = 8, y O = 8, vienen dadas por 

Fig. 44-1 

(Ver Problemas 8- 10) 

Problemas resueltos 
1 

1. Demostrar que A = - [ " e' &. 
2 0, 

Dividamos el ángulo BOC de la figura superior en n partes mediante los radios OP, = OB, OP,, OP,, . . . , OPn-,, 
OP,, = OC. La figura muestra una franja representativa, Pk -l OPk, de ángulo en el centro Ake, así como su sector 
genkrico, Rk -, ORk, de radio ek, ángulo enel centro Ake y (ver Problema 15(r), Capitulo 34) área feakAke = f (f(et))aAke. 
En estas condiciones, teniendo en cuenta el teorema fundamental, 

S 

" 1 8% 02 
A = lim 2 Z{f(ek))zbke = SI {f(e))zde = % 1 p'dr 

n-r t a k = i  
1 1 

2. Hallar el área limitada por la curva aag cos 28. 

En la Fig. 44-2 se puede observar que el área pedida consta de cuatro partes iguales, cada una de las cuales es ba- 
rrida por el radio vector al variar el ángulo 8 desde 8 = O hasta 8 = #n. Por tanto, 

TI4 TI4 

A = 4 . a i  $de = 2 0 ' 1  eos2ede = aasen2e 1:" = a2 unidades de superficie 
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Como cada una de las partes estai situada en un cuadrante, pare- 
cería lbgico escribir: 

Y 
8 u 

e s d e c i r ,  2 * ; 1  pade = C Z * ~  ~ 0 ~ 2 e d e  = O 

La razón de este resultado incorrecto estriba en lo siguiente: Fig. 44-2 1 
VI4 

$ i " p t d e  = p* de + pt de + 1 S,, p* de = &at - +a* + )az ! 
En los intervalos [O, n/4] y [3n/4, n], e es real; así pues, la primera y tercera de las integrales proporcionan las áreas 
barridas al variar 8 entre dichos intervalos. En el intervalo [n/4,3n/4], g1 < O y e es imaginario. Por tanto, aunque 

"'4u2 COS 28 d8 es una integral períectamente válida, aquí no se puede interpretar como un área. PS,, 
3. Hallar el área limitada por los tres lazos de la curva g = a cos 38. 

El área pedida es igual a 6 veces el área rayada en la Fig. 44-3, es decir, el área barrida al variar el ingulo 8 desde 
O hasta n/6. Por tanto, 

1 e* nla - A = 6 . T 1 0 ,  e2 de = 6 -- ' Ion'6 ae coat 38 d8 = 3aa 1 (4 + t cos 68) de = fnaa unidades de superñcie. 
2 O 

Fig. 44-3 Fig. 44-4 Fig. 44-5 

4. Hallar el área limitada por la curva e = 2 + cos 8 (Fig. 44-4). 
El área buscada es el doble del área barrida al variar 8 desde O hasta n. 

8 

A = 2 . f i  ( 2 + c 0 s e : ~ d e  = 18(4 + 4 cose + costs)de 

1 1  = [de + 4 sen e + - 0  + - sen 28 = 9r/2 unidades de superfitie 
2 4 1: 

5. Hallar el área interior a la cardioide e = 1 + cos 8 y exterior al circulo e = 1. 
En la Fig. 443, área ABC = área OBC - área OAC es igual a la mitad del área que se pide. Por tanto, 

VI2 

A = lnt (1 + cos @)<de - 2 ( 2 c o s s + c o s Z e ) d e  = 2 +  f run . sup .  

6. Hallar el área de cada uno de los lazos de e = 4 + cos 8. 

iuzo mayor. El área pedida es igual al doble de la barrida al variar el hgulo  8 
desde O hasta h / 3 .  Por consiguiente, 

ZTI3 Z 

A = 2 * % l  (6  + ~ o s e ) ~ d e  = lmf3 ( f  + coa e + rosz e) de 

- a 
2 

'\IS unidades de superficie - -+-jj- 

Fig. 44 -6 
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Lazo menor. El Area pedida es igual al doble de la barrida al variar 8 desde 2.43 hasta n. Por tanto. 

A = 2 . -  ;v (4 + cos 8)2 de = - - - 4 3d3 8 unidades de superficie. 

7. Hallar el drea común del circulo e = 3 cos 8 y la cardioide e = 1 + cos 8. 
El área OAB consta de dos partes: una barrida por el radio vector 

e = 1 + cos 6 al variar e desde O hasta 4 3 ,  y la otra barrida por A C 
e = 3 cos e al variar 8 desde n / 3  hasta n/2 .  

= 5x14 unidades de superficie 

8. Deducir las fórmulas A* = ea cos e de, A$ = ea sen 8 de, siendo (5, $) las coordenadas del centro geo- 

métrico del área plana BOC de la Fig. 44-1. 

Consideremos el sector genérico Rk-,  ORk y supongamos, para mayor sencillez, que OTk es la bisectriz del aingulo 
Pk -, OPk. Para hallar el centro geométrico de este sector, supongamos se trata de un triángulo, con lo cual. dicho centro 
geométrico estará situado sobre OTk a una distancia 4ek desde O. Por tanto, aproximadamente, podremos escribir, 

xk = #e, cos ek = 4 j(ek) cos e, y gc = gj(8,) sen 6,  

Ahora bien, el momento del sector con respecto al eje es 

zk f e i d  ke = #ek cos ek fe: AkB = 4{ f (ük)}3 cos e, Ake 

y, por el teorema fundamental, 

1 
A z  = iim j { f ( 8 k ) ) a ~ ~ 8 k d k ~ =  f J C p ~ ~ e d e  

n - + c O k - l  

Se deja como ejercicio para el alumno el cálculo de Ag. 

Nota. En el Problema 8, Capítulo 37, vimos que el centro geométrico del sector Rk-, ORk está situado sobre OTk 

a una distancia 2ek sen desde O .  E1 alumno puede deducir las f6nnulas a partir de esta islaci6n. 
3 &dke 

9. Determinar el centro geométrico del airea del lazo del primer cuadrante de la curva e = sen 28. 

1 n/a 
A = - J  2 o 

l I sen3 28 cos 0 de tos e de = - 
3 o 

ni2 3 Ion'' 16 
= 8 1 sena f3 coa4 0 de = - ( 1  -cosa 6 )  cosa e sen 6 d e  = - 

1 28 y 5 = -  
3 o 105 ' 105n 

Por simetría, y = 128/105n. Las coordenadas del centroide son (128/105n, 128/105rc). 

10. Determinar el centro geométrico del airea del primer cuadrante limitada por la parábola e = de la Fig. 44-9. 
1 + W S ~  
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12f = - 
e]:" 

= 7215, y 3 = 615. z 

12g = - 
3 1" o ( I + C O S ~ ) ~  216wn8 

de = 27, e y' = 914. 

El centro geom6trico es (6/5,9/4). 

Fig. 44-9 

Problemas propuestos 

11. Hallar el i rea  limitada por cada una de las curvas siguientes: 

(a) e" 1 + cos 28 Sol. n un. sup. 

(6) e' = a' sen 8 ( 1  - cos 8) Sol. a' un. sup. 
(c) e = 4 cos 8 Sol. 4n un. sup. 
(d)  e = a cos 20 Sol. f naz un. sup. 

( e )  e = 4 senB8 Sol. 6n un. sup. 
( f )  e = 4(1 -seno) Sol. 24n un. sup. 

12. Hallar el drea 

(a) interior a e = cos 8 y exterior a e = 1 - cos 0 
(b) interior e = sen 8 y exterior a e = 1 - cos 8. 
(c) entre óvalos interno y externo de ez = a'(] + sen 8). 
(d )  entre los lazos de e = 2 - 4 sen 8. 

Sol. (fi- n/3) un. sup. 
Sol. (1 - 4 4 )  un. sup. 
Sol. 4at un. sup. 
Sol. 4(n + 3 0  un. sup. 

13. (a) Dada la espiral de Arquím-des, = a8, demostrar que el área adicional barrida en la enhima revolución, n > 2, 
es (n  - 1) veces la afiadida en la segunda revolución. 

(b) Dada la espiral equiangular e = aee, demostrar que el área adicional barrida en la enésima revolución, n > 2. es 
ean veces la añadida en el barrido anterior. 

14. determinar el centro geometrico de las siguientes áreas: 

(a) Mitad derecha de = a(1 - sen O). Sol. (1 óa/9n, -5~16) 

(b) Area del primer cuadrante de Q = 4 senP 8. Sol. (128163~1, 20481315~) 
(c) Mitad superior de = 2 + cos 8. Sol. (17/18,80/27n) 

( d )  Area del primer cuadrante de e = 1 + cos 8. 

( e )  Area del primer cuadrante del Problema 5. Sol. ( 32 + 15n 
48 f 6 n  24 + 3n 

15. Aplicar el primer teorema de Pappus para obtener el volumen generado en la rotacibn de 

(a) e = a(l - sen 8) alrededor del eje y. Sol. Bnas/3 un, vol. 

(b) e = 2 + cos 0 alrededor del eje polar. Sol. 40x13 un. vol. 



Longitud y centro geométrico de un arco. Area de una 
superficie de revolución 

Coordenadas polares 

LA LONGITUD DE UN ARCO de la curva g = f(8) desde 8 = 8, a 8 = 8, viene dada por 

(Ver Problemas 1-4.) 

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (5, y) del centro geométrico de un arco 
de la curva e = f(8) desde O = O, a 8 = O2 satisface ias relaciones 

i - s  = y j : d s  = JesPsen 8 d s  = J h y d s  
8, 01 

(Ver Problemas 5-6.) 

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación del arco de la curva Q = f(8) desde 8 = 
a 8 = da alrededor de 

el eje polar es 

el eje transverso es 

Los límites de integración se tomarán tan prb6ximos como sea posible. 
(Ver Problemas 7- 10.) 

Problemas resueltos 
1. Hallar la longitud de la espiral e = ese desde 0 = O a 0 = 2n. 

delde = 2 e P 9  yq2 + (d~ldI3)~ = seae. 
w 

UI yr 
Fig. 45-1 

s = I deP + (dpld19)~ de = fl /51 e* dI3 = t f i  (eu - 1) unidades 
O O 

2. Hallar la longitud de la cardioide e = a(1 - cos 8). 
La cardioide se describe cuando 8 varla desde O a 2n. 
ya + (dyld13)~ = aP(l - cos 0)' + (a sen O)# = 4aP sena 48 

yr m 
s = vea + ( d ~ / d ) ~ d e  = 29 1 sen fe d8 = 8a unidades 

O O 

En esta solución no se ha podido aplicar el criterio de tomar los limites de 
integración suficientemente próximos, porque la longitud a calcular es el doble 
de la descrita al variar el angulo 8 desde O hasta n. Sin embargo, el Problema 3 
es un ejemplo de cómo se aplica dicho criterio. Fig. 45-2 
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3. Hallar la longitud de la cardioide e = o(l - sen 8). Y 
Z 

e' + (S) ' = a2(1 - sen 8)' + (- a cos 9)' = 2a2(sen * O  - cos *O). 

Según el problema 2, tendremos 

S = Joax ./- Zn 
p2+(dola))'d8= f i a I  (senfO-cosf8)d8 

o 

m 
= 2 d T a ( - c o s  f e  - sen f8)] = 4 *a unidades 

o 
Hg. 45-3 

Como podemos observar, las cardioides de los dos problemas solo difieren en sus posiciones en el plano; en estas 
condiciones, sus longitudes deberían coincidir. Para explicar la diferencia de resultados hemos de acudir a los dos inte- 
grandos. sen 48 y sen f e  -cos 48. El primero es siempre positivo, mientras que el segundo es negativo, al variar el 
ángulo 8 desde O hasta fn ,  y positivo en los demás casos. Por simetría, la longitud pedida será igual al doble de la des- 
crita al variar 8 desde n/2 hasta 3n/2. Por consiguiente, 

4. Hallar la longitud de la curva e = a cosa fe. 

La longitud pedida es el doble de la descrita cuando 8 varia desde O a 2n. 

delde = -a coss f 8  sen f e  y ea + (delde)' = a' cose fe. 
i n  

r = 2 * a j  c o s a ~ d d d ~ 8 a  s e n f d - # a n b 4 d  
b 

= 1&/3 unidades. 

Hg. 45-4 
3. Hallar el centro geométrico del arco de la cardioide e = a(] - cos 8). (Ver Problema 2.) 

Por simetrfa, i = O, y la abscisa del centro geométrico de todo el arco será igual a la del centro geométrico de la 
mitad superior. La mitad de la longitud del cardioide es, según el Problema 2. igual a 44. Por tanto. 

= -láaP/S, y 2 = A / S .  Las coordenadas del centroide son (&/S, 0). 

B. Hallar el centro geométrico del arco de circunferencia e = 2 sen 8 + 4 cos 8 desde 
8 = 0 a 8 = f n .  

de/d8 = 2 cos 8 - 4 sen 8 y ea + (de/dO)a = 20. Como el áadio es dj, s = d 3  n. I Y 

f i n  !¡ = I p sen 8 d e a  + (de/d9)2 d9 = 4* (sens 8 + 2 sen O ool (l) W 
o O 

7. Hallar el área de la superficie generada en la rotaci6n de la mitad superior de la cardioide e = a(l - cos 8) alrededor 
del eje polar. 
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Del Problema 2. e' + (de/&)* = h* sena $8. 

n 
= 160% 1 un4 f8  cos f 8  d8 = J2/pan unidades de superficie. 

8. Hallar el 4rea de la superficie generada en la rotacibn de la lemniscata 
p' = a' cos 28 alrededor del eje polar. 

El &ea pedida es igual al doble de la generada en la rotación del arco 
del primer cuadrante. 

( atse;28)' - $ es + (S)' = a' cos 28 + - -- 

= 2asn(2 - fi) unidades de superficie 

I 
Fig. 45-6 

9. Hallar el área de la superficie generada en la rotación, alrededor del eje transverso de un lazo de la lemniscata 
es = a' cos 28. 

El hrea pedida es el doble de la generada en la rotacibn del arco del primer cuadrante. 

as n14 S = 2 Zn 1 p cos 8 - d3 = 4a1n 1 ms 8 d3 = 2 G  dñ unidades de superficie. e O 

M. Aplicar el teorema de Pappus para determinar el entroide del arco de la cardioide e = 41 - cos 8) desde 8 = O a 8 = n. 
Si el arco gira alrededor del eje polar, S = h g s ,  o sea, se@n los Problemas 2 y 7, 3-15 = trp 4a e i = 4a/5. 

Según el Problema 5, las coordenadas del antro geomktrico son (-4a/5,40/5). 

Problemas propuestos 

11. Hallar la longitud de 

(a) e = Os desde 8 = O a 8 = 2 d  Sol. 5613 unidades (d) p = sens813 Sol. 3n/2 unidades 
(b) p = ee/' desde 8 = O a 8 = 8 Sol. f i 4  - 1) unidades (e) e = d 8 / 4  Sol. 1613 unidades 
(e) p = cosn f e  Sol. 4 unidades 

(f) e = al8 desde (e,,83 a (e1,83 &l. I/- - d m  + a ln + m unidades 
ea(a + 

(g) e = 2a tag 8 sen 8 desde 8 = O a 8 = n/3 2(2 + O) 1 unidades. 
fi+ fi 

2 .  Hallar el antro geomktrico de la mitad superior de e = 8 cos 8. Sol. (4,8/n). 

13. Siendo e = a sen 8 + b cos 8, demostrar que s = n q m ~ ,  = mrs, y J; = h. 

14. Calcular el área de la superficie generada en la rotacibn de e = 4 cos 8 alrededor del eje polar. 
Sol. 1 6n un. sup. 

15. Hallar el drea de la superficie generada en la rotacibn de cada uno de los lazos de e = sena813 alrededor del eje transverso 
Sol. ni256 un. sup. ; 513~1256 un. sup. 

16. Hallar el área de la superficie generada en la rotacibn de cada uno de los lazos de es = cm 28 alrededor del eje transvem. 
Sol. 2 f i z  un. sup. 

17. Demostrar que cuando los dos lazos de e = ~09814 giran alrededor del eje polar, generan superficies de igual área. 

18. Determinar el centro gcomttriw de la supeñicie generada en la rotacibn del lazo de la derechade es = as cos 28 W e d o r  
del eje polar. Sol. = <ss>(fi+ 1116. 

19. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de e = sen18/2 alrededor de la recta e = csc 8. Sol. 8nun. sup. 

U). Deducir las fbrmulas de este capitulo. 



Integrales impropias 

UNA INTEGRAL DEFINIDA, f (x)  dx, se denomina integral impropia si I : 
(a) el integrando, f(x), tiene uno o más puntos de discontinuidad en el intervalo a < x < b; 

(6) por lo menos uno de los limites de integración es infinito. 

INTEGRANDO DISCONTINUO. Si f (x)  es continua en el intervalo a ,S x 5 b, pero es discontinua 
en x = b, 

J: f (x )  dx = iim J:" f (x)  dx siempre que exista el íjmitc 
c+o+ 

Si f (x)  es continua en el intervalo a < x I; b, pero es discontinua en x = a, 

J b  / (x)  dx = iim 
a 

f (x)  dx siempre que exista el limite 

Si f (x)  es continua para todos los valores de x del intervalo a 5 x 5 b excepto para x = c, 
siendo a < c < b, 

siempre que existan ambos límites. (Ver Problemas 1-6.) 

LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS. Si f (x )  es continua en el intervalo a I; x I; u, 

S:- f (x )  dx = lim f (x)  dx siempre que exista el limite 

Si f (x )  es continua en el intervalo u' 5 x < b, 

J - - l ( x ) d x  = lim J f (x )  dx siempre que exista el limite 
Y'+ - w 

Si f (x)  es continua en el intervalo u' < x < u, 

siempre que existan ambos limites. (Ver Problemas 7-1 3.) 

Problemas resueltos 
a ak 

1. Czcular . El integrando presenta una discontinuidad en x = 3. Considsrrmos 
o q9- x' 

iim J -  " ; 11 -e 3 - c  1 
= lim arc sen - = lim arc sen - = arc sen 1 = - n 

( + O +  0 2/- C * O +  C+ O+ 3 3. . 

Luego, 
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2. Demostrar que carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = 2. Considerhos 

No existe limite y la integral carece de sentido. 

3. Demostrar que dx carece de sentido. 

El integrando presenta una discontinuidad en x = 1 ,  valor comprendido entre los limites 
de integraci6n O y 4. Consideremos 

1-c & 
i i m J  -- + ~ i m  J4 dr 
€-,O+ 0 ( X  - 1)s <.+o+ l+<, ( X  - 1)l 

-1 1-C 
= lirn -- 1 1 (: - 1 )  + <,I~T+ (-T + $1 

<+o+ x - 1 0 

No existe limite. 
1 1G 

Si no se tiene en cuenta el punto de discontinuidad 
O x e a r  

-- lo cual es un absurdo. 
3 ' Fig. 46-1 

4 dx 
4. Hallar J 

0- 
. El integrando presenta una discontinuidad en x = 1. Consideremos 

3 3 3 
= iirn - ( ( + ) X I ~ - I  + lim - t f i - r t q 3  = T ( f i - ~ )  

3 
c+o+ 2 €#+O+ 2 

dx 
= - (fi- 1 ) .  

5. Demostrar que sec x dx carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = in .  Considemnos 

11zn -c ilm -c 
lim I sec x dx = lim In (sec x + tag x) ] = lim In {sec ( t n  - O + tag ( i n  - E ) }  
€+o+ O €+o+ O €+O+ 

No existe limite y la integral carece de sentido. 

nla COS x 
6. Hallar I dx. El integrando presenta una discontinuidad x = )n. Consideremos 

0 ql-serix 
iItn -c 

dx = lim -2(1 - sen x) l i a ]  = 2 lirn (-11 i b n  (n(tn - E ) ]  + 1 )  
c+o+ O <+o+ 

n'r COS X 
= 2(0 + 1 )  = 2. Luego. J a!x = 2. 

o 1/T=iKx 

El limite superior de integracib es infinito. Consideremos 7. Hallar IiW -- 
0 x 9 + 4 '  

lim I ' d l  = iim - 1 arc tag - 1 '  x] + - 1 n. Luego. I +a - ak - 1 - - n. 
'++m O X ' + ~  (»+m2 2 0  4 O xs- 4 4 

8. Hallar I0 eb dr. El límite inferior de integración es infinito. Consideremos 
-03 

O 1 O 1  1 1 
lim I eY dx = lirn - e-] u = (1) - lirn - rU = - - O. Luego. 

2 
I0 e w d x = t .  

m+-= I '+-m 2 ,'+-m 2 -03 
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9. Demostrar que carece de sentido. El límite superior dc intcgracibn ea infinito. Considc~mos 

dx 
lim 2fi]/;l' = lim ( 2 6 -  2). El limite no existe. LT~J ,  -7~; = 1 -+m 

cLr e n& Ambos llmiter de integración 6on infinitos. Consideremos 

0 e'& j i m J ' c +  lim - lim arctageL + l h  arctagen 
,+a o e - +  1 m?+-= J,,* e- + 1 u+w 1: w~+-= 1: 

= lim (arc tag e w - )n) + !im (&c - arc tag e'') 
u + =  m + -  

= iíz-in + &c-O = in  

11. Haliar 1'- e4  r n  x  &. El límite suprior de integración es infuiito. Consideremos 
O 

+Q 

Cuando u  + + oo, e" + O mientras que sen u y m u varían de 1 a - 1. Luego, J e - a r n x &  = 4. 
o 

X' 
12. Hallar el área limitada por la curva S = - 

1 -x' y sus asíntotas. Ver Fig. 46-2. 
I 

El integrando presenta una discontinuidad en x  = l .  Consideremos 

El área pedida es 4(1) = 4 unidades de superficie. 

13. Hallar el hrea situada a la derecha de x = 3 y limitada por la curva y = - l y el eje x. Ver Fig. 46-3. 
9 - 1  

1 = - u - 1  1 1 1 1 - l l u  1 lim h - -  ln-  = - lim ln-+-In2 
2,+a u + l  2 2 2 u + w  1 + l l u  2 

1 
= - (ln 2) unidades de superficie. 

2 
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Problemas propuestos 

14. Hallar: 

' dx 
(Carece de sentido) (g) 

dr 5: ( x  - 2)"' 
= 6$4 

' dx dx 
(b) 1 T-x (Carece de sentido) 

O 
(h) 5' 2 (Carece de sentido) 

-1 x4 

15. Hallar el Area limitada por la curva dada y sus asintotas. 

x4 
(a) ya = - (b) ya = 4-x 1 

4- x Z'  , (d Y" - 
X x(1 -x) 

Sol. (a) 4n un. sup., (6) 4n un. sup., (c) 2n un. sup. 

16. Hallar: 

dx 1 

(c) Ilrn e-=dx = 1 
O 

dx 
(Carece de sentido) 

dx - 1 (e), J+m - - - , x I n a x  ln2 
( j )  J'm xC-'dr = 6 

O 

17. Hallar el Area limitada por la curva dada y su asintota: 

8 x 
xa + 4 ,  (b) Y  = (4 + x3P > (4 Y  = xe-=*'~ (a) Y = - 

Sol. (a) 4n un. sup., (5) & un. sup., (c) 2 un. sup. 

18. Hallar el Area: 

(a) limitada por y  = - y a la derecha de x = 3. Sol. 4 ln 5 un. sup. 
xP - 4  

(b) limitada por y = 
1 

y a la derecha de x = 2. Sol. 1 - In 2 un. sup. 
x(x - 1)rn 

19. Demostrar que las siguientes Areas carecen de sentido: 
1 

(a) Area limitada por y  = - desde x = 2 hasta x  = -2. 4  - xa 

(b) Area limitada por xy = 9 a la derecha de x = 1. 

U). Demostrar que el Area del primer cuadrante limitada por y  = e-" es igual a 4 (unidades de superficie) y que el volu- 
men generado en la rotación de dicha Area alrededor del eje x es &n (unidades de volumen). 

21. Demostrar que en la rotación de la región R del plano limitada por xy = 9 y a la derecha de x = 1 alrededor del eje x, 
el volumen generado es igual a 81n (unidades de volumen) y que, sin embargo, el Araa de la superficie es infinita. 





Capítulo 47 
Sucesiones y series 

UNA SUCESION, {S,,) = sl, sg, sQ, . . ., S,,, . . ., es una función de n cuyo dominio de definición lo cons- 
tituye el conjunto de los números positivos. (Ver Capitulo 1.) 

Se dice que una sucesión {S,,} está acotada, si existen dos nbmeros, P y Q, de manera que 

P < S,, 5 Q para todos los valores de n. Por ejemplo, la sucesión 312, 514, 716, . . ., 2n + 1 . . ., esta 
2n 

acotada, ya que 1 < S, 2 para todos los valores de n, sin embargo, la sucesión 2, 4, 6, . . ., 2n, 
no lo esta. 

Una sucesión {S,,) es creciente si sl < S, < S, < < S,, < S, y decreciente cuando 
. . 

S, 2 S, 2 S, 2 S, 2 Por ejemplo, las sucesiones ---. = 112; 413, 914, 1615, . . . 
I n Y l I  

y {h - (- l)'} ;= 3, 3, 7, 7, . . . son crecientes y las sbcesione% {l/n} = 1, 112, 113, 114, . . . 
y -{n) = -1, -2, -3, 4, . . ., son decrecientes. 

r 1 
Una sucesión (S,} converge hacia un límite finito S, lirn S,, 3 s , cuando, dado un niómero c l. - + -  1 

tan pequeao como queramos, se puede encontrar un entero positivo m de manera que a partir 
de un n dado y para todos los siguientes, n > m ,  se verifica la desigualdad 1s -S,,/ < c. Si una 
sucesión tiene limite es convergente, y si no lo tiene recibe el nombre de divergente. 

(Ver Problemas 1-2.) 

Una sucesión {S,,) diverge o tiende a m,  lirn S,, = m], cuando, dado un número positivo M 1..+.. 
tan grande como queramos, existe un entero positivo m de manera que a partir de un n dado y para 
todos los siguientes, n >m, se verifica la desigualdad lsnl > M. Si S,, > M, lim S, = $00; 

n -  + a, 
si S,, <-M, lim S,, = -m. 

+ a, 

TEOREMA DE LAS SUCESIONES. 
1. Toda sucesión acotada, creciente o decreciente, es convergente. La demostración cae fuera 

del propósito y alcance de este libro. 
11. Toda sucesión no acotada es divergente. Véase la demostración en el Problema 3. 

Muchos de los teoremas restantes son consecuencia inmediata de los teoremas expuestos 
en el Capitulo 2. 

m. Una sucesión convergente (divergente) no modifica su carácter al cambiar de lugar uno 
o todos de sus n primeros términos. 

IV. El limite de una sucesión convergente es único. 
(Véase la demostración en el Problema 4.) 

Si lirn s n  = S y lim t ,  = t: 
n - + m  n -  + m  

V. lim ( k * s n )  = k lim S,, = k s ,  k siendo k una constante cualquiera. 
n - + . o  n - r  + m  

VI. lim (S,  2 t n )  = lim S, 2 lim t ,  = S 2 t .  
n -  +.o n - + m  i l - + r  

VII. lirn (S, t , )  = lim s, lim t ,  = S t. 
n - + E  n + r i - + + w  
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VLU. lirn (snltn) = lirn S, / lirn r, = S / ) ,  siempre que t # O y tu # O para todos los va- 
Y - + O O  n- +-  n + + =  

lores de n. 

H. Sea {S,) una sucesión de términos no nulos; si lim S, - w, se verifica lirn 11s" = 0. 
n - +  , + + m  

(VBase demostraci6n en el Problema 5 . )  
X. Si a > 1, lim an = +m. 

n +  + w 
(Véase la demostración en el Problema 6.) 

XI. Si Jr 1 < 1, se verifica iim rn = O. 
n +  + w 

LA SUMA INDICADA 

n =  1 

de los términos de una sucesión {S,] recibe el nombre de serie. A toda serie se le asocia 
una sucesión de sumas parciales: S, = S,, S, = S, + S,, S, = S, + S, + S,, - a ,  S,, = q 
+ s , + s , + -  .+S, , .  .. 

Si lim S,, = S, siendo S un número finito, la serie (1) se denomina de convergente 
n-. + ea 

y S es su suma. Si no existe lirn S,, la serie (1) se denomina divergente. Una serie también 
"+J. m 

es divergente bien porque lirn ' = m, o bien porque a medida que crece n, S,, va aumen- 
n - r  + m 

tando y disminuyendo sin aproximarse a un límite; en este último caso la serie recibe 4 
nombre de oscilante. Por ejemplo, en la serie 1 - 1 + 1 - I + ., S, = 1, S, = O, 
s3= I , s ~ = o ,  ... 

(Ver Problemas 7-8.) 
De los teoremas anteriores se deducen las consecuencias siguientes : 

XII. Una serie convergente (divergente) sigue siendo convergente (divergente) si se cambia el 
orden de uno o de todos sus n primeros términos. (Ver Problema 9.) 

XiiI. La suma de una serie convergente es única. 

XIV. Si Zs,, converge hacia S, la serie Zks,,, siendo k una constante, converge hacia kS. Si 2s" 
es divergente, también lo es Zks,,. 

XV. Si ZS, es convergente, se verifica:. lim S, = 0. 
n - r  -t oo 

(Véase la demostración en el Problema 10.) 

El recíproco no es cierto. La serie armónica [Problema 7(c) J es divergente y, sin em- 
bargo, lirn su = 0. 

n - + w  

XVI. Si lirn S, # O, la serie ZS~ es divergente. 
n d + m  

El recíproco no es cierto; véase el Problema 7(c). (Ver Problema 1 1 .) 

Problemas resueltos 
1. Sea la sucesión {S,) cuyo límite es s. Situemos sobre una escala numirica (Fig. 47-1) los puntos s. s - c. s f c. siendo t 

un niimero positivo tan pequeno como queramos (infinitésimo) y vayamos colocando, ordenadamente, los puntos 

Fig. 47-1 ' 
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slr.s2, sir.. . Según la definición de convergencia, los m 
primeros puntos están situados fuera del intervalo conside- 
rado, pero a partir del S,+,. él y todos los siguientes están 
situados dentro de 81. 

En la Fig. 47-2 se puede observar una representación 
en un sistema de coordenadas rectangulares. En primer 
lugar, hemos trazado las rectas y = S, y = s - E e 
y = s + r,  determinando de esta forma, una banda de am- 
plitud 26. Situando ahora los puntos(1, S,), (2, S,), (3, S,) ..., 
el punto (m + 1, S,,,) y todos los siguientes caerán dentro 
de la banda. 9 ; h i '  -< + + 

1 . 3  .S-7...(2n-1) 
2. Aplicar el teorema 1 para demostrar que las sucesiones (a) -y.-- 2 4 6 . 8  ...( 2n) 

son convergentes. 

Es importante observar que fuera del intervalo o banda 
de amplitud 26, solamente habrá un número finito de puntos 

(a) La sucesión está acotada, ya que 0 5 S,, 5 1, para todos los valores de n. 

. . - 
9 

S 5 2. - Z 

1 1 1 
Como S,+, = 1 -- = 1-- + = 

1 
n + ~  + n(n + 1) 

, es decir S, +, 2 S,, la sucesión es cre- 
n n ( n + I )  

ciente. Por tanto la sucesión coiiverge hacia s 5 1. 
1 -3.5.7...(2n + 1) 

(6) La sucesión está acotada, ya que O 5 S, 5 1, para todos los valores de n. Como s. +, = - - 
2 . 4 . 6 - 8  ...( 2n + 2) - 

de una sucesión convergente, O 
Fig. 47-2 

2n + 

S,,, la sucesión es decreciente. Por tanto, la sucesión converge hacia s 2 o. 
2n + 2 

3. Demostrar que toda sucesión no acotada {S,} es divergente. 

Supongamos que {S,} es convergente (demostración por reduoci6n al absurdo). Dado un número positivo c, tan 
pequeño como queramos, existirá un entero positivo m de manera que a partir de tl y para todos los siguientes, n > m, 
se verificará la desigualdad Isn - sl < a. Luego en este intervalo estarán todos los términos de la sucesión menos un 
número finito de ellos con lo cual dicha succsión deberá estar acotada. Como esto es contrario a la hipótesis, la suce- 
sión será divergente. 

4. Demostrar que el límite de una sucesión convergente es único. 

Supongamos que la sucesión admitiese dos límites distintos, es decir, lirn S, = s y lirn S, = t, siendo 1s-tl > 2c > O 
n + + m  n + + m  

En estas condiciones, en los intervalos, de amplitud 26, de s y t tendremos propiedades contradictorias: (i) por una parte 
no pueden tener puntos comunes, y (ii) cada uno contiene tedos los términos de la sucesi6n menos un número finito de 
ellos. Así, pues, deberi ser s = r y el límite será iinico. 

5. Demostrar que si {S,} es una sucesión de términos no nulos y lirn S, = m, se verifica: Ikn I/s, = 0. 
n + + w  n++m 

Elegido un nbmero niuy pequeño E > O, de lim S, = m se deduce que para todo M > 1/e, existirá un entero 
n++m 

positivo m de manera que a partir de t l  y para todos los siguientes, n > m, se verificará la desigualdad Is, 1 > M > l/c. 
Para este valor de rn, Il/snl < 1/M < a siempre que n > m; por tanto, lim l/sn = 0. 

6. Demostrar que lim a" = + co para a > 1. 
n-> + a 

Sea M número muy grande, M > O; supongamos a = 1 + b con b > O; entonces 
n(n - 1) 

an = (1 + b)" = 1 + nb + - b2 + > 1 + nb > M 
1 . 2  

para n > M/b. Es decir que m es el entero superior a M/b. 

7. Demostrar que: 

(a) La serie aritmética a '+ (a f d) + (a + 2d) + + [a + (n - l)d + - es divergente cuando a' + d.> O. 
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a 
(b) La serie geomhtrica a + ar t arg + * + arM-l + - m ., siendo a # O, converge hacia 3 - r  si Ir1 < 1 y divergt 

si Ir1 2 l .  

(c) La serie armdnica 1 + 112 + 113 + 114 + m + l / n  + es divergente. 

(a) Aqui S,, = an[2u + (n - l ) d  y lim S,, = excepto para a = d = 0. 
n- r  + m 

Por tanto es divergente cuando a' + da > 0. 

a - arn - a a 
(b) En este caso S,, = - --- - - r n ,  r # l .  

1 - r  1 - r  1 - r  

a 
Si Ir1 < 1, lim rn = O, y Iim S,, =---. 

n-+m n + + m  1 - r  

Si Irl > 1, lim rn  = a, y S,,.es divergente. 
n-r  + m 

Si Ir1 = 1, la serie es o a + a + a + o a- a  + a- a + y es divergente. 

(c) Formando las sumas parciales, obtenemos 

S, > 2, S, > 2.5 SI, > 3, S,, > 3,5, Se, > 4, . . . 
Como la sucesibn de sumas parciales no está acotada, la serie sera divergente. 

1 1 1  
8. (a) Sumarlaserie-  + - + - + e: 

5 58 5' 

1 
(b) Sumar la serie - 1 +- 1 1 +-+-+ ...: 

1 . 2  2 . 3  3 - 4  4 .5  

9. Sabiendo que la suma de la serie 1 + + + ) + + & + - es igual a 2, hallar la suma de la serie que resulta cuando 
(a) se suprimen los cuatro primeros términos, (b) cuando se afíaden a la dada los términos 8 + 4 + 2. 

(a) La serie & + + 6 es una serie geométrica de r a h n  r = +. Converge hacia 

s = 2 - ( 1 + + + 4 + + ) = +  

(6) La serie 8 + 4 + 2 + 1 + 4 + & + - es una serie geométrica de razbn r = 4. Converge hacia 

2 + ( 8 + 4 + 2 )  = 16 

10. Demostrar que si Zs,, = S, se verifica lim S,, = O. 
n++ w 

Como Esn = S, lim S,, = S y lim S,, -, = S. Ahora bien S,, := S,, - S,, -, ; luego, 
u - +  w n- + w 

Iim S,, = iim (S.-S,,-,) = lim S,,- iim S,-, = S- S  = O 
n - + m  n + + m  n- + m u++ m 

11. Demostrar que las series (a) 113 + 215 + 317 + 419 + * y (b) 112 + 314 + 718 + 15/16 + . son divergentes. 

n 
(a) S,, = - n 1 

Y lim S,, = lim - = lim - - - - l + O .  
h i - 1  + .++,2n+1 n++m2- t - l / n  2 

2"- 1 2"- 1 - 
(b) S, = - 2n y liln -- ~i, ( 1 - f )  = l + O .  

n + + w  2" n - + w  
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12. Una serie Esn converge hacia S, si la sucesi6n {S,) de las sumas parciales converge tambikn hacia S, es decir, si dado un 
c > O tan pequefio como queramos, existe un entero m de manera que a partir de 61 y para todos los siguientes. n > m. 
se verifica la desigualdad IS -SnI < e. Demostrar que las series del Problema 8 son convergentes. 

(a) Si (S-S.1- 1 ln 4r < e, tendremos 5" > -, n ln 5 > - in (4~). y n > - --- 
4r In 5 

In 4r 
Por tanto, basta con que m sea mayor que - - 

1115 ' 

(b) Si IS-SnJ = 
1 1 < E, tendremos n + 1 > - y n > - - 1. Por tanto, basta con 

C 

1 
que m sea mayor que - - 1. 

Problemas propuestos 

13. Determinar si las sucesiones siguientes están o no acotadas, son decrecientes, crecientes o convergentes, divergentes 
u oscilantes. 

14. &mostrar que iim .E/llnp ;e 1, p , O. ~nü. n i l .  = e V l n  nHn. 
' 

n + + w  

15. Dada la7sucesi6n 1 - ; 1 . demostrar que: (a) en el intervalo 11 - S,,, < 0.01 están contenidos todos los f(rmin0.q 

de la sucesi6n menos los 99 primeros, (b) la sucesibn está acotada, (c) lim S, = l .  
u++ w  

16. Demostrar que si: Ir1 < 1, se verifica lim r* = 0. 
n++CP 

17. Hallar el carácter de las siguientes series geombtricas. Calcular la suma de las que sean convergentes. 

(a) 1 + 1/2+ 1/4+ 118 + . - m  (b) 4 - 1 + 114 - 1/16+ . (c) 1 + 312 + 914 + 2718 + 
Sol. (a) S = 2, (b) S = 1615 (e) Divergente 

18. Hallar la suma de las series siguientes: 

Sol. (a) 112, (b) 112, (c) 1, (4 314, (e) 11/18,tfl1, (g) 114, (h) 114 

19. Demostrar que son divergentes, las series, 

(a) 3 + 512 + 713 + 914 + (c) e + es/8 + ea/27 + e4/64 + 

20. Demostrar que si lim S, # O, la serie Z s ,  es divergente. 
N + +  w  

21. Demostrar que las series del Problema 18(a)-(6) son convergentes por existir un entero positivo m tal que para 
E > 0, IS - S,, 1 < c siempre que n > m. 

ln 2E 1 1  P 
Sol. m = un entero mayor que en (u) - - 

In 3 ' (6) - 2. (c) C )  - 1, (6) la rafz positiva de 2cma - 
2(1 - 3c)m -(3 - 4 4  = O. 



Capítulo 48 
Criterios de convergencia y divergencia de las 

series de términos positivos 

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. Son series L's~ cuyos términos son todos positivos. 

1. Una serie de términos positivos L'sn es convergente, si la sucesión de sumas parciales (S,) 
está acotada. 

Este teorema es consecuencia de que la sucesión de sumas parciales de una serie de tér- 
minos positivos es siempre creciente. 

H. CRITERIO DE LA INTEGRAL. Sea f(n) el término general sn de la serie Z S ~  de ttrminos 
positivos. Si f(x) > O  y es decreciente en el intervalo x > E ,  siendo E un entero positivo, 

la serie ZS, converge o diverge según que exista o no la integral f(x) dx. 
E 

(Ver Problemas 1-5.) 

III. CRITERIO DE LA SERIE MAYORANTE. Una serie de términos positivos L's~ es con- 
vergente, si a partir de un determinado valor de n, y para todos los siguientes cada ttrmino 
es menor o igual que el correspondiente de una serie L'c,, convergente conocida de tdrminos 
positivos. 

N. CRITERIO DE LA SERIE MINORANTE. Una serie de términos positivos Z S ~  es diver- 
gente, si a partir de un determinado valor de n y para todos los siguientes, cada término 
es igual o mayor que el correspondiente de una serie Zdn divergente conocida de términos 
positivos. (Ver Problemas 6-1 1 .) 

V. CRITERIO DEL COCIENTE. Una serie de términos positivos Z S ~  es convergente si 
Sn + 1 sn + 1 Sn + 1 lim - < 1, y divergente si lim - > 1. Si Iim - = 1, este criterio 

n++m Sn n++w k n++w Sn 

nada dice sobre la convergencia o divergencia. (Ver Problemas 12-1 8.) 

Problemas resueltos 

1. Demostrar el criterio de la integral: Sea f(n) el ttrmino general s. de la serie de t6rminos positivos Cs.. Si f (x)  > O 
y es decreciente en el intervalo x > F, siendo F un entero positivo, la serie Es, es convergente o divergente según que 

exista o no la i n t c g r a ~ ~ ~ + ~  f (x )  dx. 

En la figura, el airea limitada por la curva y = f (x)  desde x = 5 hasta x = n, se ha aproximado por medio de dos 
sistemas de rectaingulos de base unidad. Expresa~do que el airea limitada por la curva esta comprendida entre la suma 
de las aireas de las series de rectaingulos, 
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e 

Ng. 48-1 

( 1 )  Supongamos que lim 1: f (x)  dr = f (x)  dx = A. Por tanto, 
m+ + w 

~ E + I  + sE+n + ' ' ' + S, < A 

Y S, = sp + sa+l + se+, + + S ,  

está acotada y es creciente cuando n crece. Por tanto, por el Teorema 1, Zs, es convergente 

(2) Supongamos que el lim IEn f(x)  d* = 1:- f(x) dx no existe. Tendremos que 
n+ +m 

S, = SE + S E + ,  + - + s. no esta acotada y Zs. es divergente 

Determinar el caracter de las series de los Problemas 2-5 por medio del criterio de la integral 

f  (n) = s. = ; hacemos f  (x)  = 
1 

%'%x m' 
En el intervalo x > 1 ,  f (x)  > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos 5 = 1 y wnsideramos 

Como la integral no esta definida, la serie es divergente. 

1 1  1 1 1 1 3. - + - + - + - + . . a  

4 16 36 64 
f(n) = s. = -; hacemos f(x) = - 

4t1' 4x8 ' 

En el intervalo x > 1 ,  f (x)  > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos 5 = 1 y wnsideramos 

Como la integral está definida, la serie es convergente. 

4. s e n n + f s e n ~ n + & s e n + n + & s e n ~ n +  
1 1 1 1 

f(n) = S, = - sen -n; hacemos f (x)  = - sen -n. 
ns n xs X 

En el intervalo x > 2, f (x)  > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos 6 = 2 y consideramos 

u 1 1 1 
J t * f ( x ) d r =  iim - s e n - n & = -  Iim cos-n = -  

S u+ +a I S  xs x n .++m x a  1 '  n 

La serie es convergente. 

1 1 1  1 1 5. 1 + - + - + - -t (p >O). (Laseriep.) f(n) = S, = -; hacemos f (x)  = -. 
2r 3" 4" nc x? 

En el intervalo x > 1, f (x)  > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos 5 = 1 y consideramos 
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1 1 
1 4 1 - " - 1  e- 

l 1 
S i p >  1 ,  -- 1 S- I iim -- / la serie es convergente. 

1 - p  1 ,,,.+m up-' P - 1  

Sip  = 1,  JI'" f (x) 1l.r -: lim In rr = + m la serie es divergente. 
ir r + ,m 

I S i p i  l .  -- u - P  - 1 = + a la serie es divergente. 

ObsCrvcse en el seg~indo c:iso que la serie armónica es divergente. 

CRITERIOS DE LAS SERIES MAYORANTE Y MINORANTE 

Para aplicar estos criterios hay que comparar el término general de la serie cuyo carácter se quiere 
averiguar con el de una serie conocida, convergente o divergente. Entre éstas, las más utilizadas son: 

(a)  La serie geoinétrica a + ar + ar2 + . + arn + . . ., a # 0, que es convergente cuando 
la razón está comprendida entre cero y uno, O < r < 1 y divergente cuando la razón es r 2 1. 

1 1 1 1 
(b) La serie 1 + - + - + - + - - + + . - m, que es convergente cuando p > 1 y di- 

2" 3 P  4P 
vergente cuando p 1. 

( c )  Cada una de las nuevas series de carácter conocido. 

Determinar el carácter de las series de los Problemas 6-1 1, aplicando los criterios de las series mayorante 
y minorante. 

El término general de la serie es S, = - 
1 ' < -; luego la serie dada es termino a termino menor que la 

na + 1  n2 

La serie p es convergente por ser p = 2, por tanto, la serie dada es convergente. Aqul tambien se puede aplicar 
el criterio de la integral. 

1  
El tbrmino general de la serie es - 

1 1 
Como - 5 -, la serie dada es termino a termino mayor que o igual 
6. vñ n 

a la serie arniónicn, por tanto es divergente. Tambien se puede aplicar el criterio de la integral. 

1 1 1  
El termino general de la serie es-. Como n ! 2 2"-' - 5 - 

n !  n !  2s-1' 

1 1 1  La serie dada es tirmino a ttrmino menor que o igual a la serie geomttrica convergente 1 + - + - + - + - 
2 4 8  Y 

por tanto, es coiivergente. (El criterio de la integral no se puede aplicar en este caso.) 

3 4  5 
9. 2 + 7 + 3 a + 4 3 - +  2 El tCrmino general de la serie es - n + l  

na 

n t l  2n 2  
Como - na < = - = -- la serie dada es termino a termino menor que o igual al doble de la serie p convergente 

n3 n2 ' 
1 1 1  

1 + -- + - $. -- + . por tanto, es convergente. 
2a 3= 4% 
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1 1 1 
10. 1 + - + y + - +  m . .  

2, 3 44 

1 1 1 
El ttrmino general de la seric es -. Como - la serie dada es término a termino menor que o igual a la 

nn nn 

1 1  1 serie geomdtrica convergente 1 + - + - + - + - - - 
2 4 8  

Tambibn, la serie dada es término a termino menor que o igual a l a  serie p convergente, con p = 2. 

1 "' + 2 -. Luego la serie dada es término a término mayor que o igual a la serie a m 6 n r a  El termino general es 
n 3 + 1  n  

y, por tanto, es divergente. 

CRITERIO DEL COCIENTE 

12. Demostrar el criterio del cociente 

s n + ~  Una serie de términos positivos Es,, es convergente si lirn - Sn+1  < 1 y divergente si lim ---- > 1 .  
n-+m S ,  n++m Sn 

s u t 1  Supongamos lim -- = L < 1. Dado un r cualquiera, siendo L < r < 1, existirá un entero positivo nr ta 
n + + w  S,  

Sm4.1 que siempre que n  > ni se verificará - < r, es decir, 
s n  

Así pues, cada término de la serie S , , ,  + S ,+ ,  + S,,,+, + - es 5 que el correspondiente término de la serie geo- 
métrica S,+, + r . S,,,+, + rP . S,+, + - que es convergente, ya que r < 1. Luego Zs,, es convergente segun el 
Teorema 111. 

S n + l  Supongamos lim - = L > 1 (o bien = + m). Entonces, existirá un entero positivo m tal que siempre que 
n + + w  S ,  

S,+l n >  m,-- > 1 .  Ahora bien, S,+, > S,, con lo que {S,) no tiende a O. Luego Zs, es divergente según el Teorema XVI 
S, 

(Capitulo 47). 

Sn+1 Supongamos lim -- - - 1. Un ejemplo es la serie p p > O, para la cual 
n + + w  S ,  

Como la serie es convergente cuando p > 1 y divergente cuando p 5 1, el criterio no sirve para dilucidar sobre la con- 
vergencia o divergencia. 

Determinar el carácter de las series de los Problemas 13-23, aplicando el criterio de la raíz. 

S,+,  - Luego lim - - lim = y la serie es convergente. 
n + + w  S,  3n 3 
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- l i m  pp Por tanto, lim ------ - + I - a y la serie es divergente. 
n + + m  sn *++a 3 

+ - la serie es convergente. Como lim - - - 
,,,+m 2 n +  1 2 

Como lim n -  - - la serie es convergente. 
+++m 2 ( n + 1 )  2 

Como lim n(n + 2, - - - la serie es convergente. 
*++m 4(n + 1)' 4 

S,, +l Como lim - = 1 es un caso de duda. Ver Problema 11. 
* + + m  

Problemas propuestos 

19. Demostrar que se puede aplicar el criterio de la integral en las series siguientes y aplicarlo para determinar su carhcter. 

Sol. (a),  (c) ,  ( 4 ,  ( e )  divergente. 

20. Determinar el carácter de las series aplicando los criterios de las series mayorante y minorante. 

1 n + 2  1 n 
(01 z Z - 0' C, z 3ñ1_4 

n- 2  1 ln n 1 
(b) C, 7 ( f )  C, ( j )  Z 7= n ("1 C, 1 + i n n  

1 1 1 n4-5 
(c) Z '" Z f ñ ~ í  (k)  Z 3.-í (0) C, 7 

1 ln n In n n + l  
( d )  xñ1=5 (h) C, 7 (1)  z (') n d m  

Sol. (a), (b), ( 4 ,  (f), ( i) ,  (k), (1) para p > 2 convergente. 
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21. Determinar el caricter de las series, aplicando el criterio del cociente. 

22. Determinar el caricter de las series. 

1 1  1  1  
(a) -+-+,+T+". 4* 7P 10 13 

3  
(b) 3  + -- 3  3  +--+-f . . .  

q T f i q 3 -  
2  3  4  5  

(h) - + - 1 . 3  2 . 4  +3.5+4.6+"' 

1 2 3 4  
( i )  -+2+--+-+... 

2  3  4= 5' 

3  11 9 
(e) 3 + - +  - + - + 4  27 32 

3 4 5  
(k) 2 + - + - + - + . . -  

5 10 17 

Sol. (a), (d), 0, (g), (i), ( j ) ,  (1) convergente. 

23. Demostrar el criterio de la serie mayorante. 2nd. Si Zc,, = C. tendremos que (S,,) esti acotada. 

U. Demostrar el criterio de la serie minorante. 2nd. 2 -:ri 2 di > M para n > m. 
1 1 

25. Demostrar que si P(n) y Q(n) son polinomios de grados p y q, respectivamente, la serie z es Convergente U 
Q(n> 

q > p + 1  y divergente si q 5 p + l. Znd. Compárese con ] /@-P. 

& 26. Determinar el carácter de las series aplicando el criterio del problema anterior. 

Sol. (a), (c), (4, (f convergente. 

27. Demostrar el Criterio de la Ralz: Una serie de tkrminos positivos Zs, es convergente si lim 6 < 1  y divergente 
u-++- 

si lirn fi > 1. El criterio nada nos dice cuan'do lirn fi = 1. Ind. Si lim fi c 1, tendremos fi < r < 1, 
rr-*+m -+- m+- 

para n > m, y s. < r". 

a 28. Determinar el carácter de las series aplicando el criterio de la raíz. 

1 2"-1 n 
Sol. Todas convergentes. 
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Series de términos negativos 

UNA SERIE cuyos términos son negativos se puede considerar como opuesta a una de términos positivos. 

SERIES ALTERNADAS. Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos, 

Y (- l ) . - l  sn S ,  - sz + S3 - S4 + + (-l)n-l S,, + . . - 
d (1)  

en la que cada SI es positivo se denomina serie alternada. 

1. Una serie alternada (1) es convergente si (i) .Y,, > sn+i, para todos 10s valores de n, Y (ii) 
lirn S,, = O. 

n + + m  (Ver Problemas 1-2.) 

CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie Zs, = S, + S ,  + . . + S ,  + - - . de términos arbitraria- 
mente positivos y negativos se denomina absolutamente convergente si la serie de valores absolutos 
Z'lsnJ = S , /  + ls21 + Is31 + - . + \S,,/ + - es convergente. 

Toda serie de términos positivos es absolutamente convergente. 

Toda serie absolutamente convergente es convergente. (Véase la demostración en el Problema 3.) 

CONVERGENCIA CONDICIONAL. Si la serie Cs, es convergente, siendo divergente la de valores 
absolutos Llsnl, recibe el nombre de condicionalmente convergente. 

Por ejemplo, la serie 1 - 3 + $ - + - . -, es condicionalmente convergente, ya que ella es 
convergente pero la serie de valores absolutos 1 + + + & + f + . es divergente. 

CRITERIO DEL COCIENTE PARA LA CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie de términos ar- 

bitrariamente positivos y negativos es absolutamente convergente si < 1, y divergen- 

te si lim > l .  Si el limite es igual a 1, nada podemos Saber sobre el carácter de la serie. 

(Ver Problemas 4-1 2.) 

Problemas resueltos 

Demostrar que una serie alternada S ,  - S ,  + S ,  - S, + . es convergente si (i) S,, > S,,,,, para todos los valores de rr, 
y ( i i )  lirn S,, = O. 

n + - t m  

Consideremos la suma parcial 

S,, = S ,  - S* + S3 - S ,  + - - - + S z m - i  - S ~ r n  

que la podemos ordenar como sigue: 

(a)  S,, = ( S ,  - s2) + (S3  - S , )  + ' ' - + (S, , , - ,  - S*) 

(b) S,, = S ,  - ( S ,  - S , )  - . - (%m-2 - %m-1)  - S z n  
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Por hipótesis, S, 3 S,,, y S, -S , , ,  > 0; luego, por (a), S,, > O, y por (b), S,,. < S,. Así pues, la sucesión {S*,) está 
acotada y converge hacia el límite L < S,. 

Consideremos ahora la suma parciiil Snm + - Sz, -t s~,,,+~; tendremos 

lirn S*,,,+, = lirn S,, + lim S,,,,,, = L + O = L 
* S -  m- r + m  m+: a, 

Por tanto, lirn S, = L y la serie es convergente. 
n.-c + a, 

2. Demostrar que las siguientes series alternadas son convergentes: 

1 1 1  (a) 1 - - + - - - +  . . . 
2' 3 4= 

1 1 
S, = - y 

nz (,, + ,),; Por tanto, S, > S,,,,, lim s. = O, y la serie es convergente. 
n++ m  

(6) 112 - 115 + 1/10 - 1/17 + . 
1 1 1 

Sn = m Y %+1 = (n + 1 ) 2  + 
; por tanto, S, 2 S,+,, n + + m  lim -- n" 1 = O, y la serie es convergente. 

1 - . 1 La serie es convergente, ya que S, 2 S,+, y lim -- -- Iim - = O .  
n - + m  e" n - r - 1 - m  e" 

3. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente. 

Sea (a) & , = s , + s , + s , + s , +  + S , +  . - e ,  

cuyos ttrminos son positivos y negativos y supongamos que la correspondiente serie de términos positivos 

(b) Z Js,( = I s , ~  + lsgl + Isal + - . + Is,,l + . 
converge hacia S'. 

Supongamos que la enésima suma parcial S,, -S, + S, + S, + . . - + S, de (a) consta de r términos positivos 
cuya suma es P, y t = n = r terminos negativos cuya suma es -Q,. Es evidente que S, = P, - Q,, mientras que la 
correspondiente suma parcial de (6) es S; = P, + Q,. Corno lirn S,; = S', las sumas parciales S; están acotadas. 

n + + m  
Por consiguiente, las sucesiones {P,) y {Q,) están acotadas y son crecientes a medida que aumenta n. Si lim P, = P 

*+ -M 

y lim Q, = Q, tendremos: 
,,+--a, lirn S,= lirn P , -  lirn Q , = P - Q  

f n + + m  n + + m  n - - a ,  

y, por tanto, la serie Zs, es convergente. 

CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 

Determinar  si  las  series siguientes son  absoluta  o condicionalmente convergentes. 

1 1 1  
La serie 1 $- -- + - + 8 + - ., obtenida tornando todos los términos positivos, es convergente, por ser una 

2 4 
serie geometrica de r = 4. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

2 3 4  
La serie 1 + - + + ,- + . e, obtenida tomando todos los ttrminos positivos. es convergente, por el criterio 

3 33 3 
del cociente. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 

1 1 
La serie 1 + - + - 1 + - + . es divergente, por ser una serie p con p = 3 < 1. Así pues. la serie 

v ' v ' f l  
dada es condicionalmente convergente. 
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Laserie I + - a  ' I + - - I + es convergente. ya que es tlrmino a tkrrnino menor o igual 
3 23 4 J3 5 4' 

a la serie p con p - 3. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 

2  3 1  4 1  + 6 - 4 - k . . .  5 1  
La serie- + - - -  +--.- 

3  4 2  
es divergente, ya que es término a tkrmino mayor que i(serie 

armónica). Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente., 

2= 2 j  27 2211-1 
Laserie 2 + - + - + - + . a - +  + es convergente (criterio del cociente) y la serie dada es 

3 !  5 !  7 !  (2n- 1) ! 
absolutamente convergente. 

I 4  9 16 nz 
Laserie-+---+-+-+ - . S + - - - +  

2  2 = + 1  jJ+l  4 a + 1  na + 1 
es divergente (criterio de la integral) y la 

serie dada es condicionalmente convergente. 

I 2  3  4 n  
La serie - + - +- + - + a a - + - + m . m es convergente, ya que es tkrmino a ttr- 

2  2 ' + 1  3 ' + 1  4 ~ + 1  nS + 1  
mino menor que la serie p para p = 2. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

1 
La serie - 

I I I + -- f, + - + . es convergente, ya que es tkrmino a termino menor que o igual 
1 .2  2.2' 3 2  4.2' 

\ 1 1 1 1  
a la serie convergente geomktrica - -k - + - + - + - .. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 

2 4 8 1 6  

Problemas propuestos 

13. Determinar si las series alternadas siguientes son convergentes o divergentes. 

Sol. (a), (b), (d) ,  (e) convergente. 

14. Determinar si las series siguientes son condicional o absolutamente convergentes. 

Sol. (a), (c),  (d),(fl, (h) absolutamente convergente. 
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Algebra de las series 

OPERACIONES CON SERIES. Sea 

una serie y Zt, la serie obtenida a partir de la anterior agrupando sus tttminos mediante paréntesis 
(asociación de términos). Por ejemplo, 

1. La suma de una serie convergente no varía al agrupar sus ttrminos mediante paréntesis 
(propiedad asociativa). 

11. El carácter de una serie divergente de términos positivos no se modifica al agrupar sus 
términos mediante paréntesis (propiedad asociativa). Sin embargo, la serie obtenida al 
agrupar los términos en una serie divergente cuyos elementos sean arbitrariamente posi- 
tivos y negativos puede ser o no divergente. (Ver Problema 1-2.) 

Sea Zir, una serie obtenida a partir de (1) por reordenación de sus términos. Por ejemplo, 

111. Toda serie obtenida por reordenación de los términos de una absolutamente convergente 
converge absolutamente hacia la misma suma. 

IV.' Ordenando convenientemente los términos de una serie condicionalmente convergente se 
puede obtener, o bien una serie divergente, o una serie convergente cuya suma sea un 
número prefijado. (Ver Problema 3.) 

ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION. Dadas las series Zs, y Zt,, las series suma Zu, 
diJerencia Cv, y producto Z w n  vienen dadas por 

f i n  = as ,  + t,) 
z v n  = Z(S, - tu) 
Z w n  = sltl + (slt2 t s2t1) + (sita + s$t2 + sat1) + 

V. Si Zs, converge hacia S y Ct, converge hacia T, Z(s, + t,) converge hacia S + T y 
Z(sn - t,) converge hacia S - T. Si Zs, y Ct, son absolutamente convergentes, también 
lo son C(s, f t,). 

VI. Si Zs, y Ct, son convergentes, su serie producto Cw, puede ser o no convergente. Si Cs, 
y Zt, son convergentes y por lo menos una de ellas es absolutamente convergente, la 
serie Zw, converge hacia ST. Si Cs, y Zt, son absolutamente convergentes, también 
lo es Zw,. (Ver Problemas 4-5.) 

CALCULOS CON SERIES. La suma de una serie convergente se puede obtener fácilmente siempre 
que la enésima suma parcial se pueda expresar en función de n como ocurre, por ejemplo, con una 
serie geométrica convergente. Cualquier suma parcial de una serie convergente es un valor aproxi- 
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mado de la sunia de la serie. Si se va a utilizar como valor de S su aproximado S,, es necesario co- 
nocer un limite o cota dc  c,.ror de la diferencia JS, -$J. 

S; la suma dc una  serie convcrgentc Z;, es S, tendremos 

en donde R,, se denomina ((resto de la serio) y representa el error que se comete al quedarnos con 
la suma parcial enésima S, en lugar de con la verdadera suma S. En los problemas siguientes se 
da una cota de este error en la forma R, < a para las series de términos positivos, y en la forma 
1 Rnl < a para las series de términos arbitrariamente positivos y negativos. 

Para una serie alternada convergente S, - S, + S, - s4 + - . m, 

ver Problema 1, CapítuIo 49. Por tanto, 

VII. En una serie alternada convergente, IRnI < S,+L; además, R, es positivo cuando n es 
par y negativo cuando n es impar. (Ver Problema 6.) 

VIII. En la serie geométrica convergente Zarn-', 

IX. Si la serie de términos positivos Zs, converge por el Criterio de la Integral, se tiene 

Rn < J .f(x) dx para n > 6 (Ver Problemas 7-9.) 
n 

X. Si 2 c n  es una serie de términos positivos convergente y para las series E s ,  se verifica que 
S, 5 c. para todo valor de n > n,, se tiene 

+a, 

R. < 2 c,  para n > n, (Ver Problemas 10- 12.) 

Problemas resueltos 
1. Dada la serie Zs, = S, + S, + S, + . + S, + - de términos positivos, a partir de ella se obtiene la serie 

Zt. = (S, + S*) + S= + (S, + sS) + s6 + . a,  agrupando mediante partntesis los tdrminos de la primera siguiendo el 
criterio 2, 1, 2, 1 ,  2, 1 ,  . . . Las sumas parciales de Zt, son T, = S,, T,  = S,, T ,  = S, ,  T, = S,  * . Si Zsn converge 
hacia S, también convergerá hacia este valor Zi,, ya que lim T, = lim S,. Si Zs, es divergente, la sucesión (S,) 

n +  1-02 n+i  m 
no estar6 acotada y tampoco lo está (T, ) ;  por tanto, Zt, es divergente. 

2. La serie Z(-1)"-l ( 2 n  : l ) es divergente.(iPor que?) Cuando la agrupamos de 1s forma 

4/11 - 1 1 - la serie es convergente, ya que el término general -~-- - - 1 < -  
2nr - 1 4mP - 2m m s -  

1 1 1  1 1 3. La serie (a) 1 -- + - - - + - . + --- - - + . es convergente, ya que se puede agrupar de la forma 
2 3 4  2n-1 2n 

1 
( 1 - f ) + ( f  - f )+  -..+(,-=i-z ' ) + - -que  conduce r la serie convergente- 1 1 1  + - + - + = A. 

2  12 30 

Cuando (a) se agrupa según la norma + - - + - - a, tenemos 
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3 + I 3P + 23 33 + j3 4. Demostrar que - +- 3" + n3 

3 . 1  3O - 2 3  3 3  - 33 3" n 3  
+ --- t . . - 4- - t - es convergente. 

3" + nS 1 
Como - 

1 1 1 
= - + , la serie dada es igual a la suma de las series 

y x Como éstas son con- 3". na n3 3m 
vergentes. según el teorema V, la serie dada es convergente. 

5. Demostrar que la serie % es divergente. 
n 3* 

3  ̂+ n 
Supongamos que 

-- = x (; + es convergente. Luego, como - es convergente (ver teoie- n -3" 3" Z l. 
1 

ma V) tambikn lo ser& x ;. Como esto es falso, la serie dada es divergente. 

6. Hallar el error cometido cuando Es, = 1 - f + - & + se aproxima por sus 10 primeros ttrminos. 
(b) ~ C U A ~ ~ O S  ttrminos se deben @ tomar para hallar el valor de la serie con un error menor que 0,05? 

(a) Esta es una serie alternada convergente. El error R,, < S,, = l / l l a  = 0,0083. 

(b) Como 1R.I < S,+,, haciendo S,+, = 
1 

(n + 1)% 
= 0.05, tendremos (n + 1)' = 20 y n = 3,s. Por consiguiente, 

hay que tomar cuatro ttrminos. 

+* 
7. Demostrar que R, < f(x)dr. VerelteoremaIX. 

1 

En la figura del Problema 1, Capitulo 48, supongamos que la aproximación del área limitada por la curva por 
medio de la de rectángulos menores, se extiende a la derecha de x = n. Tendremos 

R, =  s.+^ + SI+a + S.+J + < j +* f(x) dx 
m 

1 
8. Hallar el error cometido cuando z se aproxima por sus 10 primeros tbrminos. 

Aplicando el criterio de la integral, la serie es convergente (Problema 3, Capitulo 48). Por consiguiente, 

9. Calcular el número de t rminos que hay que tomar para calcular m t 
l 

con un error menor que O,ml. 

1 
Esta serie es convergente por comparación con la z - la cual, a su vez, es coavergente por el criterio de la integral. 

n6 

Por tanto R, < 
1 dr Tomando - = 0,00001, ser4 d = 25.W y s = 12.6. il<I pues, hay que to- 

4n4 
mar 13 términos. 

1 
10. Calcular el error cometido cuando - se aproxima por sus 12 primeros términos. 

n! 
1 

Segdn vimos, esta serie es convergente (Problema 8, Capítulo 48) por cnnparación con la serie gcomttrica 2, 
Ch)" Por tanto, el error RIL en la serie dada es menor que el error R;, en la serie geomttrica, es decir, Rla < R;, = --- 
1-h  

1 1 1 
Podemos hacerlo mejor. Para n > 6, - < -; luego, R,, < -- = - = 0,00000008. 

n !  1 - 4  3.411 

11. Hallar el error cometido cuando Zs, = 4 + f(4)' + +(Q)j + + se aproxima por sus 10 primeros ttrminos. 

2 
"+a ( )Yr=n5T_+=-  Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que --- = - - 
S,, 3 n f l  3 

s n + l  Como 
2 < ?, para todo valor de n. tendremos que la serie dada es termino a tkrmino menor que o igual a la 

J 11 J 

serie geometrica 2 S, rnml. Luego R,, < 
(2/3)11 - 211 - -  = 0,04. 

1 - 213 3'0 
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Se puede obtener mejor aproximación observando que después del décimo término la serie dada es termino a tér- 
1 2 " 2 "-1 2" 

mino menor que ia x h, ( f ) ' - l  = (') = -.,i-,T - - 0,004. 

1 2 3 4  
12. Hallar el error cometido cuando = t + + + . . 

3 3 3  
se aproxima por sus 10 primeros términos. 

Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que S*+* 1 Como --  2 -, 
su 3 

j su+*.¡ para todo valor de n, no podemos utilizar la serie geomktrica 2(1/3)" como serie de comparación. Ahora bien, -- 
i s d  1 

4 es una sucesión creciente y - = -. luego a partir del décimo termino la serie dada es término a término menor 
s.. 11' a* - -  

u- 1 1 1  4 "-l 1 1  4rn-l  
que o igual a la serie geométrica S,, (+) = ( -  . Luego RR,. < x = m = 

3 1 1  3 1 1  
12' 0,00009758 

< 0,0001. 

Problemas propues tos 

13. Ordenar los terminos de 1 - f + 4 - f + . para obtener una serie convergente cuya suma sea (a)  1, (b) -2. 
Ind. (a) Se pueden tomar los n, primeros tkrminos positivos hasta que su suma sea mayor que 1 ; a continuación, 

los n, primeros tkrminos negativos hasta que su suma resulte inferior a 1, y así sucesivamente. 

14. ¿Se puede obtener una serie convergente sumando dos divergentes? Poner un ejemplo. 

(-1)"-1 
15. (a) Hallar el error cometido cuando la serie - C, 2n-1 

se aproxima por sus 50 primeros términos. 

(b) Hallar el ndmero de terminos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,000005. 
Sol. (a) 0,01, (b) I00.000 

(-1)"-' 
16. (a) Hallar el error cometido cuando x - se aproxima por sus 8 primeros terminos. 

n4 . 
(b) Hallar el número de  ttrminos que hay que tomar para que el  error sea menor que 0,00005. 
Sol. (a) 0,0002, (b) 11 

17. (a) Hallar el error que se comete cuando la serie geomktrica 2 f se aproxima por sus 6 primeros tkrminos. 

(b) Hallar 01 número de ttrminos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,00005. Sol. (a) 0,05, (b) 16 

18. Demostrar que si la serie de tenninos positivos Zs,, es convergente por comparación con la serie geomktrica Zrn, 
p+i 

O < r < 1, se verifica R,, < -. 
1 - r  

19. Hallar el error que se comete cuando: 

(a) E (< 
&) se aproxima por SUS 6 primeros terminos. 

(b) x & (< 2 4) se aproxima por sus 6 primeros tkrminos. 

Sol. (a) 0,0007, (b) 0,00009 

n + l  n 
20. Las series (a )  - 

Y (b) (n + 1)3" 
son convergentes según el criterio del cociente. Hallar el error que se 

n 3" 
comete cuando ambas se aproximan por sus 8 primeros términos. Sol. (a) 0,00009, (6) 0,00007 

1 
21. En una serie p wnvergente, demostrar que R,, < ( p  - l)np-l . Ind. Ver Problema 9.  

1 n-1  
22. Las series (a) --Q y (b) son convergentes por comparaciOn con una serie p apropiada. Hallar el. 

error que se comete cuando ambas se aproximan por sus 6 primeros terminos y determinar el numero de términos que 
hay que tomar para que el error sea menor que 0,005. Sol. (a) 0,014; 10 términos (6) 0,002; 5 términos. 
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Serie de potencias 

UNA SERIE de la forma 
+ w  

ZC~X' = S c i x i  = + c1x + CS' + + + (1) 
l =  o 

en la que los coeficientes son constantes, recibe el nombre de serie de potencias de x. Análogainente 
una serie de la forma 

+ m  

\ i ~ ( x - a ) ~ =  xci (x--a)~=co+cl(x-a)  +c2(x-a)'+ +cdx-a)"+ - - S  

4 (2) 
i -  0 

se denomina serie de potencias de (x - a). 
Para cada valor de x, las series (1) y (2) se transforman en series numéricas convergentes o di- 

vergentes (ver Capítulos 48 y 49). 

CAMPO DE CONVERGENCIA. Es el conjunto de los valores de x para los cuales una serie de po- 
tencias es convergente. Evídentemente, (1) es convergente para x = O, y (2) lo es para x = a. Cuando 
existan otros valores de x para los cuales las series (1) 6 (2) sean convergentes, éstas lo serán, o bien 
para todos los valores de x, o bien para todos los valores de x pertenecientes a un intervalo finito 
(abierto, cerrado o semiabierto) cuyo punto medio es x = O para (1) y x = a para (2). 

El campo de convergencia se determina por medio del criterio del cociente de la convergencia 
absoluta, junto con otros criterios de los Capítulos 48 y 49 aplicados a los extremos. 

(Ver Problemas 1-9.) 

CONVERGENCIA Y CONVERGENCIA UNfFORME. Los teoremas que figuran a continuación se 
refieren a las series del tipo (1) que son igualmente válidos para las del tipo (2), una vez efectuadas 
en éstas ciertas transformaciones. 

Consideramos la serie de potencias (1) y representemos por 
n - 1  

Sn(x) = Z c / x '  = co + clx + ES' + + c.-,a?-' 
1 -  0 

la suma parcial m-sima, y sea 
4- 00 

R,,(x) = Z c k x k  = C.X" + C.+, xntl + xn+" 
k = n  

el resto de la serie. En estas condiciones, 

Si para x = x,, Zcrx' converge hacia S(x,), un número finito, tendremos lim Sdx0) = S(x,). 
n++w 

Como IS(xo) - S,,(.Y,) 1 = 1 Rn(xo) 1, lim 1 S(xo) - Sn(xo) 1 = liM 1 Rn(xo) 1 = 0. 
n s + m  m+- 

Así, pues, Zcixi es convergente para x = xo si, dado un número positivo c tan pequeño como 
queramos, existe un entero positivo m tal, que para todo n > m  se verifica: IRn(x0)l < c. 

Obsérvese que t n  depende no solo de r (ver Problema 12, Capitulo 47) sino también del valor xo 
de x. (Ver Problema 10.) 

En el Problema 11 se demuestra que: 

1. Si Zc1xi es convergente para x = xl y si lx21 < Ix1I, la serie es absolutamente convergente 
para x = x,. 
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Supongamos ahora que ( 1 )  es absolutamente convergente, esto es Elcixil es convergente 
para todos los valores de x de manera que 1x1 < P. Eligiendo un valor de x ,  x - p ó x = - p, 
siendo 1x1 = p < P, como (1 )  es convergente para 1x1 = p, se deduce que, dado un c > O  
tan pequeño como queramos, existirá un entero positivo m tal, que para todo n > m se ve- 

t m 

rifica R n ( p ) (  = 2 lckpkl < c.  Haciendo variar a x dentro del intervalo 1x1 5 p. cualquier 

término de IR.(x)J = 2 Ickxk tiene su valor máximo para 1x1 = p ;  por tanto, IR.(x) al- 
k=  n 

canza su valor máximo en el intervalo 1x1 I p para 1x1 = p. 
Por consiguiente, con estos r y m se verifica que 1 R,(x) 1 < E para todos los valores de x 

que cumplan la desigualdad 1x1 < p, es decir, m depende de c y de p pero no del valor x ,  
de x perteneciente al 1x1 < p, como ocurre en la convergencia ordinaria. En estas condicio- 
nes, (1)  es uniformemente convergente en el intervalo 1x1 < p. En resumen, hemos demostra- 
do que : 

II. Si Eclxi es absolutamente convergente para 1x1 < P lo sigue siendo para 1x1 < p < P. 
Por ejemplo, la serie Z(-l)?isi es convergente para 1x1 < l .  Según el Teorema 1, es abso- 

lutamente convergente para 1x1 < 0,99, y según el Teorema 11, es uniformemente conver- 
gente para Ix 1 5 0,9. 

111. Una serie de potencias representa una función continua en el campo de convergencia de la 
serie. (Véase la demostración en el Problema 1 2.) 

IV. Si Zi.12 converge hacia la función f ( x )  en un intervalo 1, y si a y b pertenecen a dicho inter- 
valo, se verifica 

+ m  b l b  f ( ~ )  d x  = 2 J b ~ I ~ I d ~  = I b  ca dx  + clx dx  + j c , i 2 d x  + . .  - 
a 1=0 a 

a a a 

+ Jab 

xn-l dx + . . . 
(Véase la demostración en el Problema 13.) 

V. Si Zc1xi converge hacia / ( x )  en un intervalo 1, la integral definida cIxi dx converge 

hacia g(x) = f ( x )  dx  para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. J 
VI. Si ZcIxiconverge hacia la función f ( x )  en el intervalo 1, la derivada de la serie - (clxi) con- zh 

verge hacia f ' (x)  para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. 

ViI, La representación de una función f ( x )  en serie de potencias de x es única. 

Problemas resueltos 
1. Determinar el campo de' convergencia de x - )x2 + * x a  - $x4 + + (-1)"-' l l n  xn + .. 

Aplicando el criterio del cociente, 

Sn+l I l n 
lirn - = lirn - - = 1x1 lirn --- 

n++ca ti + 1 X" n++m n + 1 = 1x1 
sn 1 

La serie es absolutamente convergente para 1x1 < 1 ,  y divergente para 1x1 > 1. En los extremos x = 1 y 
x = - 1 ,  hemos de ver el caracter de la serie por separado. 

Para x = 1 ,  la serie es 1 - ) + + - f + . - que es condicionalmente convergente. 
Para x = - 1, la serie es - (1 + ) + -k + + . a) que es divergente. 
Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo - 1 < x 5 1. 
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x2 x3 x" 2. Determinar el campo de convergencia de 1 + x + , + - + . . + - + . - . 
2 .  3 !  n !  

S"+, lim -- = lim - .  - I xni l  

1 
lirn - - 

- - + m 1  s. 1 *-*+m ( n +  l ) !  xm 
- O I X '  "++m n + i 

La serie dada es convergente para todos los valores de x. 

x - 2  + ( x - a 2  
+ 

(x-a3  
+ . . 3. Determinar el campo de convergencia de --- + . . .  

1 2 3 

La serie es absolutamente convergente para Ix - 21 < 1 o 1 < x < 3 y divergente para Ix - 21 > 1 o para x < 1 
y x > 3 .  

P a r a x =  1,laseriees-1 + ) - a +  ) - e .  , y p a r a x =  3 , e s l a I  + * +  $ +  ) + -.Laprimeraesconver- 
gente y la segunda divergente. Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 1 _< x < 3, y divergente fuera de él. 

x- 3  (x-3)2 (x-3)5 + (x - 3)" -l 4. Determinar el campo de convergencia de 1 + + - + - + . 
1 22 30 (n-1)2-+ ".' 

(X - 3)' (n - l)P lirn -. n-1  
n + + m  n2 ( - 3 -  = 1 x 3 1  ( )  = I X  - 31 

La serie es absolutamente convergente para Ix - 31 < 1 o sea 2 < x < 4, y divergente para Ix - 31 > 1 o para 
x < 2 y x > 4 .  

P a r a x = 2 , l a s e r i e e s l - l + ) - & + ~ ~ ~ ; y p a r a x = 4 , e s l a l + l + ) + ) + - ~ -  Comoambasson 
absolutamente convergentes, la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo 2 i x i 4, y divergente fuera 
de él. Obsérvese que el primer termino de la serie no corresponde al valor que toma el término general para n = 0. 

5. Determinar el campo de convergencia de * +' ( X  + l)' + (x  + lI3 + . - -  +- (X + 1)" 
fi fi fi fi 

+ . -  

lirn 
n + + W  

= ~ x + i l  iim I/- = ~ x + I \  
n+ +m 

La serie es absolutamente convergente para Jx + 1)  < 1 o sea -2 < x < O y divergente para x < -2 y x > 0. 
1 1 1 1 1 

Para x = -2, la serie es -1 + - - - - y para x = O, es la 1 + - + - 1 * ,/3+z--. +-+ . S * .  * fi <4 
La primera es convergente y la segunda divergente (¿por qué?). Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 
-2 5 x < O y divergente fuera de él. 

m 
6. Determinar el campo de convergencia de 1 + -x + mím - 1) x2 + m(m - l)(m - 2) 

1 1 . 2  1 - 2 - 3  
xa + . -. 

Este es la serie binómica. Para valores enteros y positivos de m es un desarrollo finito; para los demás valores de m es 
una serie. 

m(m - l)(m - 2) (m - n + 1)x" 
lim -- . . (n - 1) ! 

R- + m n !' m(m - l)(m - 2) (m - n + 2)xn-1 

La serie es absolutamente convergente para 1x1 < 1 y divergente para 1x1 > 1. 

En los extremos, x = f 1, la serie es convergente si m 2 0, y divergente si m 5 -1. Cuando -1 < m < O, la 
serie es convergente para x = 1 y divergente para x = -1. Para demostrar estas conclusiones, se debe recurrir a teo- 
remas que no se han incluido en el Capítulo 48. 

xJ x S  X' x2n -1 
7. Determinar el campo de convergencia de x - - + - - - + . - + (-1)"-1 --- + . . ., 

3 5 7 2n - 1 
2n - 1 

- x2 lirn - - x2 
.++m 2n + 1 

La serie es absolutamente convergente en el intervalo xa < 1 o sea -1 < x < 1. 

Para x = -1, la seriees-1 + 4- + 3- y parax = 1, es la 1 - +  + 4 -  3 + - s. Ambas seriesson 
convergentes; por tanto, la serie dada es convergente para -1 2 x 5 1 y divergente fuera de el. 
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a. Determinar el campo de convergencia de (z - 1) + 2 ! ( x  - 1)2 + 3 ! (z - 1)3 + . - + n! (z - 1)" + - - . . 

La serie es convergente solo para x = 1, 

(n + 1 )  ! ( x  - 1)"" 
i !ymI n l ( ~ - i ) ~  

1 2 3  n 9. Determinar el campo de convergencia de - + - + - + . + - + . . Esta es una serie en potencias de l/x. 
22 4x"x5 2 "2" 

= Ix -11  lirn ( n + l )  = .o 
n-r + m  

I n + l  
1 lim - - o  - - n + l  - lim - - - 1 

r e  + m  2"'' x " + ~  2"2' n I - 2 I ~ ) n e t m  n 21x1 
1 

La serie es absolutamente convergente para < 1 o sea 1x1 > 4. 
21x1 

Parax=4,laserieesI  + 2 + 3 + 4 +  - . . , y p  arax=-4,es-1+2-3+4-....Ambasseriessondiver- 
gentes. Por tanto, la serie dada es convergente en los intervalos x < -4 y x > f, y divergente en el intervalo 
+sxr&. 

10. La serie 1 - x  + x 2 - x 3 +  +( -1)V+ es convergente para 1x1 < 1. Dado E = 0,000001, calcular m 
cuando (a) x = f y (6) x = de tal forma que IR,(x) 1 < E para n > m. 

R.(x) = ( - I ) ~ Z ~  por tanto, 
k= .  

(a)  Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique f(&)"-l < 0,000001 o sea 1/2"-l < 0,000003. 
Como 1/218 = 0,000004 y 1/21° = 0,00u)02, m = 19. 

(6)  Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique f(i)"-l < 0,000001 o sea 1/4"-l < 0,000005. 
Resulta m = 9. 

11. Demostrar que si una serie Zc,xi es convergente para x = x, y que si Ix,l < Ixll. la serie es absolutamente convergente 
para x = x,. 

Como ZCix: es convergente, lirn c,x; = 0, ver Teorema XV, Capítulo 47, y {Icix:l) estará acotada por ser 
-+m 

convergente, luego O < Ic.xll < K para todos los valores de n. Supongamos Ix21x, l = r, O < r < 1; tendremos 

y Z Icmr;l, por ser termino a término menor que la serie geométrica convergente ZKrn, es convergente. Así pues. la 
serie Zc,x: es absolutamente convergente. 

12. Demostrar que una serie de potencias representa una función continua f ( x )  en el campo de convergencia de la serie. 
Sea f (k )  = Zc,xi = S,(x) + RJx). Para un valor cualquiera, x = x,, del campo de convergencia de Zcixi existe, 

según el teorema 1, un intervalo I de x, en el cual la serie es uniformemente convergente. Para probar que f ( x )  es continua 
en x = x,, es necesario demostrar que lim 1 f (xo + Ax) - f(x,) 1 = O con x, + Ax perteneciente a I ;  es decir, ten- 

Ax-ca 
dremos que demostrar que, dado un r tan pequefio como queramos, existe un Ax de manera que x, + Ax pertenece a 1 
Y If(x0 + m - f ( x 0 )  I < E. 

Ahora bien, si Ax es tal que x, + Ax pertenece a I,  

Dado un E ,  como x, + Ax pertenece al campo de convergencia de la serie, se podrá encontrar en m > O tal que, 
siempre que n > m, se verifique 1 R,(x, + Ax) 1 < €13 y 1 R,(x,) 1 < 43.  Por otra parte, como S,(x) es un polinoniio, 
se podr8 tomar dx, todo lo pequeilo que se desee para que 1 S,(x, + Ax) - S,(xo) 1 < €13. Elegido de esta forma 
Ax,  1 R,(x, + Ax)  1 se mantendrá menor que €13, con lo cual la serie es uniformemente convergente en I, ya que el valor 
de 1 R,(x,) ( no se altera. Así pues, por (i) 

Por consiguiente, f '(x) es continua para todos los valores de x pertenecientes al campo de convergencia de la serie. 

13. Demostrar que si &xi converge hacia la función f ( x )  en un intervalo dado, y que si x = a y x = b son dos valores 
pertenecientes a él, se verifica 
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Supongamos b > u y pongamos f (x )  = Zc,x '= S.(x ) + R,(x). Tendremos 

Sb f ( x )  dx  = S 0 s . ( x )  dx  + Sb R.(z) dx 
a a a 

Como Zc,xi es convergente en un intervalo, 1x1 < P y la serie sere uniformemente convergente en 1x1 I p < P que w - 
tiene a x = a y x  = b. Asi pues, dado un > O tan pequeao como queramos, se puede tomar n lo suficientemente gran 2 e 

para que i &(x) I < & para todos los valores de 1x1 5 p. Por tanto, 

f ( z ) d z  - S b S i ( z ) ¿ ~ l  < l b 2 d z  6 - a  = 2 ( 6 - a )  = c ,  
6 - a  a 

como queremos demostrar. 

Problemas propuestos 
14. Determinar el campo de convergencia de las siguientes series: 

(a) z + 22' + 32' + 42' + 

Z' z' z' 
(e) z - -- + - - -+ ... 

2' 3' 4' 
2' a' Z' xs  ( f )  -+-+-+- + ... 

(In 2)' (In 3)' (ln 4)' (ln 5)' 

(g) La serie obtenida derivando (a) término a ttrmino. 
(h) La serie obtenida derivando (b) ttrmino a ttrmino. 

xs x3 x' 
( i )  x+-+-+-+ 

1 + 2 =  1 + 3 '  1 + 4 '  

( j )  La serie obtenida derivando (i) ttrmino a ttrmino. 
(k)  La serie obtenida derivando (j) término a ttrmino. 
(1) La serie obtenida integrando (u) término a ttrmino. 
(m) La serie obtenida integrando (e) ttrmino a termino. 

z - 3 ( z  - 3)' ( z  - 3)' ( z  - 3)' 
(0 )  1.3 + - + -- + - + ... 32 - 2 + (32 - 2)' (3% - 2)' + 

2 3' (P) 1 - - - 
3 3' 4 3' 6 5' 5' 

(q)  La serie obtenida derivando (n) ttrmino a ttrmino. 
( r )  La serie obtenida integrando'(n) termino a termino. 

2 
( S )  1 + - + (  v.. ( t )  1 - - 2 3 4  + - - -+ ... 

1 - z  2 2' p' 

Sol. (u) -1 < x  < 1 (g) -1 < x  < 1 (m) todos los valores de x  ($1 X < 4 
(b) -1 x 5 1 (h) -1 2 x < 1 (n) 1 5 x 5 3  (t.) x < -1, 
(e) todos los valores de x  ( i )  -1 5 x  5 1 (o) 0 < x < 6  x >  1 
(d)  - 5 < ~ 5 5  (13 -1 l x S 1 ( p )  -1 < x < 713 (U) -5 < x < -3. 
(e) -1 5 x 5 1 (k)  -1 l x <  1 (4)  1 < x < 3  -3 < x  < -1 
( f )  todos los valores de x  (1) -1 < x <  1 ( r )  1 1 x 5 3  

15. Demostrar que una serie de potencias se puede derivar término a término dentro de su campo de convergencia. 
+o0 

+Oo d +o0 

Ind.f(( = 2 etz' Y 2 -(c,z3 = 2 jc, zi-' es convergente para 1x1 < lim 1-1. Aplicando los 
( = O  i z o  dz j = r  %-+o C-+I 

teoremas 1, II y V demostrar fy,) d, = f (%). - I' 
16. Demostrar que la representación de una función f ( x )  en potencias de x es única. 

d 
Ind. SeaJ(x) = ZsnP y f (x )  = Zt,P en  1x1 < a f O. Hacer x = O en Z(s, - r.)P = 0, - Z(s, - tn)P = 0, 

dx 
d' 
- Z(sn - r,)fl = O, . 
dx ' y obtener s = t,, j = O, 1, 2. 3. - - 



Capítulo 52 
Desarrollo en serie de potencias 

UNA FUNCION se puede desarrollar en serie de potencias de x siguiendo varios procedimientos, por 
ejemplo, prolongando indefinidamente la división 

~p = 1 + X + ~ ' + X ~ +  - 0 -  + F - I  + - - e  

(1) 

I -x  

(Obsérvese que, por ejemplo, para x = 5 la expresión anterior conduce a un resultado absurdo. 
1 

En el Problema 1 se demuestra que la serie (1) solo equivale a - en el intervalo Ix 1 < 1, es 
I - x  

decir, 
= 1 + x + x z + x 3 +  + x n - l +  - . . ,  -1 < x < l  

I - x  

En los Problemas 2-3 se indican otros métodos para desarrollar una función en serie de potencias. 

METODO GENERAL para obtener el desarrollo de una función en serie de potencias de x y de (x - a). 
Para ello es necesario que tanto la función como todas sus derivadas estén definidas para x = O 
o x = a. Por ejemplo, las funciones 1 Jx, In x, y cot x, no admiten un desarrollo en serie de poten- 
cias de x. 

Serie de Maclaurin. Si una función se puede representar por medio de una: serie de potencias 
de x, ésta es necesariamente de la forma, serie de Maclaurin, 

J'(0) f"(0) 
x + -  

f '"(0) X2 + -px3 + . .  . + f '" - " (0) 
f(x) =/(O) + y-' + 6 . .  

2 ! 3 ! (n - l)! (2) 

Serie de Taylor. Si una función se puede represeritar por medio de una serie de potencias de 
(x - a), ésta es necesariamente de la forma, serie de Taylor, 

(n- 1) + . . .  + f (a)(X-a)a-l+ . . .  
(n - l)! 

(Ver Problema 4.) 

En el próximo capítulo trataremos del intervalo en el que una función f(x) se puede representar 
por una serie de Maclaurin o una de Taylor. En las funciones consideradas en este libro, el inter- 
valo en el que se pueden representar mediante un desarrollo en serie coincide con su campo de con- 
vergencia. (Ver Problemas 5- 1 1 .) 

Otra expresión muy empleada en la serie de Taylor es 

h h2 h3 ha-' 
f(a + H =/(a) + ,/'(a) + % l l ( a )  + jlf"l(a) + + f(a-l)(a) + 

(n- l)! (4 )  

que se obtiene de (3) sin más que sustituir x por a + h. 
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Problemas resueltos 

1. La serie de potencias 1 + x + xa + x 3  + m + xA-' -t - es una serie geométrica con a = 1 y r = x.  

a 1 Para Ir! = 1x1 ( 1 ,  la serie converge hacia = - ; para Ir1 = Ix! 2 1 ,  la serie es divergente. 
1-r 1-x 

2. Derivando repetidamente la serie del Problema 1, obtener otras serics de potencias 

Integrando repetidamente entre los límites O y x la serie del Problema 1, obtenemos 

(iii) 

3. Determinar la serie de potencias y =.2cnxn que satisfaga las condiciones: 
(i)  y = 2 para x = O, (ii) y' - 1 para x = O, y (iii) y" + 2y' = 0. 

Consideremos 

- -  - 

De (a) con x = O, y = 2 obtenemos c, = 2;  de (b) con x = O, y' = 1 obtenemos c, = 1.  Como y" = -2y1, tendremos 

de donde se deduce que c2 = -c, = -1, c, = -3c, = 3, c, = -&c3 . -4, e . . .  por tanto, y . 2 + x - x~ + t x a  
- #x4 + es la serie pedida. 

4. Suponiendo que (i) f ( x )  y todas sus derivadas estiin definidas para x = a y que (ii) se puede representar mediante una 
serie de potencias de (x - a), demostrar que esta serie es 

f  ' (0) /"(a) f  (a) . . .  . . .  f ( x )  - f (a )  + - - ( x - ~ )  + - - (~-a)z  + (x-a)n-l + 
l !  2 !  (n - 1) ! 

Sea la serie 

(a)  f ( x )  = c 0 + c 1 ( x - a )  + C ~ ( X - ~ ) ~ + C ~ ( X - ~ ) ~ +  'a -+C. - , ( x -a )*- '+  

Derivando sucesivamente, tenenios , 

(b )  f  ' ( x )  = c,  + 2c,(x - a) + 3c,(x - a)= 4;. 4c,(x - + . , . + nc,(x - a)*-' + - . 
(4 f "(x)  = 2c2 4 6c3(x - a)  + 12c,(x - a)l + 20c,(x + + ( n  + I )n~, ,+,(x-a)~- '  + 
(4 f '"(x) = 6% + 24c4(x - a)  + 60c,(x - a)l + . + (n  + 2)(n + 1)nc. + J x  - a)"-' $ - - 

Haciendo x = a en (a), (h), (c), . se deduce 

1 
c,, ;-/(a),  c, f  '(a), c, - - F f  " (a), c,_, - . . .  1 f (n- l ) (*) ,  

== ..., 
(n - 1) ! 

Efectuando estas sustituciones en (a), obtenemos el desarrollo en serie de Taylor. 
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En los Problemas 5-10, obtener el desarrollo de la función en potencia de x o de (x - a), según se indica, 
en las hipótesis de este Capítulo y determinar asimismo el campo de convergencia de las series. 

5. e-"; en potencias de x. 
f ( x )  =e-¶* f(o) = 1 
f '(x) = -2e f'(0) = -2 
f "(x) = 2te -27 /"(O) = 2' 
f " ' (X )  = -2Je-zr fr"(0) = -21 

De donde = 2' 2' 24 
3 ' X  + -x4  - " '  I - ~ X + ~ X ' - -  ' 2" + (-1)"-x' + - . .  

2 .  4 !  n !  

Como 

la serie es convergente para todos los valores de x. 

6. sen x :  en potencias de x. 
f ( x )  = sen x /(O) = 0 
f ' (x) = cos x O = 1 
f"(x) = -sen x /"(O) = O 

f t " (x )  = 4 0 s  X /"'(O) = -1 

Los valores de las derivadas para x = O forman ciclos de O, 1.0, -1 ; por tanto, 

O -1 O 1 
senx = O +  I X  + -x' + - x* + -x' + -xS + - 

2 !  3 !  4 !  S !  

Como 
x s ~ + ~  (2n - 1) ! 

- xa lim 
1 

( h +  l ) !  xm-' 1 - = O 
*++m h ( h  + 1) 

la serie es convergente para todos los valores de x. 

7. In {l + x);  en potencias de x. 
f ( x )  = In(1 + x )  /(O) = 0 

1 
f '(x) = - 

1 + x  

1  S2 f " ' (x)  = - 
(1 + x)' 

x' 
Por tanto xa x4  X" In(l f x )  = x- -  + 2 ! r - 3 ! -  + - . a+ ( -1 ) " - ' ( n -1 ) ! -  + - 0 .  

2 !  3 .  4 !  n !  

Segun el Problema 1, Capitulo 5 1 ,  la serie es convergente en el intervalo -1 < x 5 1. 
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8. arc tag x ;  en potencias de x. 

f (x) = arc tag x f(0) = 0 
1 - 1-x* +xa-xs+ - .  . f '(x) = - - 

1 + x t  f O - 1 

/"(x) = -2X + 4 ~ ' - 6 x S  + f"(0) = O  
f"'(x) = -2 + 1 2 ~ ~ -  30x4 + e f "'(O) = - 2! 
f "(x) = 24x - 1 m x a  + . f "(O) = O 
/'(x) = 24 - 360~' + . f '(O) = 4 ! 
f "(x) = -7mx + - - f "(O) = o 
f . i ~ ( ~ )  = -720 + . f ' yo )  = -6 ! 

ScgJn el Robkma 7, Capltulo 51, el campo de convergencia es -1 I x 5 1. 

9. e"'; en potencias de x - 2. 
f (x) = e=ll f ( 2 )  = e 
f '(x) = )C./¶ f ' (2) = 4~ 
f "(x) E )Ctla f"(~) ' )C 

y - 2 y  . 2"-l(n- l ) !  lim - 1 1 
= - Ix-21 lim - = O 

+ F n !  ( x - 2 y - r (  2 -++a n 

La serie es convergente para todos los valares & x. 

10. In x ;  en potencias de x - 2. 
f (x)  = I n x  f(2) = I n 2  
f'(x) = x-' f '(2) = + 
f t ' (x)  = -x-1 f "(2) = -4 
f '"(X) = 2*-' f "'(2) = + 
f " (x) = -6x f "(2) = -4 

t 1 (X - 2)' 1 (X - 2)' 3 (X - 2)' + , - Inx = In2  + - (x-2)-  
+ 4  3 !  2 4 2 !  8 4 !  

Como 

la serie es convemnte para Ix - 21 < 2 o sea O < x < 4. 

Para x = O, la serie es l n  2 - (serie armbnica) que es divergente; para x = 4, la seriees In 2 + 1 - 4 + ) - ) + . - 
que es convergente. Por tanto, la serie es convergente en el intervalo O < x I 4. 

11. Desarrollar en serie de Maclaurin la funcibn U E x  = sen l x  + cos 4x. 

Sustituyendo x por +x en el desarrollo de sen x (Problema 6) obtenemos 
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Derivando este desarrollo, obtenemos 

Por tanto. 

todos los valores de x. 

12. Obtener el desarrollo de Maclaurin de em8 ' = e 

ua u3 x' x4  xe 
A p l i c a n d o e W = 1 + u + - + - + - m -  y u = c o s x - 1 = - - + - - - + S - - - , l l e g a m o s a  

2!  3! 2 !  4 !  6 !  
xa x4 xa eco" = e l +  - - +- - - + . e -  

x' 1 ( 2! 4!  6 !  

) + 

xa x 4  
= e  l - - + - - -  

2 6 720 

13. En el supuesto de que todas las operaciones necesarias sean válidas, demostrar que (a) e& = cos x + i sen x, (b) e-' 
= cos x - i sen x, (c) sen x = (e" - e-'=)/2i, (d) cos x = (eíz + e-912, siendo i = G. 

(ix)"(i~)~ (ix)' (ixI6 xs xa x' x6 
(a) e'. = 1 + (ix) + +- + -+- f . . .  = 1 + i x - - - ; - + -  + i - + . . .  

3 !  4 !  S !  2!  3!  4 !  S !  

(b) e-& = cos(-x) + isen(-x) = cosx-isenx. 
(c) e& - e-" = 2i sen x; luego, sen x = (e" - e-")/2i. . 

(d) e'= + e-" = 2 cos x; luego, cos x = (ek + e-u)/2. 

Problemas propuestos 

14. Demostrar que (a) Las series (i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para 1x1 < 1; (b) (iii) convergentes para -1 
5 x < 1; (c) (iv) convergentes para -1 5 x 5 1. 

15. Demostrar que (a) La serie obtenida sumando las (i) y (ii) del FVoblema 2 somxmv-ntes para 1x1 < 1 ; (6) la obtenida 
sumando las (iii) y (iv) son convergentes para -1 5 x < 1. 

16. Determinar la serie de potencias y = Zc,xn que satisface las condiciones (i) y = 2 para x = O, (11) y' = O para x = 0. 

17. Determinar la serie de potencias y = Zc,,xm que satisface las condiciones (i) y = 1 para x = O, (ii) y' = 1 para x = 0, 

y(üi)y" + y = O. 
xs xa x' x5 

Sol. y = l + x - - - -  
2 !  3!  + 4! + g -  - . .  
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18. Obtener los desarrollos cn serie de Maclaurin: 

2 Z3 22"'' (a) cos' x = 1 - - x2 + - 2' - . + (-1)"- z2" + . . . , para todos los valores de x 
2! 4 !  (2n). 

sec z 

1 2 17 (e) t a g z  = x +- x 3  + -xS+-x '  + . e - ,  - a / 2 < z < ~ / 2  
3 15 315 

1 x3 1 . 3 ~ ~  1 . 3 - 5 ~ '  (d)  arc sen z = z + - - + -- + -- + ..., -1 < z < 1 
2 3 2 .4  6 294 .6  7 

2 2= 21"-1 (e) sen'x = -,I - - 23 x4 + - xa - - - + (- 1)" + ' - zzU + . , para todos los valores de x 
2! 4! 6! (2n) ! 

19. Obtener los desarrollos en serie de Taylor: 

( z  - a)' ( z  - a)' (x - a)"-' (a) er = .-[l + ( z- a )  +-+-+ + + . . .] , para todos los valores de x 
2! 3! (n  - l ) !  

(z  - al2 
( b )  sen z = sen a + (z  - a )  cos a - - sena - - (x - a)' cos a + . para todos los valores de x 

2! 3! 

(c) cos z = 
2! 

+ 

3! 
para todos los valores de x 

20. Obtener el desarrollo en serie.de cos x derivando el correspondiente a sen x (Problema 6). Identificar la solución del 
Problema 17 con la función y = sen x + cos x.  

21. Obtener el desarrollo en serie de e-=, sustituyendo x por i x  en e] correspondiente a e-2r (Problema 5). Sustituir, luego 
x por -x  para obtener el desarrollo de e' e identificar la solución del Problema 16 con la función y = e" + e-'. 

Zr4 32xa 96xs 
22. Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de $en2 x = (sen x)' = x2 - -- + - - - - + . - e,  para todos 

los valores de x .  3!  3 ! 5 !  . 3 ! 7 !  

S.' x J  
23. Demostrar que e-m' ¿y = x - -- 

3 - l !  
+ - 

x6 x7 
.- + . . . 

5 - 2 !  7.3!  , para .todos los valores de x.  

1 
24. Obtener por división el desarrollo en serie de - con lo cual 

1 + x 2 '  
dx 1 1 1 

arc tag x = S,'lf-xi - - x - - x S  + - X 6 - - - ~ 7 +  . e .  

3 5 7 

y comparar con el Problema 8. 

1 1 i 3  25. Aplicando el binomio d e  Newton obtener 1 = 1 + - ,z + - zr + - 1 ' 3 ' 5 z s  + ,.. .  conlocual 
$¡7F 2 2 4 2 . 4 9 6  

dz  l . x s  1 * 3 * x 5  1 * 3 * 5 * x 7  arcsenx  = = z + 2  +- 
93 2 - 4 . 5  + 2 * 4 * , 6 - 7  .+ . . S  

26. Obtener por multiplicación de los correspondientes desarrollos en serie: / 

xJ X' <+ ... (a) e' senz = x + zg + - - - - x3 2' xS ( b )  e zcosx  = 1 + x - - - - -  -+  ... 
3 30 90 3 G 30 

1 - 27. Obtener sec x = - - 
1 

= c0 + C,X -t- cpxZ + cax5 + a .. Quitar denominadores en la 
COS x 1 - xf /2  ! + x4/4  ! - 

última igualdad e identificar los coeficientes de igual potencia de x para obtener el desarrollo de sec x.  



Fórmulas de Maclaurin y Taylor con restos 

FORMULA DE MACLAURIN. Si/(x) y sus n primeras derivadas son continuas en u n  intervalo que con- 
tiene al punto x = O, existen dos números, x, y xi comprendidos eritre O y x. de manera que 

siendo 

o bien 

( 1 1 - 1 1  

f (x )  = f (0)  + f"(0) + . . . + R"(x) + ---- 
2 ! (n - l ) !  

f ( n )  ( x O ) ~ n ,  (Resto de Lagrange) Rn(x) = - n !  

Rn ( x )  = 
f ( . )  (x ,*)  
(n - 1 )  ! ( X  - x:)"-' x , (Resto de Caucliy) 

/ 

FORMULA DE TAYLOR. Si/(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con- 
tiene al punto x = a, existen dos números, x, y xi, comprendidos entre a y x, de manera que 

ft'(a) (Z - + , + f ( n - l )  (a) ( x  - a l n - j  f(z) = f (a)  + q ( x - a )  + - 
2!  (n  - l ) !  + Rn ( x )  

siendo 

R,(x)  = f '"' (xo) 
( x  - a)", (Resto de Lagrange) n !  

o bien 
f ( n )  (x: ) 

= (n  - l ) !  (x - x,*)"-' ( x  - a), (Resto de Cauchy) 

La fórmula de Maclaurin es un caso particular (a = O )  de la fórmula de Taylor. La fórmula 
de Taylor, con el resto de Lagrange, no es más que una variante del teorema del valor medio ge- 
neralizado (ver Capítulo 21). En el Problema 10 se deduce la fórmula con el resto de Cauchy. 

Los desarrollos en serie de Maclaurin y Taylor de las funciones/(x) obtenidos en el Capitulo 52 
representan a dichas funciones únicamente para aquellos valores de x que hagan 

lim Rn(x) = O 
n - + m  

PRINCIPALES DESARROLLOS EN SERIE. A continuación se exponen los desarrollos en serie, junto 
con los intervalos en los que son válidos, de las funciones más empleadas en el análisis matemático. 

e" = (ax)' (az )"- '  1  + a z + - + - +  +-+ Para todos los valores de x.  
2 !  3 !  (?E - 1) ! 

senaz = a% - W+ W -W + .. . + (-1)n-1 + ... 
3! 6 !  7!  Para todos los valores de x. (2n - 1) ! 

con U 2  = 1 - - +--  (az)In- S + . m .  

2 !  4 !  ' 6! (2n - 2)  ! Para todos los valores de x. 

2 z1 z5 2 l n ( a + z )  = l n a  f -- - + - - + ( - 1 ) " - ' - +  
a  2us 3a5 - a < z 6 a .  ?la" 

1 - z 5  i - 3 * z 5  arcsen z = z + y + - + ... + ... -l"zel 1 3  5 . .  .(2n - 3)zsn-' 
2 . 3  2 - 4 - 5  + 2 0 4 . 6 .  . . ( 2 n - 2 ) ( 2 n -  1 )  



CAP. 531 FORMULAS DE MACLAURIN Y TAYLOR CON RESTOS 

x5 Z' x' zPn- 1 arc tag x = x - - + - -  + . . . + (-1)--1- + . . . 
3 5 

- 1 L x I l  
2n- 1 

1 1 1 (-1P 
l n x  = l n a  + - (x -a )  - -(x-a)l + - ( ~ - a ) ~  - + (n-l)a.-l(x-a)n-l + a 2a2 3aa 

O < x 5 2 a  
(Z - a)' (x - a)' + -+ ... + (Z - ez = c{1 + (x- a)  + -- 

2! 3! (n - l)! + ...} Para todos los valores de x. 

(X - a)' senx = sena + (2-a)coea  - - (x - u)a 
2! 

sena - - 
3!  cosa + Para todos los valores de x. 

(Z - a)' cos z = cosa - (z - a) sena - - ( ~ - ~ ) ' s e n  a + .. 
2!  cosa + - 

3! Para todos los valores de x. 

Problemas resueltos 
1. Determinar el intervalo en el que es valido el desarrollo de e* en serie de Maclaurin. 

f( ')  (j) = e*; el resto de Lagrange es IR. (x)l = siendo x. un valorwmprendidoentre O y x. 

X" xt X' 
El factor es el tCrmino general de e* = 1 + x + - + - + que. sabemos. es convergente para todos los 

n .  2 !  3 !  
I f l  valores de x. Por tanto lirn = O. Como el factor e- es finito e independiente del valor x. lirn R,(x) = O (nú- 

a + +  w " -  a - +  w 
mero finito). En consecuencia, el desarrollo de e* es valido para todos los valores de x. 

2. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funci6n sen x. 

Ix" l Ix" l Sin tener en cuenta el signo/(^) (x) = sen x o cos x, y IR, (x)l = -T Isen x,l, o bien, --1 cos x.1. siendo x, un va- 
lor comprendido entre O y x. n .  n .  

x" 
Ahora bien, - -- O cuando n + + a. (Problema 1) y lsen x,l y lcos xol no pueden ser mayores que 1, con lo 

n !  
que lirn R. (x) = O. Por tanto, el desarrollo es valido para todos los valores de x. 

a - - + m  

3. Determinar el intervalo en el cual cos x se puede representar por el desarrollo de Taylor en serie de potencias de (x -a). 

Aplicando el resto de Lagrange, I&(x)l = Itx lsen x0i. o bien. '(X Ica x.1, en donde X~ está mm- 
prendido entre a y x. n !  n! 

Como I ( x - ~ ) '  + O para n + +m. y además Isen xol y lcos xol son inferiores r la unidad, lim R,,(x) = O, 
n !  M + + W  

con lo que la serie representa cos x para todos los valores de x. 

4. Determinar el intervalo en el que es valido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcibn In(1 + x). 

(n- 1) ! 
En este caso f '*)(x) = (-1)"-' --- : siendo x, y x: valores comprendidos entre O y x. 

(1 + xP 

(a) el resto de Lagrange es 

xn ( n- l ) !  - - R,(x) = (-l)"-' - - 
,/ n ! (1 + ZO)" 

(b),d"resto de Cauchy es 

X 
C u a n d o O < x o < x ~ I , O < x < l + x ,  y-- < I ; aplicando (a), 

1 + x, 

1 
I R - ( ~ ) I  = i ( k J  < - n Y n - + Z  ~ i m  R.(x) = 0 

1 
I Aplicando (b), Cuando -1 < x < x t  < O, tendremos O < 1 + x < 1 + x t  y < - 

1 + x :  l + x '  
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2,. + 1x1 
Ahora bien, como 1 > J x J ,  z: < 2: lzl, z: + l z  < Izl + 2: 121 y - < 1x1. Tendremos, 

1+z: 
IXI' 

lim R.(x) = O IR=(z)l < l+z Y " -+ *  

Por tanto, el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x) es valido en el intervalo -1 < x 5 1. 

5. En el desarrollo en serie de Maclaurin de e", demostrar 

19 l x"eZ 
IR.(x)l < - para x < O  Y %(x) < para x > O  n !  

x" 
Del Problema 1, R,(x) = n, e*, siendo x, un valor comprendido entre O  y x.  Para x < O, e a  < 1;  luego 

Ix* l x*ez 
IRn(x)l < ,. Para x > O, e* < e'; luego, R,(x) < -. 

n .  n !  

6. En el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x), demostrar 

r " I Z W 1  
para - 1 < 2 < 0  R.(%) < 7; para O < x 6 1 Y lR.(z)l < n(l 

del Problema 4(a), (R.(x)l = , siendo xo un valor comprendido entre O y x. Para O < x, < x 5 1, 

1 2" 1 1  
+ zo < 1 ;  luego. lRx"(~)l  < y Para - 1< x<zo<O,  l + x ~ >  l+z Y. 1 < -- + + %  v luego. 

lxmi lRn(x)l < ,t(l + ~ ) a  

Problemas propuestos 
7. Determinar el intervalo en el que es valido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función m .1 

Sol. Para todos los valores de x. 

8. Determmar los intervalos en los cuales (a) e* y (b) sen x se pueden representar mediante una serie de Taylor en poten- 
cias de (x  - a). Sol. Para todos los valores de x. 

9. Demostrar que In x se puede desarrollar en serie de Taylor de potencias de (x - a) en el intervalo O < x I 24. 

10. Supongamos que T viene definido por 
f a  b - + ( - * + . + f<"-" (a)  

f (b)  = f(a)  + T  (?l - 1 )  ! (b - a)"-' + T(b - a) 2!  
Y sea 

f'b) fb-1)  f"(4 (b - + . . * + F(x)  = - f (b )  + f (z )  + l ! ( b  - X )  + 7 2 .  
(2)  (b - + T(b - x) (n - 1) ! 

(x - a)(z  - x;)"-l 
Ind. 1 R.(z)l = 

Razonando como se hizo en el Problema 15 del Capitulo 21, obtener la fórmula de Taylor con el resto del Cauchy. 

, Para O < x < a y para a < x < 2a, 

11. (a) Haciendo xz = a + 8 ( x  - a), siendo O  < 8 < 1, en la fórmula de Taylor con el resto de Cauchy. demostrar 

R"(2) = f(" [ a  + O ( Z  - a)]  (1 - ) )"- l ( z  - a). 
(n - l)! 

(b) Demostrar que R.(x) = '"' (Ox) (1 - O)'-' x" en la f ó m ~ l a  de Maclaurin. 
( n- l ) !  

12. Demostrar que - se puede representar por su serie de Maclaurin en el intervalo -1 d x < 1. 
1-x 

n(1 - 8)"-'x" 1-0 
Ind. Del Problema 11 (b), RJx) = T~ - +l , 0 < 8 < 1. Para 1x1 < 1 , ~ ~ ;  < 1 y 1 - 8 x >  1-1x1. 

+ O
o  n  + m  n  + m  ns 

13. (a) Demostrar que xez .= z xx", para todos los valores de x, y - = e; idem, (xa + *)eZ = n !  E xx"Y 1 =  1 1 =  1 1 = 1  ' 

+ Oo "1 + Oo ,O + 00 z ,=2e. (6) Obtener E - = Se y E - = 1Se. 
I =  1 

n .  
I =  1 n !  

I =  1 
n !  



Capítulo 54 
Cálculos con series de potencias 

LAS SERIES DE POTENCIAS se emplean, con frecuencia, en la realización de tablas de logaritmos 
de funciones trigonométricas y en diversos cálculos como los que vamos a considerar. 

Cuando se toma como valor de una'funcibn la suma de los n primeros términos de su desarro- 
iío en serie de potencias para uri valor dado de la variable es necesario conocer el error que se co- 
mete al efectuar dicha aproximación. Para ello se aplican los teoremas siguientes: 

1. Si el desarrollo de la función f (x)  está formado por una serie alternada y x = 6 es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de f(6)  la suma de los n 
primeros términos de la serie es menor que el valor numérico del primer término despreciado. 

2. Si el desarrollo de la función f (x)  está formado por una serie de Taylor y x = E es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de f(6)  la suma de los n 

M 
primeros tkrminos de la serie es menor que Ix - a la, siendo M igual o mayor que el máximo 

n .  
valor de (f*)(x)  ( en el intervalo desde a hasta E. 

Para una serie de Maclaurin, a = 0. 

Problemas resueltos 
1. Hallar el valor de lle con cinco cifras decimales: 

5% x3 %" - 1 
e-' = 1 - z +  + ... 

2! 3!  + (-un-'- + - (n - l)! 

2. Hallar el valor de sen 62" w n  cinco cifras decimales. 
La serie de Taylor en potencias de (x - a) es 

(x - a)' (x -a)= senx = sena+(x-a)cosa-- sena--  c o s a +  . - -  
2 !  3! 

Tomamos a = 60". ya que es próxima a 62" y sus funciones trigonométricas son wnocidas. Tendremos 

x - a = 62" - 60" = 2" = n/90 = 0,034907 

Y sen 62" = +.\/S-+ +(0,034907) - )fi(0,034907)' - f2 (0,034907)3 + - 
= 0,866025 + 0.017454 - 0,000528 - 0,000004 + . . = 0,88295 

3. Hallar e1 valor de In 0.97 con siete cifras decimales. 

Tomamos a = 1 y x = 0,03; por tanto 

ln 0,97 = - 0.03 - 4(0,03)' - i(0.03)' - )(0,03)' - +(0,03)5 - = -0,0304592 
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4. Determinar el número dc términos del desarrollo en serie de In (1 + x) que hay que tomar para que el error cometido 
al hallar el In 1,02 sea menor que 0.00000005. 

(o 02)~ (o 0213 (0,02)~ ln 1.02 = 0,02 -L. + L - + 
2 3 4 

Como se trata de una serie alternada, el error cometido al despreciar todos los términos posteriores al que ocupa 
el lugar n es menor que el valor numérico del primero que se desprecia. Por tanto, todo consiste en buscar que termino 
del desarrollo tiene un valor numérico nienor que 0,00000005. Se hace por tanteos. 

-- (0902)' = o,00000004 (0902)3 = 0,0000027 y -- 
3 4 

Por consiguiente, habrh que tomar 3 terminos para obtener la precisión requerida. 

5. Determinar el valor de x para el cual sen x se puede sustituir por x con un error menor que 0,0005. 

sen x = x - x3/3 ! + es una serie alternada. El error que se comete al tomar solamente los dos primeros 
tdrminoses menor que Ixa1/3 ! Para que 1x31/3 ! = 0,0005 debe ser 1x91 = 0,003 6 sea 1x1 = 0,1442; es decir, 1x1 < 8'15'. 

6. Hallar entre qué valores debe estar comprendido un Angulo para que el valor de cos x, calculado con los tres primeros 
tdrminos del desarrollo en serie de Taylor en  potencias de (x - n/3), venga dado con un eiror menor que 0,00005. 

I w n  x 0  x - n/3 la, siendo x, un valor comprendido entre x /3  y x. Como f" '(x) = sen x, IR, I = ---- 
3 !  

Como lsen xol I 1, IR,/ I & Ix-n/3I3 = 0,00005. 

Por tanto Ix - 4 3 1  5 y&@@ = 0,0669 = 3'50'. Por tanto, x debe estar comprendido entre 56"IO' y 63"50'. 

7. La Fig. 54-1 representa un arco de circunferencia terrestre de 160 kilómetros de B 
x 

longitud. Hallar la flecha o separación máxima entre la cuerda y el arco. 

Sea x la flecha pedida. Tendremos, x = OB - OA = R - R cos a, siendo 
R el radio de la Tierra. Como el ángulo a es pequefio, aproximadamente, 
cosa  = 1 - 3x5 y 

x = R{1 - (1 - $a2)} = iRaa = (Ra)a/2R = (80)'/2R 
v 

Tomando R = 6 400 kilómetros, x = 4 kilómetro. Fig. 54-1 O 

8.  Deducir la fbrmula aproximada sen ( i n  + x) - $fi(1 + x) y aplicarla para calcular sen 43". 

Tomando los dos primeros términos del desarrollo de Taylor, tenemos 

sen(+n + x) = s e n l n  + xcos#n  = )fi+ i f i x  = 32/2(1 + x) 

sen 43" = sen [ l n  + (-n/90)] 4 $ f i ( 1  - 0,0349) = 0,6824 

9. Resolver la ecuación cos x - 2x2 = 0. 

Sustituyendo x por sus dos primeros terminos 1 - $x2 de la serie de Maclaurin, tenemos 

I - ~ X ~ - Z X ' = O  6 2 - 5 x a = 0  

Las rafces son f = f 0,632. Las ralces obtenidas aplicando el metodo de Newton son f 0,635. 

el  - e -2 

10. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias lim 
r + ~  s e n x  

X' le' xa x3 
ex - e - z  l + x + + - + . . -  2 .  3!  ) - ( l - . + p r - m + . . .  

lim --- = lim 
r d o  s e n r  r -r O x9 2' x - - +  - - m . .  

3!  5 !  

= lim 
22 + 2x3/3! + m - .  

= lim 
2 + r2/3 + . . - = 2 

= d o  x - x3/3! + - . e  1 - z2/6 + . - -  
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11. Desarrollar f ( x )  = x4 - 1 IrJ + 43xt - 60x f 14 en potencias de (x  - 3) y calcular S'" f o d x .  
a 

f (3 )  = 5, f t ( 3 )  = 9, f"(3) = -4, j"'(3) = 6 ,  f" (3) = 24. Luego, 

sen x 
12. Hallar Ilx d i .  

La dificultad de esta integral reside en que la integral -- S ": dx no se puede expresar por medio de funciones 

elementales. Sin embargo, 

1 
El error cometido al tomar s610 cuatro terminos es 5 - = 0,0000003. 

9 . 9 !  

Problemas propuestos 

13. Hallar con cuatro cifras decimales: 

(a) e-a = 0,1353. (6) sen 32" = 0,5299, (c) cos 36" = 0,8090. (d) tag 31" = 0,6009. 

14. Hallar los valores de x para los cuales 

(a) e2 se puede sustituir por 1 + x + &xO con un error menor que 0,0005 
(b) ws x se puede sustituir por 1 - )xa con un error menor que 0,0005 
(c) sen x se puede sustituir por x - xa/6 f xs/120 con un error menor que 0.00005 
Sol. (a) 1x1 < 0,1, (b) 1x1 < 18"57', (c) 1x1 < 47" 

15. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias: 

e - ecos i 1 ,s - e r 

( b )  lim - 1 cosh x  - cos z - 
(a) lirn = T e *  - (c) lirn - 6 '  - m. 

= - O  X' Z - O  as =...O senh x - sen x 

16. Hallar: 
T t  2 0,s d x  

- = 0,4940. (a) S (1 - 4 sena O ) - " ' ~ O  = 1,854, ( b )  S' eos \/Z d x  = 0,76355, (c) f 
+ x, 

O F ' O 

17. Hallar la longitud de la curva y = x3/3 desde x = O a x = 0,s. Sol. 0,5031 
// 

18. Haltar el Area limitada por la curva y = sen x3 desde x = O a x = 1. Sol. 0,3103 



Capítulo 55 
Integración aproximada 

b 

UN VALOR APROXIMADO de la integral definida ( f(x) dx se obtiene aplicando las fórmulas que 
J o  

veremos a continuación, o bien por medio de integradores mecánicos. Los procedimientos de inte- 
gración aproximada se emplean cuando la integración ordinaria sea muy complicada, cuando una 
integral indefinida no se pueda expresar mediante funciones elementales, o bien, cuando el inte- 
grandti f(x) venga definido por una tabla de valores. 

En el Capítulo 34 hemos obtenido un valor aproximado de f(x) dx dado por la suma r : n 

S. = f(x,) d,x. Para obtener S, se interpretó la integral definida como un área, la cual se di- 
k = I  

vidía en n franjas y se aproximaba el área de cada una de ellas a un rectángulo efectuándose, a con- 
tinuación, la suma correspondiente a todos ellos. Las fórmulas que veremos seguidamente solo 
difieren en la manera en que se tomen los valores aproximados de las franjas. 

O sea 

FORMULA DE LOS TRAPECIOS. Sea el área 
limitada por la curva y = f(x), el eje x y las 
ordenadas en los extremos x = a y x = b. 
Dividamos dicha área en n franjas verticales 
de anchura h = (b - a)/n (Fig. 55-1) y con- 
sideremos la franja i limitada por el arco 
P,-, P, de y = f(x). Un valor aproximado del 
área de esta franja es 

&h{f[a + (i - l )h]  + f(a + ih) )  
O 

que es el área del trapecio que resulta al sus- 

FORMULA DEL PRISMATOIDE. Dividamos el área definida por la integral f(x) dx en dos fran- s." 
jas verticales de anchura h = i(b - a) y sustituyamos el arco PoP,P, de la curva y = f(x) por el 
arco de parábola y = Ax2 + BX + C que pasa por los puntos Po, P,, P,, como se representa en 
la Fig. 55-2. Como se demuestra en el Problema 1, se llega, después de efectuar algunos cambios 
en la notación, a 

tituir el arco Pi-, P, por el segmentc) rectilíneo : Y  - 
P,-, P,. Al efectuar esta sustitución en todas .! z o - 
las franjas (el símbolo = se debe leer {caproxi- + 

u 
madamente igual))), 

Fig. 55-1 
L 

Y 

h h  
a *  5 5  b 

h x 
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O h h h h  h  A 2 

a b 

FORMULA DE SIMPSON. Supongamos que el área que se trata de hallar la dividimos en n = 2rn 
franjas de anchura h = (b - a)/n, como indica la Fig. 55-3. Aplicando la fbrmula del prismatoide 
para hallar el valor aproximado del área limitada por cada uno de los arcos P,PIP,, P,P,P,, . . ., 
P m - ~  Pun-l Pzm, tendremos 

INTEGRACION MEDIANTE UN DESARROLLO EN SERLE DE POTENCIAS. Este procedimiento 
consiste en sustituir el integrando por los n primeros términos de su desarrollo en serie de Maclaurin 
o de Taylor. El método se puede aplicar siempre que el integrando admita un desarrollo de aquel 
tipo y los limites de integración pertenezcan al campo de convergencia de la serie . (Ver Capítulo 54.) 

Problemas resueltos 

1. Dada la parabola y = Axs + Bx + C, que pasa por los puntos Po(&, yo), 

P, y &(vi ya ,  como indica la Fig. S S 4  demostrar que 

- - -  '-' 1 A ( F s + h + . i 9 + - # B ( t + d + 3 C l  
3 

Como Y = Axw 4- Bx C C pasa por lo0 puntos P,, P,, P,, M verilieara! 

Y 

Por tanto, 

- 

Fig. 65-4 
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S 
11s d* 

2. Calcular el valor aproximado de .--- por los cuatro métodos y comprobar los resultados efectuando la intc- 
gracibn 1 + x s  

Fórmula de los trapecios. Con n = 5. 

4 -0  Aqul, h = - - = @ l .  Por tantoa- O, a + h = O , l , a + 2 h = 0 , 2 ,  a+3h=0,3,  a+4h=0,4 ,  b=0,5. 
5 

Fdrmula del prismutoide. 

Aqui, h = - - - 4 
2 4 

Fdrmula de Simpson, con n = 4. 

Tenemos, h = --- ' - O  =;. Dedonde = O ,  a + h  = Q, a + 2 h  = 1, a + 3 h  = 8, b =t .  
4 

Desarrollo en serie, utilizando 7 terminos. 

Integración. - arc tag x l. = arc tag 3 = 0,4636 

3. Hallar el área limitada por y = e-", el eje x, y las rectas x = O y x = 1 aplicando (a) la f6rmula de Simpson con 
n = 4 y (6) el desarrollo en serie. 

(a) Tenemos, h = 4; a = O, a + h = ), a + 2h = a, a + 3h = 3. b = 1. 

S.' i e-'' dz - (1 + 4e-lf18 + 2e-lf' + 4e-nf'4 + e-') 
3 

= &{1 + 4(0,9399) + 2(0,7788) + 4(0,5701) + 0,3679) = 0,747 unidades de superficie 

.J 1 - 0,3333 + 0, I - 0,0238 + 0,0046 - 0,0008 + 0,0001 = 0,747 unidades de superficie 
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4. Un temno está situado entre una valla rectilínea y un rlo. La anchura y (metros) del terreno a una distancia x de uno 
de los extremos de la valla viene dada por: 

Aplicar la fórmula de Simpson para hallar, aproximadamente, el Area del temno. 

1 I O  

Aqul,h=20 y J f (x)dx 2: m/a(O+4*22+2*41+4.53+2.38+4*17+0) 
O 

2: 3507 metros cuadrados. 

5. Una curva viene dada por el siguiente w d r o  de valores: 

(a) Hallar el valor aproximado del &ea limitada por la curva, el eje x y las ordenadas extremas x = 1 y x = 9, apli- 
cando la fbrmula de Simpson. 

(b) Hallar el valor aproximado del volumen generado en la rotación del &ea del apartado (a) alrededor del eje x, apli- 
cando la f h u l a  de Simpson. 

(a) Aqul, h = 1 y 

2: 10,13 unidades de superficie 

2: 46,58 unidades de volumen 

Problemas propuestos 
6. Deducir la fórmula de Simpson. 

7. Calcular el valor aproximado de a aplicando (a) la fbnnula del trapecio con n = 4. (b) la fbrmula del prisma, y J .  x 
(c) la fbrmula de Simpson con n = 4. Comprobar los resultados por integración. 
Sol. (a) 1,117, (b) 1,111, (e) 1,100; 1,099. 

8. Calcular el valor aproximado de 1' 4- dx como en el Roblema 7. 
1 

Sol. (a) 24,654, (6) 24,655, (e) 24,655; 24,655. 

9. Calcular el valor aproximado de 1' ln x dx aplicando (a) la f6rmula del trapecio con n = 5 y (b) la f6rmula de 
1 

Simpson w n  n = 8. Comprobar por integración. Sol. (a) 1,2870, (6) 1,2958; 1,2958. 

10. Calcular el valor aproximado de 4-dr aplicando (a) la fbrmula del trapecio w n  n = 5 y (b) la fbrmula de 

Sbnpwn con n - 4. I : 
sol. (U) 1,115, (8) 1,111- 

11 - calcular el valor aproximado de dr por la fórmula do Sipsan oan n - 6. Sol. 1,852. 

12. Aplicar la f6rmula de Simpson para hallar (u) el Arta limitada por la curva y (b) el volumen pnerado en 1q rqfBCi6n dC1 
drea airededor del eje x. La curva viene dada por 

I 

Sol. (a) 27.8, (6) 228,44n 



Derivadas parciales 

FUNCIONES DE VARlAS VARIABLES. Si a cada punto (x, y) de una región del plano xy se le hace 
corresponder un número real z, diremos que z es una función, z = f(x, y), de las variables indepen- 
dientes x e y. El lugar geométrico de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen la ecuación z = f(x, y) 
es una superficie. Análogamcnte se definen las funciones w = f(x, y, z, . . .) de varias variables 
independientes aunque, por el momento, no tengan una interpretación geométrica sencilla. 

El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una 
variable. Sin embargo, el cálculo de las funciones de tres o más variables es muy similar al caso 
de dos variables. En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables. 

Una función f(x, y) tiende al límite A cuando x +  xo e y+  y,, si dado un c > O  tan pequeño 
como queramos, existe un S > O  tal que, para todos los pares de valores (x, y) que cumplan la 
desigualdad 

se verifica: 1 f(x, y) - A 1 < c. La condición (i) representa un intervalo reducido del punto (x,, y,), 
es decir, todos tos puntos excepto el propio (x,, y,), situados en un circulo de radio 6 y centro 
( ~ 0 ,  YO)- 

Una función /(.y, y) es continua en el punto (x,, y,) siempre que /(.yo, yo) esté definida Y, además, 
lim f(x, Y) = f(xo, yo). 

X 4 X 0  (Ver Problemas 1-2.) 
Y + Y o  

DERIVADAS PARCIALES. Sea z = f(x, y) una función de las variables independientes x e y. Como 
x e y son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y, (ii) variar y man- 
teniendo constante x, (iii) variar x e y simultáneamente. En los dos primeros casos, r es una 
función de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clásicas 
que ya hemos visto. 

Si x varía permaneciendo constante y, z es una función de x y su derivada con respecto a esta 
variable x, 

az - = lim f ( x  + A x ,  Y )  - f ( x ,  Y) f x ( x 1 y )  = ,X 
a740 AX 

se denomina primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a x. 

Si lo que varía es y permaneciendo constante x, z es una función de y y su derivada con res- 
pecto a y 

- d z  - f v ( x . 3 )  - ,u = lim 
f ( x ,  v + AY) - f (x1 Y) 

A y d o  ay 

recibe el nombre de primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a y. 
(Ver Problemas 3-8.) 

Si z está definida implícitamente como función de x e y mediante la relación F(x, y, z )  = O, para 
8z 

hallar las derivadas parciales - y. no hay más que aplicar las fórmulas de la derivación implí- 
ax dv . . -, 

cita dadas en el Capítulo 6. (Ver Problemas 9- L 2.) 
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Las derivadas parciales anteriores admiten una in- 
terpretación geomCtrica muy sencilla. Consideremos la 
superficie z = f(x, y) de la Fig. 56- 1, y sean APB y CPD 
las intersecciones con dicha superficie de los planos que 
pasando por P sean paralelos a los xOz e yOz, respecti- 
vamente. Si hacemos variar a x permaneciendo constante 
y, el punto P se desplazará a lo largo de la curva APB y el 

az 
valor de - en el punto P es la pendiente de la curva 

ax 
APB en P. 

Análogamente, si hacemos variar y permaneciendo 
constante x, P se moverá a lo largo de la curva CPD, y el 

az 
valor de -- en P es la pendiente de la curva CPD en P. 

dv 

Fig. 56-1 

(Ver Problema 13.) 

DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. La derivada parcial $ de z = f ( ,  y) se puede 

a su vez derivar parcialmente con respecto a x y a y, dando lugar a las segundas derivadas par- 
aaz 

ciales - aZz a~ 
axZ =fzz (~9  Y) = a; =LA& Y) = - a ( - * ). Análogamente, de - se ay ax ay 

a2z obtienen - ax ay =fzv(x. Y) 
Si z = f(x, y) y sus derivadas parciales son continuas es indiferente el orden de derivación, es 

aaz - aaz 
decir, - - - 

axay ayax. (Ver Problemas 14-1 5.) 

Problemas resueltos 
1. Estudiar la continuidad de la función z = xz + ys. 

Para cualquier conjunto de valores finitos (x, y) = (a, b), z = as + 6'. 
Cuando x -, o e y -, b, xa + )* - oa + b'. 
Por tanto, la función es continua para todos los valores de las variables. 

2. Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en el origen (0,0), en el que no están definidas. 
~Cbmo se puede hacer que sean también continuas en dicho punto? 

(o) z = 
sen (x + Y) 

x + Y  

Supongamos que (x, y) + (0.0) a lo largo de la recta y = m; tendremos z = 
sen(x+y) = sen(1 +m)x 

(1 + m)x -+l. 
X + Y  

Se puede hacer que la funci6n sea continua en todos los puntos definiéndola como sigue: z = 
sen (x + Y) 

X + Y  
, (x,Y) 

z (O. O); z = 1, (x. Y) = (O. O). 
XY (b) z = - 

x" y* ' 

xy - m 
Supongamos que (x, y) + (0, O) a lo largo de la recta y = mx; el valor limite de z = --- - - depende 

x 8 + y '  I + m s  
de la recta que se elija. Por tanto, la funci6n no se puede hacer continua en (O, 0). 

Hallar las derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7. 

3. z = 2x'-3xy + 4y'. 
az 

Considerando y constante y derivando con respecto a x, = 4x - 3y. 

az 
Considerando x constante y derivando con respecto a y, -, = -3x + 8y. 

ay 
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az 21 yZ 
Considerando y constante y derivando con respecto a x ,  - = - - - 

ax y X* ' 

az X =  2~ Considerando x constante y derivando con respecto a y, - = - - + A. 

ay Y' X 

Oz - - - az 
5. z = sen (22 + 3y). 2 COS (22 + 314, - = 3 COS (2% + 3y) 

az ay 

6. z = arc tag zzy + arc tag zy'. 

8. El área de un triángulo viene dada por K = 3ab sen C. Si a = 20, b = 30 y C = 30", hallar las variaciones: 

(a) de K con respecto a a, suponiendo b y C constantes. 

(6) de K con respecto a C, suponiendo a y b constantes. 

(c) de b con respecto a a, suponiendo K y C constantes. 

aK 1 5 
(a) -- = gb sen C = $(30)(sen 30") = -, 

aa 2 

aK 
(b) - = 3ab cos C = 3(20)(3O)(co~ 30") = 1 5 0 n  ac 

.- - 
2K - 2K ab 2(4ab sen C) - b - 3 

(c) b =- --- ---  
asenC '  aa a2sen C a* sen C a 2 

Hallar, en los Problemas 9-1 1, las derivadas parciales de primer orden de z con respecto a las variables 
independientes x e y. 

9. xP + yP + zZ = 25. 

Solucion 1 .  Despejando z obtenemos z = k d 2 5  - X" y: Por tanto, 

Solucidn 2. Derivando implícitamente con respecto a x, tomando y constante. 

Derivando implícitamente con respecto a y, tomando x constante. 

10. xS(2y + 3z) + y8(3x - 4z) + z8(x - 2y) = xyz. 

En este caso, sería muy complicado seguir el procedimiento de la solución 1 del Problema 9. 

Derivando inplicitamente con respecto a x. 

Derivando implicitarnente con respecto a y, 
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az az a2 Y + z  - - -- - -- Derivando con respecto a x, y + y - + x - + z = O y - - ax ax ax X + Y '  

az az az - X + Z  
Derivando con respecto a y, x + y - + z + x - = O y - - - - , ay ay ay X + Y  

11. Considerando x c y como variables independientes, calcular e, 5 - * siendo x = e', cos O, y = eSr, sen O. ax ay ' ax * ay 

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a x :  

ar ae ar a0 
1 = 2ezrcos8 - -eersenO - ox y O = 3e3'sen O - + e3' cos O - ax ax ax 

ar cos 8 a9 - 3 sen 0 
Resolviendo el sistema, obtenemos: - = 

dx e2r(2 + sen2 8) Y 5 - - e2'(2 + sen2 O )' 

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a Y: 

ar sen 0 a 2 COS f3 
Resolviendo el sistema, obtenemos: - = y - = 

ay e3 ' (2 tsen20)  ay e3'(2 + senz 8)' 

13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas intersección de la superficie z = 3x2 + 4y2 - 6 con los planos que 
pasan por el punto (1, 1, 1) y son paralelos a los planos coordenados xOz e yOz. 

El plano x = 1. paralelo al yOz, corta a la superficie según la curva z = 4y2 - 3, x = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es az/ ay = 8y = 8 1 = 8. 

El plano y = 1, paralelo al xOz, corta a la superficie según la curva z = 3x2 - 2, y = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es 221 ax = 6x = 6. 

Hallar, en los Problemas 14-1 5, las segundas derivadas parciales de z. 

15. z = x cos y - y cos x. 

az - = cos y + y sen X ,  
3% - - - - x sen y - cos X, 

dz ay 

Problemas propuestos 

16. Estudiar la continuidad en el punto (0,O) de las funciones siguientes: 

' z-Y x3 + y3 % + U  
(a) (b) = S  (4 -+Y'. ( 4  m Sol. (a) No, (b) No, (c) Sí. (d) NO. 
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az az 
17. Hallar - y - en las funciones siguientes: ax ay 

az 
( a )  z = z' + 3zy + yZ  az - Sol. - = 2x  + 3y. - - 

az ay 32 4- 2u 

z Y az ( b )  z = --- 2 s  1 1 2y 82 - ---- Sol. - = -+- - - 
w1 Z* az yz 2%' ay y3  z2  

a~ a~ 
(e )  z = sent 3z  cos 4y Sol. - = 3 cos3z c o s l y ,  - = - 4  srn3z sen4y 

az dt/ 

az -y  az - So/. - = - - - z (d )  z = arc tag - 
2 32 r z  + yZ  ' a,,, 2' + yf  

a2 
( e )  z P  - 4ya + 92' = 36 Sol. - = -- , z - a z - 4 l J  - 

az 92 ay 92 

az 2 y ( z 3  E - X(Z - 2%) - ( f )  z3 - 3zZg + 6zyz = O Sol. - = - - 
az zP+  2xy ' ay z 2 + 2 x y  

az 
( g )  yz + zz + z y  = O z + z  y + z  az - Sol. - =  -- - - 

a r  z + y '  ay z + y  

az az 
18. (a) Si z = l / x q  + yq, demostrar que x - + y - = z. 

ax ay 

az az 
(b) Si z = In demostrar que x - + y - = 1. ax ay 

X Y az az 
(e) Si z = el'# sen - + e#lZcos -, demostrar que x - + y - = 0. 

Y X ax ay 

az az 
(d) Si z = (ax + by)" + sen (ax + by), demostrar que b - = a -. ax ay 

19. Hallar la ecuación de la tangente 
(a) a la parábola z = 2rz - 3ya, y = 1 en el punto (-2, 1, 5). Sol. 8 x + z +  11 = O , y =  1 
(b) a la parabola z = 2 r s  - 3ya, x = -2 en el punto (-2, 1, 5). Sol. 6y + 1- 11 = O , x  = -2 
(e) a la hipérbola z = 2 r L  3yz, z = 5 en el punto (-2, 1,  5). Sol. 4x + 3y + 5 = O, z = 5 

Demostrar que las tres rectas están situadas en el plano 8 x  + 6y + z + 5 = 0. 

20. Hallar - - - - @' @' , en las funciones siguientes: 
axa * ax ay ay ax y aya 

(a) z = 2z 2 - 5zy  + yz 
a2z as% - a z t  S o l . ,  = 4, - - - = - 5, - azz - - 2 
az as ay aya% au2 

Y d P z -  6 y  13% - d'z So]. - - -- - - - - a2z - 6% 
(b)  z = --- 

ya Y~ az2 X" a~ ay d y a z  

aPz a2 z a% - 
(e) z = sen 3z cos 4y  Sol. - = -92, - = - = - 12 coe 3 z  sen 4y,  - - -16% azS az ay ay az auP 

Y azz - aZz a2z - alz - wP - 2 Sol. - - - - = (d) z = arc tag - 2xy  - - - - 
z d t 2  aun (x' + y2)" az av ay az (x*  i- yz)a  

XY asz asz asz 21. (a) Si z = --, demostrar que xs --, + 2xy- + ya-, .= 0. 
x - Y  axa ax ay ayz 

as aaz 
(b) Si z = ea cos By y B = h a ,  demostrar que -. + -, = 0. axa aya 

atz a Z z  az 
(c) Si z = e-'(sen x + cos y), demostrar que - + - = - axl aya at 

P z  
(d) Si z = sen ax sen by sen k r d m ,  demostrar que - 

ata 

22. En la fbrmula de los gases reales p + - ( v  - b) = cf, siendo a, b y c constantes, demostrar que ( 3 



Diferenciales y derivadas totales 

DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la función y = f(x) de una sola variable 
independiente, según vimos en el Capítulo 23, vienen dadas por 

Consideremos la función z = f(x, y )  de las dos variables indepecdientes x e y, y sean dx = Ax 
y dy = Ay. Al variar x permaneciendo constante y, z resulta una función de x solamente y la dge- 

az 
rencial parcial de z con respecto a x será d,z = f,(x, y)dx = - dx. Análogamente, la dgerencial 

ax 
az 

parcial de z con respecto a y viene dada por d,z = f ,(x,  y) dy = - dy. Pues bien, la diferencial to- 
ay 

tal de z es la suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir, 

Para una función w = F(x, y, z ,  . . . t ) ,  la diferencial total dw se define por 

(Ver Problemas 1-2.) 

Como ocurre con las funciones de una sola variable, la diferencial total de una función de varias 
variabl-S es un valor muy próximo al incremento total de la función cuando las variables indepen- 
dient. experimentan un incremento pequeño. 

Ejemplo : 
az az 

Sea z = xy; dz = 5 dx + - dy = y  dx + x dy; si se incre- 
ay 

mentan x e y en Ax = dx e Ay = dy, respectivamente, el incremento 
Az de z sera 

Az = ( x  3. Ax) (y  + Ay) - z y  
= x A y + y A x + A x A y  
= x d y  + y d x + d z d y  

En la Fig. 57-1, se hace una interpretación geomdtrica. Como 
se puede observar, dz y d z  difieren en un rectingulo de área Ax Ay 
= dx dy. 

(Ver Problemas 3-9.) 

DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z = f(x, y )  una función continua de las 
variables x, y con derivadas parciales, az/8x y azlay, continuas y x e y funciones derivables x = g(t), 
y = h(t) de una variable t ;  en estas condiciones, z es una función de t y su derivada total, dzldt, 
con respecto a t viene dada por 
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Análogamente, sea w = f(x, y, z, . . .) una función continua de las variables x, y, z, . . ., con 
derivadas parciales continuas, y x, y, z, . . ., funciones derivables de una variable t; la derivada 
total de w con respecto a t viene dada por 

- aw dx aw d z ~  aw d z  " - - - + - - + - -  + . . .  
dt 8~ d t  a y  d t  a~ d t  (2') 

(Ver problemas 10-16) 

Si z = f(x, y) es una función continua de las variables x e y y sus derivadas parciales azlax 
y az/ay son continuas, y x e y son, a su vez, funciones continuas, x = g(r, S), y = h(r, S), de las 
variables independientes r y S, z es una función de t ,  siendo 

Análogamente, si w = f(x, y, z, . . .) es una función continua de n variables x, y, z, . . . y sus 
derivadas parciales aw/¿3x, aw/ay, aw/az, . . ., y x, y, z, . . . son funciones continuas de m variables 
independientes r, S, t, . . ., tendremos 

- - - aut as aw ay aw az - - + - - + - -  + . . .  etc. 
as ax as ay as az as 

(Ver problemas 17-19) 

Problemas resueltos 
Hallar la diferencial total en los problemas 1-2. 

1. z = s9y  + z2yP + xy3. 
a~ - a~ 

= 3x2y t 2xyZ + y3, - 
ay 

= s3 + 2 2 % ~  + 3xy2 a~ 
d z  a t Por tanto dz = - d x  + - d y  = (3xzy  + 2 s y P  + g3) d x  + ( x 3  + 2 s

g
y  + 3xyZ)  d y  

ax ay 

. 2 .  z = x  sen y  - y  sen x.  

3% - - - sen y  - y  cos s, - - - x  cos y  - sen x  
az a Y 

Por tanto 
az 8% dz = -- d x  + - d y  = 
as ay (sen y  - g  cos X )  d x  + ( x  cos y  - sen X )  d y  

3. Comparar dz y Az, en la funci6n z = xz + 2xy - 3ya. 

Az - [ ( x  + dx)' + 2 ( x  + d x ) ( y  + d y )  - 3(y  + dy)'] - (x' + 2 x y  - 3u2) 
= 2(x -t ir) dx + 2(x - 3y) dy + (dz)' + 2 di: dy - 3(dir)' 

Así, pues. dz y dz difieren en (dx)# + 2 dx dy - 3(dy)l. 

\\ 
4. Hallar un valor aproximado del drea de un rectangulo de dimensiones 35,02 por 24.97 unidades. 

aA aA Llamando x e y a los lados del rectángulo. el área es A - xy, con lo cual ¿A = - dx + -- dy - y dx -+ x dy. ax ay 

Para x = 35, dx = 0,02, y = 25, dy = 4 . 0 3 ,  resulta A = 35 x 25 = 875 y dA = 25(0,02) + 35(-0,03) -0.55 
El Area es, aproximadamente, A + dA = 874,45 unidades de superficie. 
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, 5. Hallar, aproximadamente, la variación de longitud que experimenta la hipotenusa de un triángulo recthgulo cuyos 
catetos miden 6 y 8 centímetros, cuando el primero se,alarga a centímetros y el segundo lo hace en { centímetros. 

Sean x, y. z los catetos menor, mayor y la hipotenusa del triAngulo, respectivamente. Tendremos 

dz - z = d m ,  - x - 8.2 - Y - - az az dz = - d z  +- d y  = sdz + y d y  
as ,,m' ( 1 ~  d m J  as ay d F Y 2  

Para x =6, y = 8, dx = 114, y dy = -1/8, de donde dz = 6(1/4) + 8(-118) = 1/20 cm. Por tanto, la hipotenusa se 
4-1 

alarga aproximadamente 1/20 centímetros. 

6. La potencia calorffica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P = E1/R vatios. Siendo E = 200 voltios ' y R = 8 ohmios, hallar la disminuci6n que experimenta la potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R lo hace en 
0,2 ohios .  

E' dP - 2 E  d P - - -  - - -  2E 
a E -  R '  a R -  X2, dP = - dE - Ea 

R - dR R' 
Para E = 200, R = 8, dE = -5, y dR = -0 ,2 ,  por tanto, 

-250 + 125 = -125 watts 

La potencia disminuye aproximadamente 125 vatios. 

7. Al medir un bloque paralelepipédico de madera, han resultado, para sus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centímetros 
con un error probable de 0.05 centímetros en cada una. Hallar, aproximadamente, el máximo error que se puede cometer 
al evaluar el Area total del bloque y el porcentaje de error respecto del hrea como consecuencia de los errores en las 
medidas individuales. 

El área total es S = 2(xy + yz + zx); luego 

as as as dS = - ds + - dy + - dz = 2(y + z) d z  + 2(z  +z) dy  + 2(y + z ) d z  
az ¿)Y a~ 

El máximo error en S tendrA lugar cuando los errores en las longitudes sean del mismo signo, por ejemplo, positivos. 

dS = 2(12 + 20)(0,05) + 2(10 + 20)(0,05) + 2(12 + 10)(0,05) = 0,4 cm1 

El porcentaje de error es (errorlárea)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 %. 

8. En la fórmula R = E/C, hallar el error máximo y el porcentaje de error si C = 20 con un error probable de 0,l y E = 120 
con un error probable de 0,05. 

aR 1 E dR  = - dE + Z d C  = - dE - idC 
dE dC C C 

El error máximo se dará cuando dE = 0,05 y dC = -0, l ;  luego 

0,05 120 dR = - - -(-0,l) = 0,0325 es aproximadamente el error máxho 
20 400 

dR 
R 

(100) = 0,40625 = 0.41 %. El porcentaje de error es - (100) = - a 

9. Dos lados de un triángulo miden 150 y 200 metros y el Angulo que fonnan es de 60". Sabiendo que los errores probables 
en la medici6n son de 0,2 metros en la medida de los lados y de 1" en la del ángulo, hallar el d i m o  error probable 
que se puede cometer al evaluar su drea. 

A = fxysen8. aA/ax= iyeene, aA/ay= fxsen9, aA/M = fxycos8 

Y dA = iysenüdx + #xeen8dy + fxycosedd 

Parax = 150, y = 200, 9 = 60". dx = 0,2,dy = 0.2, y de = 1" =~~/18O,luego 

dA = i(200)(sen 60°)(0.2) + f (1 50)(sen 60")0,2) + i(150)(200)(cos 609(n/180) = 161,21 m'. 

10. Hallar dz/dr, siendo z = xn + 3xy + 5y1; x = sen t, y = cos t .  
az az dr d~ - = 2x 4- 3y, - = 3x + 10y, - = cos t, - = -$en t ax ay dt dt 

luego 
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au au au 
18. Hallar -, -, -, siendo: u = x2 + 2ya + 29, x = e sen B cos 8, y = e sen B sen 8, z = ecos B. ae q ae 

a24 - -- - 
~ I ( O X  í ) ~ í ) y  a l t a 2  
- - +- -- +A-  = 2r sen /? cos c) + 4y scn /? sen 13 + 4z cos /? 

d p  a~ d p  ay ap az a,, 
nt( - att a~ a11 a y  au 32 

d B  
- - - +  - -- + - - = 2 x p c o s / ? c o s ~ + 4 y p C o s ~ s e n 0 - 4 2 ~ s : n ~  

a r  a~ ay ap az ap 

di(  - -- a~ ay a~ az -- !?!e+--+-- = -2x p sen p sen O + 4y 9 sen /? cos O 
38 a x  ae a y  ae az ae 

19. Hallar duldx, siendo: u =f(x, y, z) = xy + yz + zx, y = Ilx, z = 9. 

Aplicando (3 9, 

20. Sea z = f(x, y) una función continua de x e y, cuyas primeras derivadas parciales son az/ax y azl ay. Deducir la 
expresión 

en donde c, y r, + O cuando Ax e Ay -t O. 

Cuando x e y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento experimentado por z vale 

(i) A% = f ( z  + Ax,  y  + A y )  - f ( z ,  y )  
= [ f  (z  + A z ,  y + A y )  - f ( z ,  y  + Ay)]  + [ f ( z ,  y  + Ay)  - f ( z .  Y ) ]  

En la primera expresión enve corchetes, la única variable es x, y en la segunda, solo varia y. Aplicando a cada uno 
de ellos el teorema del valor medio [(V) del Capitulo 211: 

(ii). f ( z  + Ax,  y  + A y )  - f ( z ,  y  + A y )  = Ax f r ( ~  + #,A%, y + Ay)  

( i i i )  f ( z ,  U + A y )  - f ( z ,  y) = Ay f w ( z ,  v + e&) 
siendo O < 8, < 1 y O C O, < 1. Obdvese que aqui las derivadas consideradas son derivadas parciales. 

Como az/ ax = fdx, y) y azlay =f,(x, y) son, por hipbtesis, iunciones continuas de x e y, 

lim f+(z  + e i A z ,  y  + b y )  = f , ( z ,  y )  y lim f i ( z ,  y + h W )  = f v ( x t  u)  
Ax-O Ax-O 
AY -0 Av-O 

Luego f , ( x  + e ,  A X ,  y + A Y )  = f X ( x ,  y )  + F,, f y ( x ,  v + e2ALo = f y ( z , y )  + 
donde r,  + O y r, -t O cuando Ax e Ay + 0. 

Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (i), resulta: 

Obsérvese que la diferencial total, dz, es un valor muy próximo al del incremento total, Az, cuando lAxl y ldyl 
sean muy pequenos. 
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Problemas propuestos 

21. Hallar la diferencial total de: 

(U) = zSy  + z zy3  Sol. dz = (3%' + 2y 2)y  d z  + (x2 + 6 y 2) z  d y  

x*dy - y  d z  
(b) e = arc tag y / z  Sol. d@ = x2 + y a  

( c )  z = e = Z - ~ 2  Sol. dz  = 2r(z  d z  - y  d y )  

( d )  z = x ( z g +  ya)-i12 Sol. dz = Y ( y  d z  - x  d y )  
(x2 + yz)3/2 

22. La frecuencia fundamental de vibracibn de un hilo o una varilla de sección circular sometidos a una tensibn Tviene dada 

1 
por n = -12. siendo I la longitud, r el radio y d la densidad. Calcular. aproximadamente, la variacibn de Ia 

2rl 
frecuencia, cuando (a) 1 aumenta en dl, (6) T aumenta en dT. (c) 1 y T se modifican, simultáneamente, en las cantida- 
des citadas. 

n n Sol. (a)  - - d l ,  ( b )  - d T ,  ( c )  n 
1 

23. Hallar. mediante el cálculo diferencial: 

(a) el volumen de un prisma recto de base cuadrada de lado 8,085 y de altura 9,996 centímetros. Sol. 680,544 cms. 
(6) la diagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m. 

24. Calcular, aproximadamente, el máximo error probable y el porcentaje de error cuando se halla z mediante las f6rmulas: 

(a) z = n r a h ;  r=5*0,05,  h = 1 2 f  0.1. Sol. 8,5n; 2,8 % 
(b) l/z = l / f+ l/g; f=4*00,1.  g=8&0 ,02 .  Sol. 0,0867; 0,25 % 
(c) z = y/x; x = 1,8f 0,1, y = 2,4* 0.1. Sol. 0,13; 10% 

25. Calcular, aproximadamente, el máximo porcentaje de error en: 
(a) w = =sabiendo que el error probable en la medida de g es del 1 %, y el correspondiente en la medida de 6, 4 % 

do - 1 dg 
~nd.  1nu = g( ing  - inb);  - - - (- - T), 1$1 = o,oc. 171 .= 0,005. SO/.  0,005 

3 9  

(b) g = h/ ta  sabiendo que el error probable en la medida de s es del 1 %, y el de la medida de t, del 4 %. 
Sol. 0,015. 

26. Hallar duldt, siendo: 

(a) u = x2y3, x = 2t3, y = 3ta. Sol. 6xyPt(2yt + 3x). 
(6) u = x cos y + y sen x, x = sen 2t, y = cos 2t. 

Sol. 2(cos y + y cos x) cos 21 - 2(-x sen y + sen x) sen 2t. 

(c) u = x y  + yz + ZX, x =e1, y = e-', z = e '+ e-'. Sol. (x + 2y + zlet- (2x + y + z)e-'. 

27. En un instante dado, el radio de un cilindro recto circular mide 6 centímetros y aumenta a r a z h  de 0,2 centímetros por 
segundo, mientras que su altura, que mide 8 ffintlmetros, disminuye a raz6n de 0.4 centímetrOs por segundo. Hallar fa 
yariacibn, con respecto al tiempo, del (a) volumen, (6) drea total, en el instante considerado. 
Sol. (a)  4,8n cms/s, (6) 3,2n cmP/s. 

28. Una partícula se mueve en un plano de forma que su abscisa y su ordenada vienen dadas, en funcibn del tiempo, por 
x = 2 + 3t, y = tP  + 4, en donde x e y se expresan en metros y t en minutos. Hallar la variación de la distancia al 
origen en la unidad de tiempo en el instante t = 1. Sol. 5/fim/min. 
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de intersección de la superficie x P + 3xy + 3 y L  zzP con el plano 
x - 2y + 4 = O. Cuando x - 2 y aumenta a raz6n de 3 unidades por segundo, hallar (u) la variaci6n de y en la un¡. 
dad de tiempo, (b) la variación de z en la unidad de tiempo, (c) la velocidad del punto móvil. 
Sol. (a) inc. 312 unidadeslseg. (b) inc. 75/14 unidadeslseg. en (2, 3, 7 )  y dec. 75/14 zinidades/seg en (2, 3, -7), 

(c) 6,3 un idadeslseg 

30. Hallar az/ as y az/ at, siendo: 

(b) z = xa + 3xy + ya, x = sen s + cos t ,  y = sen s - cos t. Sol, 5(x + y) cos S, (x  -y )  sen t 
(c) z = xa + 2 9 ,  x = e 8 - e ' ,  y = e 8 + e ' .  Sol. 2(x + 2y)e; 2(2y - x)et 

(d) z = sen (4x + 5y). x = s + t ,  y = s - t. Sol. 9 COS (4x + 5y), - COS (4x + 5y) 

(e)  z = ew, x = S* + 2st, y = 2st + tu. Sol. 2ew {tx  + (S  + tly), 
2ew {(S + t)x + sy) 

31. (a) Si u = f (x,  y) y x = r cos 8, y = r sen 8, demostrar que 

(6) Si u = f (x ,  y) y x = r cosh S, y = r senh S ,  demostrar que 

asz - 1 aaz 
32. (a) Si z = f ( x  + ay) + g(x - ay), demostrar que - - - 

aB aya 

Ind. Hacer z = f(u) + g(v), u = x + ay, v = x -ay. 

(7 az az 
(b) Si z = xn f , demostrar que x + y - = nz. 

ay 

(c) Si z = f ( x ,  y), x = g(t), y = h(t), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad (PAg. 259). 

dZz - = fz,(gl) '  + 2f,,g1h' + fy , (h ' )2  + fzg" + fsh" dtZ 

( d )  Si z = f (x ,  y), x = g(r, S),  y = h(r, S),  demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad 

33.. Una función,f (x ,  y), es homogbnea de orden n, si f( tx,  ty) = tn f ( x ,  y). [Por ejemplo, f ( x ,  y) = xs + 2xy + 3yg es homo- 
génea de segundo orden; f ( x ,  y) = x sen y/x + y cos y/x es homogknea de primer orden.] Derivar f(tx, ty) = tn f ( x ,  y) 
con respecto a t ,  y sustituir t por 1 para demostrar que xfr + y f ,  = nf. Comprobar esta fdrmula aplicándola a las 
funciones de los dos ejemplos. Véase, tambien, el Problema 32 (b). 

au av 
34. Si z = +(u, v) siendo u = / ( x ,  y) y v = g(x,  y), y si - = - y ax ay 

au av - = - -  , demostrar que 
ay ax 

a2$ a2m {(aTt)' (av  J )(% a l * )  ( b )  7+2 = - ax ay az + - az 

35. Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las fórmulas de derivación (2) y (3). Ind. Para la (2), dividir por dt .  



Funciones implícitas 

LA DERIVADA de una función de una variable, definida implícitamente mediante una relación f(x, y) = 0, 
se trató en el Capítulo 6. Ahora, vamos a enunciar sin demostración, los teoremas siguientes: 

1. Si f(x, y) es continua en una región del plano que contiene a un punto (x,, y,) para el cual 
f(x,y,) = O, las derivadas parciales af/lax y aflay son continuas en dicha región y af/ay # O 
en (x,, y,), existe un intervalo en torno de (x,, y,) en el que se puede despejar y de la ecua- 
ción f(x, y) = O, siendo y una función continua y derivable con respecto a x: y = +(x) con 

(Ver Problemas 1-3.) 
En el caso de tres variables, se verifica 

II. Si f(x, y, z) es continua en una región del plano que contiene a un punto (x,, y,, z,) para el 
aF aF aF 

cual F(x,, y,, z,) = O, las derivadas parciales - - - son continuas en dicha región, y ax9 a v 9  az 
aF/az # O en (x,, y,, z,), existe un intervalo en torno de.(x,, y,, z,) en el que se puede despe- 
jar z de la ecuación F(x, y, z) = O, siendo z una función continua y derivable de x e y: 

az aF/ax az - ~ F I ~ Y  z = +(x, y) con 2, = +(x,, y,) y --- = - -- - - - 
8x aF/i3z ' ay aF/az ' 

(Ver Problemas 4-5.) 

111. Si f(x, y, u, v) y g(x, y, u, v) son continuas en una región que contiene al punto (x,, y,, u,, v,) 
para el cual f(x,, y,, u,, 11,) = O y g(x,, y,, u,, v,) = O, y las primeras derivadas parciales 

de f y g son continuas en dicha región, y si en (x,, y,, u,, v,) el determinante J -- (f.:) 
s .  r 

a f ~ a ~  V I ~ V  / 
= I # O, existe un intervalo en torno de (x,, y,, u,, v,) en el que del sistema 

&/au aglavl 
f(xi i . u ,  v)-= 0' y g(x, y, u, v) = O se puede despejar u y v como funciones continuas y deri- 
vables de x e y: u = 4(x, y), v = y(x, y). Si en el punto (x,, y,, u,, vo) el determinante 

J ( - )  +. O, existe un intervalo en torno de (x,, y,, uo, v,) en el que del sistema f(x, y, u, 
x, Y 

S . -  , 
v) = O y g(x, y, u, v) = O se puede despejar x e y como funciones continuas y derivables de 
u y v: x = h(u, v), y = k(u, v). 

(Ver Problemas 6-7.) 

Problemas resueltos 
1. Aplicando el teorema 1, demostrar que xa + ya - 13 = O define a y como función derivable de x en un intervalo del 

punto (2, 3) que no comprenda a ningún punto del eje x. Hallar la derivada en dicho punto. 

Sea f(x, y) y xt + yZ - 13. Tendremos, f(2,3) = O, mientras que en el intervalo de (2, 3) anterior, la función está 
definida, sus derivadas parciales af/ ax = 2x y af/ ay = 2y son continuas y af/ ay # O. Por consiguiente, 
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dy af af dv a l  a~ 2. Hallar -, siendo f(x, y) E ya + xy - 12 = 0. - y, - 3y1 + x, Y E - e - Y 
dr a~ dr afl 3~~ + x ' 

3. Hallar dyldx, siendo eZsen y + e'senx = 1. 

al/ ax dv Haciendo f (x, y) = es sen y + ei sen x - 1. Tenemos - = - - = - e
Zseny + eicosx 

dx a !  ay etcosy + e'senx' 

4. Hallar azl ax y az/ ay, siendo F(x, y, Z) = x1 + 3xy - 2y1 + ~ X Z  + za = 0. 

Tomando z como una funcibn de x e y definida por la relacibn y  derivando parcialmente con respecto a x y  de 
nuevo con respecto a y, tenemos 

( i i )  

az a ~ l a z  - - 3% - 4y De (i), - = - - - aFlazl - 2% + 3~ + 3%. de (ii), - - - - 
a~ a ~ l a ~  32 + 22 S ay aFldz SS + 22 ' 

5. Hallar azl ax y  az/ay, siendo sen xy + sen yz + sen zx = 1. 
Sea F(x, y, z) = sen xy + sen yz + sen zx - 1 ; tendremos 

d F  aF - = y COS zy + z COS zz, - - aF 
as ay 

- z COS zy + z COS yz, - = y COS yz + z cos zz 
az 

8% - - - t3Fldz - -- - - I I C O S X ~ + Z C O S Z X  - az = - - a ~ / a y  - - - X C O S X ~ + Z C O S ~ Z  

az dFldz ~ C O S ~ Z + X C O S Z Z '  ay dF/dz y cos Y 2  + x coszx 

6. Si u y v se definen como funciones de x e y por las ecuaciones 

f ( x , y , u , v )  = x + y S + 2 u v  = O ,  g (z ,y ,u ,v )  = 2 - x y + y = + u 2 + v a  = 0, 
hallar (i) au/ a ~ ,  avl ax y  ( i i )  au/ ay, avl ay. 

(i) Derivando f y  g parcialmente con respecto a x, tenemos 

au av au av 
1 + 2vaz+ 2u- = o y  22 - y  + 2 u - $  2v- = o az 8% az 

au av 
Despejando - y  - del sistema de ecuaciones ax ax 

( i i )  Derivando f y  g parcialmente con respecto a y, tenemos 

Luego 
au - u(z - 2y) + 2vy - - av - v(2y - z )  - 2uy 

Y -  - 
ay 2(u2 - v') ay 2(u1 - v1) 

au av au av a~ ay a~ ay 
7. Siendo us - v1 + 2x + 3y = O. y  uv + x - y  = O, hallar (a) - - - - w a y ,  a y ,  

Y  (b) -, -, - -a a~ au av a~ 
(a) Aquí x e y se consideran como variables independientes. 

Derivando las ecuaciones dadas parcialmente con respecto a x :  

au u + v  av v-u 
Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos - = - a~ "1 + va Y aX = U¶ + VI '  

Derivando, las ecuaciones dadas, parcialmente con respecto a y :  

au 2~ - 3u av 2u + 3v 
Resolviendo el sistema. obtenemos - = ay 2 (~1  + $1 Y 5 = 2(ua + ~3 ' 
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(b) Aqul u y v se consideran como variables independientes. 

Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a u! 
az: ay 3% 224 + 3~ y dy=- 2 ( ~  - U) Z u + d ~ + 3 3 -  = 0 Y v +- --  = O. Luego z=-- 

au au au au 6 au 6 ' 

Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a v: 

Problemas propuestos 

8. Hallar &/&, siendo: 

(O) xa-xay+xya-ya=l  (b)xy-efseny=O (c)h(xl+yt)-arctagy/x=O 

9. Hallar &/ax y az/ ay, siendo: 

(a) 32' + 4y' - 61' = 60 
3z 4~ Sol. azlaz = - azlay = - 
62 ' 62 

(b) z' + y' + z' + 22y + 4yz + 822 = 20 az - Z + Y + ~ Z  az 
Sol. - - - - = -  z + y + 2 z  

d z  4x4-2y-I-z' ay 4x4-2y+z 

(e) z + 3 y + 2 z  = lnz  
az z a2 - 3% Sol. - = - - - - 
mi i - 2 ~ ' a y  1-22 
dz z 8% - -ef sen (y + z) 

Sol. - = 8% 1 + eS=n(y+z) '  a y -  l + e f  sen(y+z) 

(e) sen(x + y) + stn(y +z)+sen(z + x) = 1 

a2 Sol. - = - cos (z  + y) + cos (2 + 2) az - = -  tos (2 + y) + cos (y + 2) 
az eos (y + z) + coa (z + z) ' ay coa (y + Z) + C 0 8  (Z + z) 

10. Hallar las primeras y segundas derivadas parciales de z, siendo: xa + 2yz + 2zx = 1. 

a~ X + Z  a2 - z alz - x - y + 22 a'% - x + 22 as% - 22 Sol. - = - - - - - - - --- 
a~ ~ + y '  ay (X +y)' ' a~ ay (x +y)" ay' ( z  + y)' 

11. Si F(x, y, z) = O demostrar que a". dy . !? = 
ay az a~ -1. 

af ag af as 
-*i - -m- 

& 13. Si z - f(x, y) y d x ,  y) = O, demostrar que - = as  ay ay az = 
dz ag - - 

14. Hallar las primeras derivadas parcialea de u y v con respecto a x. e y, y las primeras derivadas parciales de x e y con 
respecto a u y v, siendo 2 u - v + x a + x y  =O,  u +  2v+xy-?=O. 

15. Si u = x + y  + z, v = x1 + y' + 2, w = xa + ya + z8, demostrar que 



Capítulo 59 
Curvas y superficies en el espacio 

TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA. Una curva en el espacio, se expresa en forma para- 
métrica mediante las ecuaciones 

I mntn .  
piano normal 

La ecuación de la tangente a la curva en el punto 
Po(xo, yo, 2,) (determinado por t = to) es 

X - xo 2 - 20 - - -  
Y - Yo - - 

d x  dzJ dz  (2) 
d t dt ¿G 

y la ecuación.de1 plano normal (pasa por Po y es per- 
pendicular a la tangente) es 

Fig. 59-1 

En (2) y (3), las derivadas están particularizadas en el punto Po. 
(Ver Problemas 1-2.) 

PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE. La ecuación del plano tangente a la super- 
ficie F(x, y, z) = O en uno de sus puntos Po(xo, yo, zo) es 

aF dF aF 
- ( x - $ O ) + - ( y - y o ) + - ( z - Z O )  a x = o (4)  

ay a~ 
y la ecuación de la normal 

2 - 20 ?J - Yo Z - Zo - - - - - -  
aF - aF - aF (5)  
ax ay az 

Las derivadas parciales están particularizadas en el 
punto Po. (Fig. 59-2.) Fig. 59-2 

(Ver Problemas 3-9.) 

UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones 

F ( x ,  y, Z )  = 0 ,  G(x ,  Y, 2) = 0 

1.as ecuaciones de la tangente a la curva en el punto Po(xo, yo, zO) es 
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y la ecuación del plano normal es 

En (7) y (8), las derivadas parciales están particularizadas en el punto Po. 
(Ver Problemas 10-1 1 .) 

a F  aF - - 
ay az 
aG a G  - 
ay Z 

Problemas resueltos 

1. Deducir las ecuaciones (2) y (3) de la tangente y del plano normal a la superficie x = f(t),  y = A l ) ,  z = h(t) en el 
punto Pdx,. yo,zo) determinado por el valor del parametro t = r ,  (ver Fig. 59-1). 

(x - xo) + 

Sea P',(x0 + Ax,  y, + Ay, zo + Az)  otro punto de la curva correspondiente al valor r = to + At. Cuando P', + Po 
a lo largo de la curva, la cuerda Po P', tiende a la tangente en Po como posición limite. 

Las componentes de la cuerda Po P', son [Ax ,  Ay, Az]. Dividiendo cada una de ellas por el incremento del para- 

metro resulta, [A, *, o] . Ahora bien. cuando P., + Po, Ar + O y -, -, - [ At Ar At At At Ar dr'dr'di 
serán las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en Po. Por consiguiente, llamando P(x, y, z )  un punto 
gentrico de la tangente, [ x  - xo, y - yo, z - z,] serán las componentes del vector Po P. En resumen, la ecuacibn de la 

aF aF - 
az % 
aG aG - - 
az az 

ianpnte pedida será: 

z-zo - v - Y O  = 2 - 2 0  

dx ld t  - dy ld t  dzld t 

(Y - 90) + 

Sea R(x,  y, z )  un punto gentrico del plano normal en Po; como Po R y Po P son perpendiculares, la ecuación del 
plano normal en el punto Po es: 

dx d v  dz 
( z - ~ g ) -  + ( v - 2 / 0 ) ~  + ( 2 - 2 0 ) -  = O d t  d t  

2. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a :  

aF aF - 
ax al/ 
aG aG - 
ax al/ 

(a) la curva x = r, y = r2, z = t-n el punto t = 1, 
(b) la curva x = r - 2, y = 31% + 1, z = 2tS en el punto donde corta al plano yz. 

(2 - 20) = o (8)  

(a) En el punto t = 1 o sea (1, 1 ,  l ) ,  dxldr = 1 ,  dyldt = 2r = 2, y dzldt = 3t8 = 3. Aplicando (2). la ecuación de la tan- 
x - 1  y -1  - z- 1  

gente es ------ =--- 
1 2 3 

y. aplicando (3). la ecuación del plano normal es ( x  - 1) + 20, - 1) + 3(z - 1) 

= ~ + 2 y + 3 z - 6 = 0 .  

(b) La curva dada corta el plano yz en el punto en el que x = t - 2 = O, es decir, en el punto t = 2, o sea (0, 13.16). 
x y- 1 3- 1- 1 6  

En este punto, dxldt = 1, dyldr = 6t = 12, y dz/dt = 6iB = 24. La ecuación de la tangente es - = - - -- 1 12 24 

y la ecuación del plano normal es x + 12(y - 13) + 24(z - 16) = x + 12y + 242 - 540 = 0. 
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3. Deducir las ecuaciones (4) y (5) del plano tangente y de la normal a la superficie F(x, y, z) = O en el punto Po(xo, yo, z,). 
(Ver Fig. 59-2). 

Sean x = f( t) ,  y = g(t), z = h(t), las ecuaciones paramttricas de una curva de la superficie F(x, y, z )  = O que pasa 
por el punto Po. En este punto tendremos: 

en donde las derivadas estan particularizadas en dicho punto Po. 

Erta relaci6n expresa que la recta que pasa por Po de componentes (i) dz es perpendicular a la recta 
[di' S 'S  1 

que, pasando tambikn por Po, tiene de componentes (ii) - - - . Las componentes (i) pertenecen a la tangente [E* be E] 
a la curva situada en el plano tangente a la superficie. y las componentes (ii) son las de la normal a la superficie en el 
punto P.. La ecuaci6n de esta normal es 

y la ecuaci6n del plano tangente en Po es 

En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas 
en los puntos indicados. 

4. z = 3x2 + 2yP-11; (2 ,  1.3). 
aF aF 

Ponemos F(x, y , z )  = 3xP + 2ya-  z - 11 = 0. En(2,1,3): - = 6x = 12, - = 4y = 4, y - = - ax ay 
aF 1. 
a2 

La ecuación del plano tangente es 12(x - 2) + 4(y - 1) - ( z  - 3) = O, O sea 12r + 4~ - = 25. 
x- 2  y - 1  2 - 3  

La ecuacidn de la normal es --- = - = ---. 
12 4 -1 

aF dF aF 
En (1 ,  - 2 , l ) :  - = 22 + 3y + 4 = 0 ,  - = 6 y  + 32 - 102 = -19, = -82 - 10y - 5 = 7. 

az ay 

La ecuacibn del plano tangente es O(x - 1 )  - 19(y + 2)  + 7(z - 1) = O, o sea 19y - 72 + 45 = 0. 
x - 1  - y + 2  - z- 1  La ecuaci6n de la normal es - - - - - o 7 

, o s e a x = 1 , 7 y +  192-5=0.  
-19 

xa yP z= 
6. Demostrar que la ecuaci6n del plano tangente a la superficie - - - - - 

a' bs ca 
= 1 en el punto Po(xo, yo, zo) 

zzo yyo zzo - 
' S  7 - 7 - F  - 1. 

- - - -- - 2x0 dF - 22, aF - 2yo - -- En Po: - 
dz a' ' dy b" dz c' ' 

22 2 ~ 0  220 La ecuación del plano tangene e 0 ( z  - 2.) - bi- (Y - yo) - - ( Z  - = 0. aP cP 

2: Y: 2: - 1, ya que Po pertenece a la superficie. quese reducea 22"-No- E!! = - 
aa bP c4 a' b2 ca 

7. Demostrar que las superficies 

FCx, y, z )  = xa + 4ya - 4z1 - 4 = O y G(x, y, z )  = x a + y' + zP - 6x - 6y + 22 + 10 = O son tangentes en 
el punto (2, 1, 1). 

Tendremos que demosrrar que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punto dado. 

Como las componentes t4.8, -81 y [-2, 4 . 4 1  de las normales a las dos superficies son proporcionales, ambas 
tienen el mismo plano tangente, 
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8. Demostrar que las superficies F(x. y. z) = xy + yz - 4zx = O y G(x, y. Z) = 3zs - 5x + y = O Se cortan ortogonal- 
mente en el punto ( l ,2 ,  1). 

Hemos de demostrar que los planos tangentes a las superficies;en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que 
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares 

aF aF aF En (1,2,1): - = y - 4z = -2, - = x + z = 2, y - = y - 4x = -2. Las componentes de la normal 
ax ay az 

a F(x, y, z) = O son [ I , ,  ni,, ni,] = [l. -1, 1 1. 
ac a c  a c  En (1,2,1): - = -5. - = 1, y -- = 62 = 6. Las componentes de la normal a C(x, y, z) = O son 
ax ay az  

[ I , ,  m8, n,l = i-5, 1, 61. 

Como I,I, + m,nl, + n,n2 - 1(-5) + (-1)l + l(6) = O, dichas rectas son perpendiculares. 

9. Demostrar que las superficies F(x, y, z) = 3xs + 4ys + 8zs - 36 = O y G(x, y, z) = x2 + 2y
g - 4zs - 6 = O se cortan 

en Angulo recto. 

En un punto Po(x0, y,,, zo)'común a las dos superficies: 
aF aF - = 6x0, - aF = 1 6 ~ ~ .  y [3x0, 4yo. 841 ron las componentes de la normal a la superfrie en Po. ax ay = $YO, , 

Análogamente, [x, 2y0, 4 z o ]  son las componentes de la normal a G(x, y, 2 )  = O en Po. 

Como 3x0(xo) + 4yo(2yo) + 824-420) = 3 4  + 8y: - 32%; 

dichas direcciones son perpendiculares. = 6(2: + 2y,0 - 42;) - (3%: + 4y: + 82;) = 6(6) - 36 = 0, 

10. Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal a la curva alabeada C: F(x, y, z) = O, G(x, y, 2) = O 
en uno de sus puntos P,(xo, yo, z&. 

alr  alr a F  En Po las direcciones - - -1 y [S E, E] son, respectivamente, perpendiculares a los 
az ' ay ' az a~ ' ay az 

planos tangentes a las superficies F(x, y, z) = O y G(x, y, z) = O. Como la direcci6n 

aFlaz dFldz aF/az dFldy 

dG/dz a G / a ~  ~ G I ~ X  ~ G I ~ Y  II 
es perpendicular a dichas direcciones, será la de la tangente a C en Po. Por tanto, la ecuacion de la tangente es 

y la ecuaci6n del plano normal es 

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva xt + yg + zg = 14, x + y + z = 6 en el punto (l,2,3). 

S e a F ~ x . y . z ) = ~ ~ + y ~ + z ~ - 1 4 = O y C ( x , y , z ) = x + y + z - 6 = O . E n ( 1 , 2 , 3 ) :  

x-1 - y- 2 1 - 3  Como 11, -2,1] son componentes de la tangente, su ecuacibn es - - - = - 
1 1 y la ecuación del plano -2 

normal es (x - 1) - 2(y - 2) + (z - 3) = x - 2y + r = 0. 
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Problemas propuestos 

z, U. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 

( a )  x = 2 t ,  y = tu ,  z  = ta; t = 1 2 - 2  - y - 1  Sol. - - - - 
2 ' - ' ,  2 2 + 2 y + 3 z - 9  = . O  2 --. 3 

(6)  z = te', y = e', z = t; t = O 2 sol .  - = - - -. 
1 1 - x + y + z - i  = O  

( c )  x = t cos t, y = t  sent, z =,t ;  t = O  Sol.. Z = Z ,  # = O ;  X + Z  = O 

13. Demostrar que las curvas (i) x = 2 - t ,  y = -l/t,  z = 2t8 y (ii) x = 1 + 8, y = sen 8 - 1 ,  z = 2 cos 8 se cortan en 
hngulo recto en P ( l ,  -1.2). Obtener las ecuaciones de la tangente y del plano normal a cada curva en P. 

Sol. (i) ==e==; x - y - 4 ~ + 6 = 0  (ii) 2 - y = 2 ,  z = 2 ;  z + y = O  - 1 1 4 

14. Demostrar que las tangentes a la hélice x = a cos t ,  y = a sen t .  z = bt cortan al plano xy formando el mismo ángulo. 

15. Demostrar que la longitud de la curva (1) desde el punto t = t ,  hasta el t = t ,  viene dada por 

Calcular la longitud de la hdlice del Problema 14 desde t = O a t = t,. Sol. 2/- t l .  

16. *Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 

( a )  x' + 2ya + 22' = 5 ,  32 - 2y - z = 0 ;  (1 ,1 ,1 )  
( 6 )  92"+ 4ya - 362 = 0, 32 + y + z - z2 - 1 = 0 ;  (2 ,  -3,2) ( c )  42' = x y ,  x2 + y' = 82; (2 ,2 ,1)  

2 - 1  - y - 1  - 2 - 1  SO'. (a)  - - - - - 2 7 
2 x + 7 y - 8 z - l  = O  

-8 ' 
2 - 2  - z -  ( b )  - - - 

1 1 
2 ,  y + 3  = O ;  x + z - 4  = O 

17. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas en el punto indicado: 
2 - 1  - y + 2  - 2 - 3  

(a)  x a +  ya + zP = 14; (1, -2,3) Sol. z - 2y + 32 = 14; - - - - - 
1 -2 3 

( c )  z' + 22' = 3y'; (2,  -2, -2) 

2 - 2 1 -  y - y 1  - z-21 Sol. x l Z + y i y + z l z  = 9; - - - - 
2 1 1 21 

2 - 2  - y + 2 - 2 + 2  Sol. 2 + 3y  - 22 = O ;  - - 
1 3 -2 

y + 2  - 5 + 3  
( d )  2x a+ 221/ + y' + z + 1 = 0 ;  (1 ,  -2, -3) Sol. z - 2 y  = 1; z -  1 = O ,  - 

2 -1 

(e) z = z y ;  (3 ,  -4, -12) 
e - y + 4  z + 1 2  Sol. 42 - 3y  + z = 12; --=- 

- 3 1 

18. (a) Demostrar que la suma de los segmentos interceptados sobre los ejes coordenados por el plano tangente a la super- 
ficie x1Ia + + 2'" = a'" en uno de sus puntos es igual a a .  

(6) Demostrar que la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos interceptados sobre los ejes coorde- 
nados por el plano tangente a la superficie x3IS + yai3 + zaI3 = en uno de sus puntos es a. 

19. Demostrar que las superficies dadas son tangentes en los puntos indicados: 

(a) r' + ya + z' - 18, xy 9; (3.3, 0). 
(6) ~ ' + y ' + r ~ 8 ~ - d y - 6 r + 2 4 = 0 . ~ ~ + 3 ~ ' + 2 ~ ~ 9 ; ( 2 , 1 , 1 ) .  

10. Demostrar que las supertieies dadas son perpendicdares en lo$ puntas indicados r 

(a) xa + 2 9  - 42' = 8,  4 x L  ya + 2za = 14; (2,  2, 1). 
(b) xa + yB + t' = 50, r1 + ya - 10z + 25 = 0 ;  (3 ,  4, 5).  

21. Demostrar que cada una de las superficies (i) 14xa + 1 lya  + 82' = 66, (ii) 32' - 5x + y = 0, (iü) xy + yz - 4zx = O 
es perpendicular a las otras dos en el punto ( l ,2 ,  1). 



Capítulo 60 
Derivadas según una dirección 

Máximos y mínimos 

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi- 
cie z = f(x, y) y P(x, y, z) un punto de la misma. Tra- 
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelos a los 
coordenados xOz e yOz, cortarán a la superficie según 
las curvas PR y PS, y al plano xOy según las rectas 
P'M y P'N. 

Las derivadas parciales azlax y azlay particulari- 
zadas en el punto P, o bien en P'(x, y), representan la 
variación de z = P'P cuando permanecen constantes 
y y x respectivamente, es decir, la vanacibn de z según 
las direcciones de los ejes x e y, o sea, las pendientes 
de las curvas PR y PS en el punto P. 

Consideremos, ahora, un plano que pase por P 
y sea perpendicular al plano xOy formando un án- 
gulo 8 con el eje x. Si PQ y P'L son las intersecciones 
de este plano con la superficie, la derivada segí5n la di- 
reccidn 8 de f(x, y) en P (o en P') viene dada por 

- a2 a~ 
&S - - cos 8 + - sen 8 ax ay 

Fig. 60-1 

La derivada según la dirección representa la variación de 2 = P'P en la dirección de P'L, esto es, 
la pendiente de la curva PQ en P. 

La derivada según una dirección en un punto P es una función de 8. Si existe una dirección según 
la cual la derivada en P tiene un máximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la 
funcibn f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente más inclinada que se puede 
trazar a la superficie en el punto P. 

(Ver Problemas 1-8.) 

Dada la función w = F(x, y, z), la derivada en un punto P(x, y, z) seg6n la dirección (a, p, y), 
viene dada por 

(Ver Problema 8.) 

MAXLMOS Y MINiMOS. Supongamos que t - f ( x ,  y) tiene un rnhximo (o un mínimo) en el punto 
P&, y,, p,). Cualquier plano que pase por 5 y sea perpendicular al plano xOy, corta a la super- 
ficie según una curva que tendrh un máximo (o un mínimo) en el punto Po, es decir, la derivada 

af a !  direccional- cos 8 + -- sen O, de z = f(x, y) debe ser igual a O en Po cualquiera que sea el 
ax 

valor de 8. Por tanto, en Po, af/lax = O y af/lay = 0. 
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Los puntos en los cuales z = f(x, y) tiene un máximo (o un mínimo) son aquellos (x,, y,) en 
los que se verifiquen simultáneamente las ecuaciones af/lax = O y af/ay = O. Veamos los distintos 
casos que se pueden presentar: 

Supongamos que z = f(x, y) tengan primera y segunda derivadas parciales eii una cierta región 

en torno al punto (xo, yo, io) en el que ~ a x  y aflay son nulas. Si A = (E)<- (3) (G) < O ax ay axP 
en Po, z = f(x, y) tiene 

a y  ay- 
un mínimo relativo en Po si - +- ->O  ax2 ay2 

a?f a y  < 0 un máximo relativo en Po si -- + - ax2 ay2 

Si A > O ,  no habrá en Po ni máximo ni minimo; si A = O la naturaleza del punto critico Po es 
indeterminada. (Ver Problemas 10-1 5.)  

Problemas resueltos 
1. En la Fig. 60-1, sea P"(x + Ax, y + Ay) un segundo punto de P'L, y representemos por As la distancia P'P". Supo- 

niendo que las primeras derivadas parciales de z = f ( x ,  y) sean continuas, según el hoblema 20 del Capitulo 57, tendremos 

donde c, y E, -+ O cuando Ax y Ay -+ O. El valor medio de la variación de z entre los puntos P' y P" es 

- az a z - - cos e + - sen e + C, c0s.e + e, sen e a~ ay 
siendo 8 el ángulo que la recta P'P" forma con el eje x. Ahora bien, como P" -+ P' a lo largo de P'L, la variaci6n 
instantánea de z, es decir, la derivada direccional en P', es 

2. Hallar la derivada de z = xg  - 6ys en el punto P'(7,Z) según la dirección (a) 8 = 45", (b) 8 = 135". 

La derivada en un punto P'(x, y) según la dirección 8 es 
dz az - =-  

az 
dr ax tos O + - sen 8 = .2x cos O - 12y sen 8 

ay 

(a) En PV(7,2) en la dirección 8 = 45": dzlds = 2 7(+d2> - 12 2 ( 4 f i )  = - 5 d x  
(b) EnP'(7,2)enIadirecciónO = 135": dz/ds = 2*7(-4d2)-12*2(4d2) - -19 f i  

3. Calcular la derivada de z = yezen el punto P'(0, 3) en la dirección (a) 8 = 30". (b) O = 120". 
dz - = yercos6 + e r s e n 8  
ds 

(a) En el punto (O, 3) en la dlremión - ]Oub d z l d ~  - 3 * I ( d f i )  + + & ( 3 f i t  11, 
(b)  kn el pynt? {O, 3) en 1s direccibn 4 = 120" dzlds - 3 a l(-4) + td j=  +(-3 t 6). 

64 
4. La temperatura T de un diuio circular en uno de sus pl~ntos (Y, y} viene dada por T siendo el origen 

x i + y  + 2  
de coordenadas el centra del disco. Hallar, en el punto(1. 2), la variaci6n dc J C O ~  respecto a J segun la dirección e = ~ 1 3 .  ' 

En el punto (1, 2) en la dirección 8 = 7-43: dT - 64 128 1 256 @ - - - ( l + z f i ) #  - ds - ( ( 2  - 49 
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5. El potencial eléctrico Ven un punto (x,  y) viene dado por V = l n i m .  Hallar la variacibn da V con respecto a s en 
el punto (3, 4) según la dirección del punto (2, 6). 

dV x 
-=- cos e + - y seno 
a3 xa + y g  xa +y' 

6- 4  1 2 
Como 8 es un ángulo dekgundo cuadrante tag 8 = - = -2, cos 8 = --, y sen 8 = - 

2- 3  fi fi 

d8 
6 Por tanto. en (3.4) en la dirasión indicadi, 

= & (- $)+ (2) = - 
25 fi 26 ' 

6. Calcular el gradiente de la superficie del Problema 2 en el punto indicado. 

En el punto (7, 2 )  en la dirección 8, dzlds = 14 cos 8 - 24 sen 8. 
dz (g) = -14se" 8 - 2 4 - 8  =o .  Para hallar el valor de 8 para el cual - es máxima, tenemos - 
ds 

Por tanto, tag 8 = -24114 = -1217 y 8 es un ángulo del segundo o del cuarto cuadrante. Si es del segundo cua- 
drante, sen 8 = 12/1/T95 y cos 8 = -7/1/193. Si fuera del cuarto, sen 8 = - 1 2 / m  y cos 8 = 7 / a .  

Como - - = - (- 14 sen 8 - 24 cos 8) = - 14 cos 8 + 24 sen 8 es negativo para un ángulo del cuarto 
des rls de 

dz 
cuadrante, el gradiente es - = 14 

12 
a% 

= 2 -3 y la diredón es 8 = 300" 15'. 

7. Hallar el gradiente de la superficie del Problema 3 en el punto indicado. 

En el punto (0, 3) en la dirección 8, d z l h  = 3 cos 8 + sen 8. 
dz 
ds $ ( $ ) = - 3 r c n ~ + s a 8 = 0 :  Para hallar el valor de 8 para el cual - es máxima, tenemos - 

Luego tag 8 = 113 y 8 es un ángulo del primero o tercer cuadrante. 

(-3 sen 8 + cos 8) = -3 cos 8 - sen 8 es negativo para un ángulo del primer cuadrante, 

dz 
el gradiente es - = 3 

1 
= 6 0  y la dirección es 8 = 18" 26' 

ds 

8. En el Problema 5, demostrar que la variación del potencial Vcon respecto a s es máxima a lo largo de rectas que pasan 
por el origen. 

2 1 dV En un punto (x,, y& en la dirección 8, - .- COS 8 + --- y' sen e. 
ds 2: + y: 2'1 + Y; 

Y,/(%: + 21:) - 
Y' C 0 9  B = O, tag e = " serie+- ( d V )  - - = - Cuando de - 

2: + y: z,/(z: + Y:) 2 1  ' 

Por tanto. 8 es el ángulo de inclinación de la recta que une el origen con el punto (x,, yJ.  

9. Hallar la derivada de F(x, y,  z) = xy + 2x2 - y a  + z8 en el punto (1, -2, 1) a lo largo de la curva x = t ,  y = t - 3, 
z = t' en la dirección creciente de z. 

Las componentes de la tangente a la curva en (1, -2, 1) son [ l ,  1.21 y los cosenos directores 

son [1/fi, 1/fi, 2 / 6 1 .  La derivada en esa dirección es - 

10. Hallar los mixirnos y mínimos de f ( x ,  y) - x' + ya - 4x + 6y + 25. 

af Las condiciones - = 2x - 4 = O y - - 2y + 6 = O se satisfacen cuando x = 2, y = -3. a~ 
Como f(x. y) = (x' - 4x + 4) + (y' + 6y + 9 )  + 25 - 4 - 9 = (x - 2)' + (y + 3)' + 12, es evidente que 

f (2,  - 3) = 12 es un mfnimo de la función, 

Geomktricamente, (2, -3, 12) es el mínimo de la superficie z = xs + ya - 4x + 6y + 25. 
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11. Hallar los mAximos y mInimos de f (x, y) = xa + ya + 3xy. 

a/ a/ h s  condiciones - = 3(xn + y)  = O y - = 3(ya + x) = O se satisfacen cuando x = O, y - O y cuando 
ax ay 

a8f aaf En(0, O): - = 6c = O, - - a8f - 3, y-= 6y=O. Luego -= 
axa ox ay aP 9 > O, y en (o, o) no 

hay mhximo ni mlnimo. 

a"/ a"/ w = -6. Luego (&) 8 - ay - ay = En(- ] ,  -1): = 4, - = 3 
axa ay* 

-27 < O, y 
axa axay aya 

ay < O. Por tanto, f(-1, -1) = 1 es el mhximo de la función. 7F+ayl 

12. Dividir 120 en tres partes de manera que la suma de los productos tomados de dos en dos sea máxima. 

Sean x, y y 120 - (x + y)  las tres partes. 

Tendremos que hallar el máximo de S = xy + (x  + y)(120 - x -Y). 

as as - = y  + ( l a - x - y ) - ( x  + y) = 120-2x-y, - = x + ( 1 2 0 - x - y ) - ( x  + y )  = 120- x- 2y. 
ax ay 

as as 
Cuando - = - = O, tenemos 2r + y = 120 y x + 2y = 120. 

ax ay 
Luego x = 40, y = 40, 120 - (x  + y)  = 40 son las tres partes, y S = 3 4(r = 4 800. 

Para la solución 1, 1, 118, S = 237; evidentemente, S = 4 800 es el valor mhximo. 

13. Determinar el punto del plano 2x - y  + 2z = 16 m8s próximo al origen. 

Sea(x. y, z) el punto buscado; el cuadrado de su distancia al origen es D = x8 + ya + za. Como 2x - y  + 2z = 16, 
y = 2 x + k - 1 6 s e r á D = x S + ( 2 r + 2 z - 1 6 ) * + z 8 .  

Las condiciones aDl ax = 2.x + 4(2x + k - 16) = O y aDl az = 4(2x + 22 - 16) + 21 = O son equivalentes 
a 5x + 42 = 32, 4x + 5z = 32 y x = z = 3 2 P  Como sabemos que existe un punto para el cual D es mInimo 
(3219, -1619,3219) es el punto buscado. 

14. Demostrar que el paralelepipedo de drea total S constante de volumen Vmáximo es un cubo. 

Sean las dimensiones x, y y z. Ser& V = xyz y S = 2(xy + yz + zx). 

De la segunda ecuación se despeja z y se sustituye en la primera, con lo cual, resulta Ven función de x e y. Todavla 
se puede resolver más fácilmente, si se considera a z como una función de x e y. Tendremos 

az y + z  az x + z 
De las dos últimas, - = - -- a~ Y-  =--- 

X+Y ay x + y '  

av 
Luego las condiciones - = yz -  AY.+ z) - av - 0 y -  = x z -  xy(x + = O se reducen a ya(z - x)  = O y ax X + Y  ay X + Y  

XYZ - y )  = O. Por tanto, x = y = z, como queríamos demostrar. 

15. Calcular el volumen V del paralelepipedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el elipsoide 

Sea P(a, y ,  2) un vdrtice, en el primer octante. Tendremos Y = 8ayz. 

Consideremas a z coma una funeibn, de las variables independientes x e y, dada por la ecuacibn del elipsoide. 
Las condiciones necesarias para un máximo son; 

2u 2% 8% - 0. De la ecuación del elipsoide obtenemos 2 + 2 . = I-J y - + - - - 
aZ c' 8% bP C' au 
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Eliminando az/ ax y az/ ay entre estas relaciones y (1)  obtenemos 

Combinando (2) con la ecuacibn del elipsoide llegamos a x = a*/3, y = b f i / 3 ,  y z = c*/3. 
Luego V = 8xyz = (8d19)abc unidades de volumen. 

Problemas propuestos 

16. Hallar las derivadas de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: (a) z = xz + xy + yP, 
(3,  1 ), O'= nl3. (6) z = x" ya - 3xy, (2, 1 ), O = arc tag 213. (c) z = y + x cos xy, (O, O), 6 = n/3. (d) z - 2x2 + 3xy - ya, 
(1, -I), en la direccibn del punto (2, 1). Sol. (a) )(7 + 5 f i ,  (b) 21dW13,  (c) 3(1 + a), (d)  1 1 ~ 5 .  

17. Determinar el gradiente de.las funciones del Problema 16 en los puntos dados. 
sol. (a) d i 4 ,  (b) 3 0 ,  (c) fi (d) 426. 

-. 
18. Demostrar qÚe el gradiente de V = In (x2 + y del Problema 8 es wnstante a lo largo de un círculo xz + y2 = rz. 

19. Dada la superficie z = 8 - 4x2 - 2y2, hallar (a) la direccibn de la máxima pendiente en el punto (1, 1,2) y (b) la dirección 
de la tangente a la curva de nivel z = constante. Obsérvese que ambas direcciones son perpendiculares. 
Sol. (a) arc tag #, tercer cuadrante; (b) arc tag -2. 

20. Demostrar que la suma de los cuadrados de las derivadas de z = f(x, y) en uno cualquiera de sus punt~s  y en dos direc- 
ciones perpendiculares, es igual al cuadrado del gradiente. 

21. Sean las funciones z = f(x, y )  y w = g(x, y) de forma que az/ ax = awl ay y az/ ay = - awl ax. Si 8, y 8, son dos 
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera P(x, y), az/ as, = aw] as, y az/ as, = - ¿lw/ as,. 

22. Hallar la derivada de las funciones siguientes en los puntos dados y en las dircccioncs indicadas: 
(a) xy'z, (2, 1,  3), [ l .  -2,21. (6) x' + y' + za, (1 ,  1 ,  I), en la dirección del punto (2, 3,4). (c) xa + ya - Zrz, 
(1,  3,2), a lo largo de x' + y'- 2x2 = 6, 3x' - y  + 3.2 = O en la dirección creciente de z. 
Sol. (a) -1713 (b) 6-17 (c) O 

23. Hallar los mllximos y mínimos de las funciqnes: 

(a) z = 2x + 4y-xa-ya-3 Sol. Máx. = 2 para .x = 1 ,  y = 2 
(b) z = x3  + ya-3xy Sol. Mín. = -1 para x = 1, y = 1 
(c) z = x2 + +y + 2y2 Sol. Min. = O para x = O, y = O 
(d) 2 = ( x - Y ) ( ~  -XY) Sol. No tiene máx. ni min. 
(e)  z = 2 x t + ~ + 6 x y + 1 0 x - 6 y + 5  Sol. No tiene máx. ni mín. 
( f )  z = 3 x - 3 y - h a - x y * + 2 x 2 y + y a  Sol. Min. = -6 para x = -*6, y = d 6 j 3 ;  

máx. = f l p a r a  x = G ] 6 ,  y = - f i ] 3  
(8) z = xy(2x + 4y + 1) Sol. Máx. = 11216 para x = -116, y = -111 2 

24. Determinar tres números positivos x, y, z tales que: 

(a) x + y + z = 18 y xyz sea máximo. (c) x + y + z = 20 y xyz2 sea máximo. 
(6) xyz = 27 y x + y + z sea mínimo. (d) x + y + z = 12 y x y i a  sea máximo. 
Sol. (a) x = y = z = 6 ,  (b) x = y = z = 3 ,  (c) x = y . = 5 ,  r =  10, (d) x = 2 .  y = 4 ,  z = 6  

25. Calcular el mínimo valor del cuadrado de la distancia del origen al plano Ax + By + Cz + D = 0. 
Sol. Dzl(A' + B2 + C') 

26. [al Hallar el maximo volumen ae una a J a  pa ra i t i ep t~ i t a  cin tapa superior cuya area total er de 108 metr~a cu:rdradw. 
( 0 1  nallar la lnrnlmd dred lora1 oe una caja paraielenineaica sin rana suaeriar de s u i  merrnn cunlcnn de unlumen 
SuL (u1 1Q8 ma

l Ibl 300 m', 

27, Pel~rminar el punto de E = rv - 1 m$ nrnximo a l  origen. sol (O. O. -1 I 

28. Hallar la ecuación del piano Que DaSC por el punto (1, 1,2) y determine, en el primer octante, un volumen mlnirno, 
Sol. 2r + 2y + z = 6. 

29. Determinar los valores de p y q de tal forma que la suma S de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos 
(0,2), ( 1 .  3), y (2, S) a la recta y = px + q sea mínima. 
Ind. S = (q - 2)2 + ( p  + q - 3)¶ + (2p + q - S)'. Sol. p = 312, q = 1116. 



Vectores en el espacio 

EL ESTUDIO DE LA GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
mediante el cálculo vectorial es, normalmente, com- 
plejo debido a que los problemas que en ella se pre- 
sentan se puedeii resolver teniendo en cuenta el con- 
cepto de pendiente. Por el contrario, el estudio de la 
geometría analítica en el espacio se facilita enorme- 
mente introduciendo el concepto y álgebra vectorial. 

Tres vectores a, b, c con el mismo origen no situados 
en un mismo plano n i  paralelos dos a dos, forman un 
triedro a derechas si el sentido de c coincide con el de 
avance de un sacacorchos cuyo movimiento de rota- 
ción sea de a a b (Fig. 61-1). También se verifica que 
el sentido de b corresponde al de avance cuando la ro- 
tación sea de c a a y el de a, con el de avance cuan- Fig. 61-1 
do"1a rotación tiene lugar de b a c. 

Supongamos que los ejes de coordenadas fonnan 
un triedro trirrectángulo a derechas (Fig. 61-2), y sean 
i, j, k los vectores unitarios según los semiejes positivos 
x, y, y z, respectivamente. Teniendo en cuenta lo dicho 
en el Capítulo 18, un vector libre cualquiera a se 
puede expresar en la forma 

y si P(x, y, z) es un punto cualquiera del espacio, el 
vector de posición r de P es 

Toda el álgebra expuesta en el Capítulo 18 es válida 
en este capítulo con la diferencia de que, ahora, hemos , 

de tener en cuenta una dimensión más. Así, pues, si 

a = a,i + a,j + a,k y b = bli + b,j + b,k, tendremos Fig. 61-2 

~a = &al¡ + k u , ~  + ka3k siendo k un escalar cualquiera 

a b = la ( (b 1 cos O ,  siendo 19 el menor ángulo de los formados por a y b 
i * i = j * j = k - k =  1; i - j z j * k = k n i = O  

(al  = * a  = .\/a: + a !  + a :  
a b = O si a = O, o b = O, o si a y b son perpendiculares. 
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De (Z), obtenemos 
- - - . -. - - .- 

Ir1 = 5 r  = Z/x2 + y2 + z2 (24 

para la distancia del punto P(x, y, z) al origen. Tam- 
bién si Pl(xl, y,, zl) y P2(x2, y,, 2,) son dos puiltos 
cualesquiera (ver Fig. 6 1-3) 

es la fórmula que nos da la distancia entre dos puntos. 
b (Ver Problemas 1-3.) 

', Fig. 61-3 

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR. Sean a, #?, y, los ángulos que un vector a = ali + a2j 
+ a,k forma, respectivamente, con los semiejes positivos x, y y z, como se representa en la 
Fig. 61-4. De 

tenemos 

k * a  a3 
cos y = - - - - 

181 181 

Estos son los cosenos directores de a. Como 

el vector u = i cos a + j cos #? + k cos y es un vector 
unitario paralelo a a. -/ 

Fig. 61-4 

VECTOR PERPENDICULAR A OTROS DOS. Sean 

a = a i i + a z j  + a s k  y b = bti + b2j + b3k 

dos vectores no paralelos con el origen común P. Es fácil de demostrar que el vector 

es perpendicular a a y b y, por tanto, al plano que forman. 

En los Problemas 5 y 6 se demuestra que 

Ic I  = la1 Ibl sen 0 
= el área del paralelogramo que tiene a a y b como lados no paralelos. (4)  

i j k  
an a3 

En el caso de que los vectores a y b sean paralelos, b = ka y, según (3)' se deduce que c = 0, 
es decir, c es un vector nulo. Un vector nulo, por definición, tiene de módulo O y dirección y sen- 
tido sin especificar. 

c = = 
bz b3 

al a2 
+ 

a3 al 
at a2 a3 

/ bi b2 b3 b3 bi j + bi  bz 
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. Sean 

dos vectores con el mismo origen P y n  el vector unitario normal al plano formado por a y b, con 
un sentido tal que a, b y n  forman un triedro a derechas de origen P, como se representa en la 
Fig. 61-5. El producto vecforial de a y b es, por definición, 

a x b = Jal lb1 sen e n  (5) t 
siendo 8  el menor de los ángulos formados por a y b. 
Por tanto, a x b es un vector perpendicular a a y b. 

Como se ve en el Problema 6, 

la x bl = a l  lb1 sen 8 

P 
representa el área del paralelogramo que tiene a a y b 
por lados no paralelos. 

Si a y b son paralelos, 8 = O o n, y a Y b = O. Por 
tanto, 

i x i = j  x j = k x k = O  (6)  
Fig. 614 

Si en (5) se invierte el orden de a y b, n se debe sustituir por -n; luego, 

Como se han elegido los ejes coordenados de forma que determinen un triedro a derechas, se 
deduce 

i x j  = k  j x k  = i k x i  = j 
j x i  = -k k x j =  -i i x k  = - j  (a) 

Aplicando la propiedad distributiva (ver Problema 8): 

Multiplicando (9) por -1 y aplicando (7) se obtiene: 

c x ( a + b )  = c x a  + c x b  (9') 

De donde 

( a + b ) x ( c + d )  = a x c  + a x d  + h x c  + b x d  (10) 

(Ver Problemas 9-10.) 

TRIPLE PRODUCTO ESCALAR. Sea 8 (Fig. 61-6) el menor 
de los ángulos formados por los vectores b y c y $ el co- 
rrespondiente de los formados por a y b x  c. El triple 
producto escalar es, por definición, 

a . ( b  x c ) = a q  lb( / c / s e n e n =  la1 Ibl Iclsenecos+ 
=(la1 c o s + ) ( b /  (cl sen 8) = hA 
= volumen del paralelepipedo 

Se demuestra (ver Problema 11) que Fig. 61-6 
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(12) 

De la interpretación del producto a (b x c) como un volumen, se deduce que si a, b, c son tres 
vectores coplanarios, a . (b x c) = O y recíprocamente. 

Los paréntesis, en las expresiones a (b x c) y (a x b) . c no son necesarios. Por ejemplo, 
a b x c solo se puede interpretar bien por el producto a - (b x c), o bien por (a b) x c. Ahora 
bien, a b es un escalar y (a b) x c carece de sentido. 

(Ver Problema 12.) 

TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL. En el Problema 13, se demuestra que 

= - a * ( b x c )  

a x ( b  x c )  = (a*c)b-(a*b)c 
Análogamente, 

(a x b) x c = (a c)b-(b* c)a 

Análogamente, tenemos 

a 0 ( b x c )  = c 0 ( a x b )  = b S ( c x a )  (13) 
Y a - ( b x c )  = - b * ( a x c )  = - c * ( b x a )  = - a - ( c x b )  (1-6) 

al a2 a3 

b ;  b2 b3 
C l  C2 c3 

b e  (a x c) = 

Por tanto, excepto para el caso en que b sea perpendicular a a y c 

aquí es necesario utilizar paréntesis. 

bl b2 b3 
al a2 a3 

C l  C2 c3 

ECUACION DE LA RECTA. Una recta del espacio que pase por un punto dado P,(x,, y,, z,) se define 
como el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y, z) ta!es que P,P es paralelo a una dirección 
dada a = a,i + a2j  + a,k. Sean r, y r los vectores de posición de los puntos de Po y P, respecti- 
vamente. Tendremos 

r - r, = ka (k, un escalar variable) (1 7) 

= - 

es la ecuación vectorial de la recta PP,. Ver Fig. 61-7. 
Poniendo (17) en la forma 

(X - x0)i + CY - yo)j + (z - zo)k = k(a,i + aJ + a&), 

e igualando componentes 

x - X, = kal, y -yO = ka,, z - z ,  = ko3 

eliminando k, llegamos a 

x-xo - Y- Yo - z-=o ----- 
al aa a3 

(18) 

que es la ecuación de la recta en coordenadas cartesianas 
rectangulares. Los números [a,, a,, a,] son las componen- 

tes de la recta y [?, %, %] son sus rosenos direr- 
al la! la1 

tores. Fig. 61-7 
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Si una cualquiera de las componentes a,, a,, a, es cero, el numerador correspondiente en (18) 
también es nulo. Por ejemplo, si al = O, a,, a, # O, la recta viene dada por 

y-yo - 2 - 2 0  x - x o = o ,  - --  
a~ a 3 

ECUACION DEL PLANO. Un plano del espacio que pase 
por un punto dado P,(x,, y,, 2,) se define como el lugar 
geométrico de todas las rectas que pasando por Po son 
perpendiculares a una dirección dada a = Ai + Bj + C k .  
Sea P(x, y, z )  otro punto cualquiera del plano. En estas 
condiciones, r - r ,  = Po P es perpendicular a a, como 
se representa en la Fig. 61-8, y la ecuación del plano será 

(r - r,) a = O (19) 

En coordenadas rectangulares, tendremos 
0Y Fig. 61-8 

{ (x  - x,)i + (Y - yo)j + ( z  - z,)k) (Ai + Bj + Ck)  = O 
A(x - x0) + B b  - y,) + C(Z - z,) = O 

A x + B y + C z + D = O  

Recíprocamente, sea P,(x,, y,, z,) un punto de la superficie 

A x + B y + C z + D = O  
Sustituyendo Ax, + By, + Cz, + D = O 

Restando, 
A(x - xo) + B b  - yo) + C(z - zo) 

= ( ~ i  + ~j + Ck) ((x - x $  + ( y  -y,)j + ( z  - Z O ) ~ )  = O 

el vector constante Ai  + Bj + Ck es normal a la superficie, por lo cual dicha superficie es un plano. 

Problemas resueltos 
Hallar la distancia del punto P, (1, 2, 3) al: (a) origen, (b) eje x, (c) eje z, 
(4 plano xy, (e) punto P, (3, -1,s). 

(a) r = OPl = i + 2j + 3k; Ir( = d1' + 2' + 3' = 
( b )  APl = AB + BPl = 2j + 3k; JAPiI = d -  = 

(c) DPl = DE + EPi = 2j + i; IDPII = fi 
(d) BPl - 3k; IBP,~ = 3 

(e) PI Pa = (3 - l ) i  + (-1 - 2)j + (5 - 3)k = 2i - 3j + 2k 
IPlPal = dTTGT = m 

Hallar el ángulo 8 formado por los vectores que unen O con P, (1,2,3) 
Y pa (2, -3, -1). 

Fig. 61-9 
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3. Hallar el ángulo a = LBAC del triángulo ABC cuyos vértices son 
A(l,O, 1). B(2. -1, l), e(-& 1,O)- 

4. Hallar los cosenos directores de a = 3i + 12j + 4k. 

Los cosenos directores son 

Fig. 61-10 

5. S i  a = si + azj  + a,k y b = b,i + b,j + b,k son dos vectores trazados desde un punto P y si 

demostrar que Icl = la1 Ibl sen 8, siendo 8 el menor de los ángulos formados por a y b. 

a S b  
Tenemos cos 8 = - 

lal Ibl 
Y 

Luego, Icl = la! Ibl sen n como queríamos demostrar. 

6. Hallar el área del paralelogramo cuyos lados no paralelos son a y b. 

De la Fig. 61-11, h = Ibl sen 8 y el área es h la1 = la1 Ibl seno. 

7. Sean a, y e,, respectivamente, las componentes de a paralela y perpendicular a b, ver Fig. 61-12. Demostrar que 

a, x b = a  x b y a ,  x b = O  

Si 8 es el ángulo formado por a y b, será Ia,I = la1 cos 8 y la,l = la1 sen 8. Como a, a,, b son coplanarios 

a, x b = la,l Ibl sen # n = la] seno lb] n 
= la1 IblsenOn=a x b 

Como al y b son paralelos, al x b = O 

Fig. 61-11 Fig. 61-12 
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8. Demostrar que (a + b) x c = a x c + b x c. 

En la Fig. 61-1 3, el origen P de los vectores a, b, c está en el 
plano del papel, mientras que sus extremos están situados por B 
delante de este plano. Los vectores a, y b, son, respectivamente, 
las componentes perpendiculares a c de a y b. Por tanto, a,, b,, 
a, + b,, a, x c, b, x c y (a, + b 3  x c, están en el plano del 
papel. 

En los triángulos PRS y PMQ, 

lb1 x el - lbll lcl - lbil = M& . - -- - 
PR - la, x cl la11 Icl lall PM ' 

con lo que PRS y PMQ son semejantes. Como PR es perpen- 
dicular a PM y RS lo es a MQ, PS es perpendicular a PQ y a 
PS = PQ x c. Así pues, 

PS = PQ x c = PR + RS R 

o bien (a, + b 3  x c = a, x c + b, x c S 

sustituyendo a, y b, por a y b, respectivamente (ver Problema 7). 
resulta lo que se trataba de demostrar. 

Fig. 61-13 

9. Siendo a = a,i + a,j + a,k y b = bli + b2j + b3k, demostrar que 

Aplicando la propiedad distributiva 

= (a2 b3 - a3 br)i - (al bs - as  bdj + (alba - arbi)k 

10. Deducir el teorema de los senos de la trigonometría plana. 

Consideremos el triángulo ABC cuyos lados son a, b, c de mbdulos a, b, c, respectivamente, y cuyos hgulos inte- 
riores son a, p, A. 

Tendremos 

Como 

Y 

Sea 

a X ( a + b + c )  = a X b +  a X c  = O o a X b  z c X a  

b X ( a + b + c )  = b x a  + b x c  = O o b x e  - a ~ b  

a X b  = b x c  = c X a  

la1 lb1 sen y = lb1 lcl sena = Icl 1.1 senp 

a b s e n y  = bcsena  = c a s e n p  

sen p 
c a b 
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11. Si a = al¡  + a,j + a,k. b = b,i 4- h,j + b,k, y c - c,i . t -  c,j -6 c,,k, demostrar que 

12. Demostrar que a -(a x c)  = 0. 

Por (l2), a (a x C) - (a x a ) .  c = 0. 

13. Si a, b, c son los vectores del Problema 1 1 ,  demostrar que a x (b x c) = (a e c)b -(a b)c. 

como queríamos demostrar. 

14. La mínima distancia d entre dos rectas del espacio que se cruzan;l, y I,, es la distancia de un punto cualquiera de 1, al 
plano que, pasando por 1, es paralelo a 1 , ;  es decir, si P, es un punto de 1, y P, de 1,. des la proyeccibn, prescindiendo 
del signo, de P,P, sobre una perpendicular común a 1, y 1,. 

Supongamos que l I  pasa por el punto P,(x,. y,, zl) y tiene la dirccsión de r - aii t alj + a3k, Y ciut 12 Pasa par 
P2(x2, ye, 12)  y tjcnc Iu d;rcmi¿ii h - bi: + b2j + bsk. 

Como P,P, - (x, - x,)i + (y, - y,)j 4- (z, - r,)k Y el vcctor a .u b cs perpendicular a 1, y I , ,  tendremos 
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15. Hallar la ecuación de la recta que pasa por P,(I, 2. 3) y es paralela a a - 2i - j - 4k. iCuiil de los puntos A(3, 1, -1), 
B(1/2,9/4, 4), C(2,0, 1) estil situado sobre dicha recta? 

De (17). la ecuación vectorial es 

O sea 
( i )  

la ecuación cn coordenadas rectangulares es 

(ii) 
x- 1  y- 2  2 - 3  -- - 

2 -1 4 

Aplicando (ii), se ve fácilmente que A y B pertenecen a la recta, y C, no. 
En la ecuación vectorial (i), para ver si un punto pertenece a una recta, basta dar un valor a k e identificar compo- 

nentes. El punto A pertenece a la recta porque 

para k = 1 .  Aniilogamente B pertenece a la recta, ya que 

para k = - f .  El punto C no pertenece a la recta porque 

no se verifica ningún valor de k. 

16. Hallar la ecuación del plano 

(a) que pasa por Po(l ,  2, 3) y es paralelo a 3x - 2y + 4z - 5 = 0. 
(b) que pasa por Po(l ,  2, 3) y P1(3, -2, l ) ,  y es perpendicular al plano 3% - 2y + 41 - 5 = 0. 

(c) que pasa por P o ( ] ,  2, 31, P1(3, -2, 1) Y P ~ ( 5 , 0 , 4 ) .  

Sea P(x, y, z) un punto generico del plano buscado. 

(a) El vector a = 3i - 2j + 4k es normal al plano dado y al que se quiere hallar. La ecuación vectorial de este 
último es 

( r - r , ) - a  - O 

y cn coordenadas rectangulares es 

3(x - 1 )  - 201 - 2) + 4(z --- 3)  - o 
O sea 3x-2y  + 4 z - 1 1  - O 

(b) El vector r, - r ,  =. 2i - 4j - 2k y a = 3i - 2j + 4k son paralelos al plano pedido; por tanto, (r, - r,) x a 
es normal a dicho plano. Su ecuación vectorial es 

La ecuación en coordenadas rectangulares es 

i j  k 
(r - ro) 2 4 -2 = [(x - 1)i + ( y  - 2)j + ( z  - 3)k] [-20i - 14j + 8k]  ' 3 2 4 1 

- - -20(~-1 ) -14(y -2 )  f 8(z-3)  = O 
O sea 20x + 14y-8z - 24 = O 

(c) El vector r, - r ,  = 21 - 4j - 2k y r, - r, - 4i -. 2j 7k son paralelos al plano pedido, por lo cual 
(rl - rP) x (ri - r,,) es normal a dicho plano. Su ecuación vcctorial 7s 

u In iciiinrifin on rinrirrlonridriri rlintannulnrno nri 

- [(Y - I)i + ( y  - 2)j + (r - 3)k] [24i + 6j + l2kj 

= 2 4 ( ~ -  1 )  + 6 ( y - 2 )  $ 12(z-3) = O  
4 x +  y - t  22- 12 - O  
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17. Hallar la distancia d del punto P , ( l ,  2, 3) al plano x de ecuación 3x  - 2y + Sz - 10 = 0. 

Un vector normal al plano es a - 3i - 2j $ Sk. Tomemos el punto P,(2, 3, 2), del plano x. La distancia d. pres- 
cindiendo del signo, es la proyeccibn de Po P, sobre a. Por tanto, 

Problemas propuestos 
18. Hallar el m6dulo de los vectores 

(a)  a - 2 i +  3j + k. 
(b)  b = 3i - Sj + 9k. 

(c)  C ,  que une P,(3, 4,  S) con P,(1, -2, 3). Sol. (a)  fi, (b)  dm, (c)  2 4 1 1  

19. Dados los vectores del Problema 18: 

(a)  Demostrar que a y b son perpendiculares. 
(b)  Hallar el menor de los ángulos formados por a y c. Idem de b y c. 
(c)  Hallar los ángulos que b forma con los ejes coordenados. 
Sol. (b) 16S014', 8S010'; (c)  7304St, 1 11°47', 32'56'. 

Demostrarque: i - i  = j - j  = k . k  = 1; i - j  = j . k  = k e i  = O .  

Hallar el vector unitario en las direcciones de los vectores a y b del Pro- 
blema 18. 

Hallar los ángulos interiores ,8 y y del triángulo del Problema 3. 
Sol. /? = 22"12', y = 90'16' 

Dado el cubo de arista unidad de la figura, hallar: 

(a)  el ángulo formado por su diagonal y una arista, 
(b) el ángulo formado por su diagonal y la de una cara. 
Sol. (a)  S404q1, (6)  35'16' < 

a - b  
24. Demostrar que la proyección escalar de b sobre a viene dada por -- . 

la l Fig. 61-14 

25. Demostrar que el vector c de la ecuación (3) es perpendicular a los a y b. 

26. Siendo a = i $ j .  b = i - 2k,  c = 2i $ 3j $ 4 k ,  calcular 

(a)  a x b = -2i + 2j - k (e)  a (a x b) = O 

rni o r c L or m DI T ~r r n  ñ co n O - F T  
1~7 ~ ~ a = - - ? ~ t y - n  f,f/ a n 10 n 9 - JI ' p ~ n  

ral ía + o) x (a - DI = 41 - 41 + LK ( n ~  c x (a r; ni - - 111-o! T IUK 

27. Hallar el área del triángulo cuyos vertices son A(1, 2, 31, B(2, -1, 11, C(-2, 1 ,  -1). 
Ind. 1AB x AC( - doble área. Sol. 5&. 

28. Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son OA, OB, OC siendo A(1,2, 3). B(1, 1, 2), C(2, 1, 1 ) .  
Sol. 2. 
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29. Siendo u = a x b, v = b x c,  w = c x a,  demostrar que 

(a) u . c = v a a = w - b  

(b) a - u  = b . u  = O ,  b e  v = c .  v = O ,  c - w  = a . w  = O  
(c) u a ( v  x W )  = { a S ( b  x e))* 

30. Demostrar que (a + b) {(b + c) x ( c  + a))  = 2a ( b  x c). 

31. Hallar el menor ángulo de intersección de los planos 5x - 14y + 2z - 8 = O y 10x - l l y  + 22 + 15 = 0. 
Znd. Hallar el ángulo formado por sus normales. Sol. 22O25' 

32. Hallar la ecuación vectorial de la recta de intersección de los planos x + y - z - 5 = O y 4x - y  - z + 2 = 0. 
Sol. ( X  - 1)i + ( y  - 5)j + ( z  - 1)k = k(-2i - 3j - Sk), siendo Po(I, 5, 1) un punto de la recta. 

33. Hallar la mínima distancia entre la recta que pasa por A(2, -1, -1) y B(6, -8,O) y la que pasa por C(2, 1.2) y 
D(0,2, -1). Sol. <6/6 

34. Definir una recta que pase por el punto P,(x,, y,, zo) como el lugar geomdtrico de los puntos P(x, y. z )  tales que Po P 
y OP, sean perpendiculares. Demostrar que su ecuación vectorial es de la forma (r - r,) r ,  = 0. 

35. Hallar la ecuacih de la recta que pasa por P,(2, -3, 5) y 

(a) es perpendicular a 7 x  - 4y + 2z - 8 = 0. 
(6) es paralela a la recta x - y + 22 + 4 = O, 2x + 3y + 6z - 12 = 0. 
(e) pasa por P1(3, 6,  -2). 

X - 2  y + 3  - 1-5 x d 2 !  y + 3  - 2-5  X - 2  y + 3  2-5 Sol. (a) - = - - - (b) --- - -- 
7 -4 2 12 2 -5 ' 9 -7 

(c) = - - 

36. Hallar la ecuaci6n del plano 

(a) que pasa por P,(1, 2, 3) y es paralelo a a =2i + j - k y b = 3i + 6j - 2k. 
(b) que pasa por P0(2, -3,2) y por la recta 6x  + 4y + 3z + 5 = 0 ,  2x + y + z - 2 = 0. 

(e) que pasa por Po(2, -1, -1) y P1(l, 2, 3) y es perpendicular - a 2x + 3y - 52 - 6 = 0. 
Sol. (a) 4x + y + 92 - 33 = 0 ,  (6) 16x + 7y  + 82 - 27 - O ,  (e)  9x - y  + 32 - 16 = 0. 

37. Siendo ro = i + j + k ,  r, = 2i + 3j + 4k, y r, = 3i 4- 5j + 7k tres vectores de posición, demostrar que 
r ,  x r, + r, x r, + r, x r ,  = O. ~ Q u d  se puede decir de los extremos de estos vectores? 
Sol. Son colineales. 

38. Si Po, P,, P, son tres puntos no colineales y r,, r,, r, son sus vectores de posición, calcular la posici6n de 
r ,  x r, + r, x r, + r, x r ,  con respecto al plano Po P, P,. Sol. Normal. 

39. Demostrar que: (a) a x ( b  x c) + b x ( c  x a)  + c x (a x b) = 0. 
(b) (a x b ) - ( c  x d) = ( a S c ) ( b - d ) - ( a - d ) ( h S c ) .  

40. Demostrar que: (a) Las mediatrices de un triángulo se cortan en un punto. 
(b) Las alturas de un triángulo se cortan en un punto. 

41. Sean A(1,2,3), B(2, -1, 5) y C(4, 1 ,  3) tres vdrtices del paralelogramo ABCD. Mallar: (a) las coordenadas de D, 
(b) el área de ABCDt (c) el Prea de la proyecci6n ortogonal de ABCD sobre cada uno de los planos coordenadas. 
m r .  <a> ~ 5 1 .  d. 1 \. Ib\ tu%- G\ 8.4 -  2. 

42. Demostrar que el área de un paraleloparno en el espacio es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las 
afeas ae las proyeoclones aei paraieiogramo soore los planos wvrucnauus. 



Capítulo 62 
Derivación e integración vectorial 

DERIVACION. Sean 

r  = i f l ( t )  + j f ~ ( t )  + k f 3 ( t )  = i  f i  + j f o  + k f s  
S = i g i ( t )  + jgz( t)  + k g , ( t )  = igl + jg2 + k g s  
u = i h i ( t )  + jh2(t) + kha(t)  = i h i  + jhz + k h 3  

vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar t cuyas primeras y segundas 
derivadas son funciones continuas. 

Se puede demostrar, como se hizo en el Capitulo 18 para los vectores en el plano, que 

Teniendo en cuenta las reglas de derivación de determinantes cuyos elementos son funciones 
de una sola variable, 

Estas fórmulas también se pueden establecer desarrollando los productos indicados antes de derivar. 

De (2) se deduce 

dr - - x ( s x u )  + r x  - x u  + r x  s x -  - dt (di ) ( d) 
CURVAS EN EL ESPACIO. Consideremos la curva 

i j k  
f ;  f; f j  

d d 
- -  ( r  x S )  = 
d t 

- -  
dt + 

~icndo t a ~  prirncra~ y act;uriJaa JGrlradali  d o  E(c), &{c )~  Y'), Pmn5;wncs sont;nnam Sra 71 -.--!-- 4- 
posición de un punto genérico P(x, y, z )  de la curva 

i j k  
f l  f 2  f 3  

dr 
Como se vio en el Capitulo 18, t = - es el vector tangente unitario a la curva. Llamando R al 

dr 

S; 9,' 9; g1 .Q3 

i j k  
f l  f z  f 3  

vector de posición de un punto ( X ,  Y, Z) de la tangente en P, la ecuación vectorial de esta recta es 
(ver Capítulo 61) 

gl 92 g3 
= 
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R - r = kt (k, un escalar variable) 

y la ecuación en coordenadas rectangulares 

X - x  - Y - y  - 
- - 2-2 

dx - - dy d z 
d S ds 

dx dy dz 
ds 

siendo -- - [ ds ' ds ' ,] sus cosenos directores. En la ecuación correspondiente, (2) del Capítulo 59, 

los cosenos directores eran 

La ecuación vectorial del plano normal a la curva en el punto P viene dada por 

( R - r ) - t  = O  ( 7) 

siendo R  el vector de posición de un punto genérico del plano. 
También, como se vio en el Capitulo 18, 

dt 
- es un vector perpendicular a t. Llamando n 
G!Y 
al vector unitario con la dirección y sentido 

dt 
de - tendremos 

ds ' 
d t 
- = lKln ds 

siendo IKI el módulo de la curvatura en P. El 
vector unitario 

se denomina normal principal a la curva en P. 
El vector unitario b en P, definido por 

b = t x n  (9) Fig. 62-1 

recibe el nombre de binormal en P. Los tres vectores t, n, b forman en P un triedro triirectángulo 
a derechas que constituye un sistema de coordenadas muy utilizado en el estudio de una curva 
en las proximidades de uno de sus puntos. (Ver Problemas 1-2.) 

En un punto genérico P de una curva en el espacio los vectores t, n, b determinan tres planos 
mutuamente perpendiculares : 

(i) el plano osculador, formado por t y n, de ecuación 

( R - r ) . b  = O 

(ii) el plano normal, formado por n y b, de ecuación 

( R - r ) * t = O  

(iii) el plano rectificante, formado por t y b, de ecuación 

(R- r )*n  = O 

I ER 511 gs 113 f i ~ ~ ~ ~ I ~ ~ s ,  K 61 vcctur dc pDalY1¿n du un punso pndriou Ji  wmdm rar d i  lri 
planos. 

SUPERFICIES. La ecuación de una superficie es F(x, y, r )  = O (ver Capitulo 59). Expresando x, y, z 
en función de dos variables independientes o parhmetros u y v se obtienen las ecuaciones parame- 
tricas, por ejemplo, 

x = y), Y = f i ( ~ >  y), z =f3(u, v) (10) 
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Si se sustituye u por una constante u, las ecuaciones (10) se transforman en 

X = fi(uo, v), Y = fz(~0,  v), = f a(um v) 

que representan una curva particular de (curva u) la superficie. Análogamente, sustituyendo v por 
el valor constante vo, las ecuaciones (10) se transforman en 

x =-&(u, yo), Y = f b ,  vo), = f*(u, vo) (12) 

que representan otra curva particular de (curva v) la superficie. Ambas curvas se cortan en un punto 
de la superficie que se deduce al sustituir, simultáneamente, u = u,, v = v, en (10). 

El vector de posición de un punto gentrico P de la superficie viene dado por 

Sean (11) y (12) las ecuaciones de las curvas u y v que pasan por P. En estas condiciones 

es un vector tangente a la curva u en P y 

es un vector tangente a la curva v en dicho punto. 
Las dos tangentes determinan un plano que es, 
por consiguiente, el plano tangente a la superfi- 
cie en el punto P. Es evidente que una noma1 piano tanncn~c 

a este plano viene dada por 

dr dr 
- X -  au av (14) 

El vector normal unitario a la superficie en 
P es 

a ar 
- X -  

n = 
au av 
dr ar (15) 

O Hg. 62-2 

Llamando R al vector de posición de un punto genérico de la normal a la superficie en P, resulta 
la ecuación vectorial de esta recta 

Asimismo, llamando R al vector de posición de ;n punto gentrico del plano tangente a la su- 
perficie en el punto P, resulta la ecuación vectorial de dicho plano de la f o m  

OPERADOR V.  En cl Capitulo 60 hcmas visto que la derivada dc la hdci61t r =/(x, u)  co uri punw 
cualquiera (x, y) en una direccián que forme un ángulo f3 con el semieje x positivo, vlene dada por 
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El segundo miembro se puede expresar en la forma siguiente: 

Ahora bien, a = i cos 8 + j sen 8 es un vector unitario cuya dirección forma un ángulo 8 con 
el semieje x positivo. El otro factor, expresado en la forma 

sugiere la definición de un operador diferencial vectorial, V (nabla), dado por 

af af En análisis vectorial la expresión Vf = i - + j - recibe el nombre de gradiente de f y se es- ax a~ 
cribe abreviadamente grad /. De (18) se deduce &e la componente de Vf en la dirección de un 
vector unitario a es la derivada de f en la dirección de dicho vector a. 

Sea r = xi + yj el vector de posición de P(x, y). Como 

- dr 
- vf*, 

dr 
siendo 9 el ángulo formado por los vectores Vf y -, se desprende que - es máximo para cos 9 

ds ds 
dr 

= 1, es decir, cuando Vf y - tienen la misma dirección. Por tanto, la derivada direccional máxima 
ds 

en P es IVf 1, y su dirección es la de V '  (Ver Problema 4.) 

Dada la función w = F(x, y, z), 

y la derivada de F(x, y, z) en un punto arbitrario según la dirección a = a,¡ + a,j + a,k es 

Como en el caso de dos variables, IVFJ es la derivada direccional máxima de F(x, y, z) en el punto 
P(x, y, z) y su dirección es la de VF. (Ver Problema 5.) 

Consideremos, ahora, la superficie F(x, y, z) = O. La ecuación del plano tangente a la superfi- 
cie en uno de sus puntos Po(xo, y,, 2,) es 

en donde las derivadas parciales estan particularizadas en Po. El. primer factor es un vsctar arbi- 
trario que pasa por Po y está contenido en el plano tangente; el segundo factor, V F  en Po, es normal 
al plano tangente, es decir, normal a la superficie en Po. (Ver Problemas 6-7.) 
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DIVERGENCIA Y ROTACIONAI,. La ciiver-gettciu de un vector F = if, (x, y, z) + j f2(x, y, z) + kf, 
(x, y, z), se define por 

a a 
d i v F  = V * F  = 

a 
- f ,  + - f 2  + - f 3  a~ a Y az (22) 

El rotacional del vector F se define por 

rot F = V x F  a a a  

(Ver Problema 8.) 

INTEGRACION. El estudio de la integración vectorial lo limitaremos aquí a los conceptos de integral 
de un vector y de integral curvilínea. Como ejemplo del primer concepto, sea 

F(u) = icos u + j sen u + au k 

un vector función de una variable escalar u. En estas condiciones 

F'(u) = - i s e n u  + j c o s u  + a k  

S F'(u) du = S (- i sen u + j cos i r  + a k) d u  

= i c o s u  + ' j s e n u  + azck + c 

= F(u) + c 

siendo e un vector constante arbitrario independiente de u. También, 
11 = lJ S F ( u ) d u  = [F(u) + = F(b) - F(a) 

ir = a u = a  

(Ver Problemas 9-10.) 

INTEGRAL CURVILINEA. Consideremos dos puntos del espacio, Po y P,, unidos por un arco C que 
puede ser un segmento rectilíneo, una porción de una sola curva x = g,(t), y = g2(t), z = gs(t), 
o bien estar formado por varios subarcos de curvas distintas. En cualquier caso se supone que el 
arco C es continuo en todos sus puntos y que no se corta consigo mismo. Consideremos, además, 
una función vectorial 

que en la refidn del esraslo prdximo a C y cn parilculri cii iodos 105 puntos dr C dcfinc un nctor  
c;onoGiao (cn maauio, uiffiuuion y ucinuuu}, niipirorrirriiiuu pui 

r = xi + yj + rk (24) 

el vector de posicihn de un punto gentrico P ( i ,  Y ,  2 )  de C. La integral 

se denomina integral curvilínea, es decir, la integral a lo largo de la trayectoria C dada. 
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Supongamos que F es un vector representativo de una fuerza dada. El trabajo realizado al des- 
plazar una partícula a lo largo de un camino elemental dr viene dado (ver Problema 9, Capitulo 18) 
Por 

IFI ldrl cos 8 = F*dr  

y el trabajo necesario para desplazar la partícula desde Po a P,, a lo largo del arco C es 

CJ PO 
dr = i d x  + j d y  + k d z  

y (25) toma la .forma 

F * d r  = 1' ( f ~ d r  + f l d y  + f idz)  
C C 0 

(26) 

(Ver Problema 1 l.) 

Problemas resueltos 
1. Una partícula se mueve sobre la curva x = 4 w s  t, y = 4 sen f. z = 6f. Hallar el módulo de la velocidad y de la 

aceleración en el tiempo f = O y f = #n. 

Sea P(x,  y, z) un punto de la curva y 

r = x i + y j + z k  = 4 1 w s f + 4 j s e n f + 6 t t  

su vector de posición. Tendremos 

v = - dr  - -4i wn t  + 4j cos t + 6k dt - 

a = - -  d'r A -4i cos t - 4j sen t  
dt2 

Para t = O :  v = 4 j + 6 k ;  Ivl = d-6 = 2 f i  

Para t = ar: v = -41 + 6k ; ( V I  = d m  = 2\/I3 

2. En el punto (1, 1. 1) para f = 1 de la curva alabeada x = t, y = t', z = fa, calcular 

(a) las ecuaciones de la tangente y del plano normal, 
(b) el vector tangente unitario, la normal principal y la binormal, 
(c) las ecuaciones de la n o k a l  principal y de la binonnal. 

dr - t = -  - d r d t  - -- - i + 2tj +3tPk 
da dt  da (1 + 4t'+ 9t' 

1 Para t = f :  r  = i + j + k  y t =-  m (i + 2j + 3k). 
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(a) Si R es el vector de posici6n de un punto genérico ( X ,  Y, Z )  de la tangente, su ecuación es 

R - r  = kt 

( X-  1)i + ( Y  - 1)j + (2 - l )k  = 
k 
-- (i -k 2j -t- 3k) 
fi 

y en coordenadas rectangulares 

Si R es el vector de posicibn de un punto generico ( X ,  Y, Z) del plano normal, su ecuacibn vectorial es 

o [ (X - 1)i + ( Y  - l ) j  + (2 - l ) k ]  *- l ( i + 2 j + 3 k )  = O 

y en coordenadas rectangulares 
m 

( X- 1 )  + 2 ( Y - 1 )  + 3 ( 2 - 1 )  = X  + 2Y + 3 2  - 6 = O 

[Ver Problema 2(a), Capitulo 59.1 

dt - 1 l i - 8 j + 9 k ;  I$l P a r a t = l :  - - 14 
= IKI , Por tanto 

ds 98 

1  
i j  

b  = t x n  = 
1  1 1  2 1 = - ( 3 i - 3 j + k )  

m- -11 -8 9 m 
(e) Si R es el vector de posicibn de un punto generico ( X ,  Y, Z )  de la normal principal, su ecuacibn vectorial es 

R - r  = kn 

es decir, ( ~ - 1 ) i  + ( Y - l ) j  + ( ~ - 1 ) k  = k - l l i - 8 j + 9 k  
a 6  

y en coordenadas rectangulares 

Si R es el vector de posición de un punto genérico (X, Y, Z )  de la binormal, su ecuacibn es 

R - r  = k * b  

es decir. 

y en coordenadas rectangulares, 
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Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares de la normal son 

Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares del plano tangente son 

es decir, 

Y 

4. (a) Hallar la derivada de f (x ,  y) = x* - 6ya en el punto (7, 2) en la dirección 8 = +rr. 

(b) Hallar el máximo valor de la derivada direccional en el punto (7.2). 

es la derivada pedida. 

(b) En (7,2), vf = 141 - 24j y IVfI = 4-1 = 2 m  es la máxima derivada direccional, ya que 

V f  - 7 - - -  12 i - - j  = 
IVfl 

i cose  + j sene m ,/E 
la dirección es 8 = 300'15'. (Ver Problemas 2 y 6, Capitulo 60.) 

5. (a) Hallar la derivada de F(x, y, z)  = x* - 2ya + 4za en P(1, 1, -1) en la dirección a = 1 + j - k.  

(b)' Hallar el mhximo valor de la derivada direccional en P. 

En ( 1 .  1 ,  -1). VF = 21 - 4j - 8k. 

(a) VF-a = (2i-4j-8k)-(21 + j- k)  = 8 

(b) En P, lVFl = = 2 f i ,  La dirección es a = Zi - 4) - 8k. 

6. Dada la superficie F(x, Y ,  +) = * + 3xyz + 2j4 - za - 5 = O y uno de sus puntos Po(l, 1, l ) ,  hallar 

(a) un vector unitario normal a la superficie en Po, 
(b) la ecuación de la normal en Po, 
(e) la ecuación del plano tangente en Po. 

V F  = (3xa + 3yz)i + (3x2 + 6ya)j + (3xy - 3za)k 

En Po( l ,  1 ,  l), VF = 6i + 9j. 

V F  - 2 (a) --- - - 3 2 3 
IVFI dE +m j es un vector unitario normal en Po; otro es - - i - - ,m j- 

X-1 - Y-1 
(b) La ecuación de la normal es - - -, Z = 1. 2 3 

(c) La ecuación del plano tangente es 2(X- 1) + 3(Y - 1 )  = 2X + 3Y - 5 = 0. 
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Hallar el ángulo de interseccibn de las superficies 

F, := xZ+-yz + z 2 - 9  = O  y F, ~ 2 + 2 y l - z - 8  = 0 

en e1 punto (2,  1, -2). 
VF ,  = V ( x 2  + y2 + za - 9)  = 2xi + 2yj + 2zk 
VF2 = V ( x 2  + 2y2 - z - 8)  = 2ri + 4yj - k 

Como VF,  . VF,  = JVF,I lVF,I cos 8. siendo 8 el ángulo pedido, tendremos, 

(4 i+  2j-4k).(4i  + 4 j - k )  = 14i+2j-4kI 14i + 4 j - k l c o s 8  

de donde cos 8 = -H 1/3j - 0,81236, y 8 = 35"40'. 

8. Siendo B = xy2i + 2x2yzj - 3yz2k, hallar (a)  div B, (b)  rot B. 

( a )  div B = V B = (xy ' i  + 2x2yzj  - 3yz 2k)  

= [ - z 2  - ( r y 2 )  - dz(-3yz2)  7 j + [[a, - (2x2y1) - 

= -(3z2 + 2x21/)i + (4xyz  - 2xy )k  

a a a = - ( x y Z )  + - (2x2yz)  + - (- 3yz2) a~ a Y a .Z 
- - y2 + 2x2z - 6yz  

9. Siendo F(u) = u¡ + (ua - 2u)j + (3u2 + u3)k. calcular (.)S F(u) du y (b) f F(u) du. 
O 

(a) f' F(ii) du = j' [ i i  + (u2 - 2u) j  + (3w2 + w3)k] dw 

( b )  rot B. = V X B = 

siendo c  - c, i  t ca j + c, k con c,, 4, c3 escalares arbitrarios. 

i  j k 
a a - - a - 

a x  ay az 
xyP 2x2yz -3yz2 

dv 10. La aceleración de una partícula en el tiempo t 2 O viene dada por a = - = e'i + e 7  + L. Si para r = O, el despla- 
dr 

zamiento es r = O y la velocidad es v = i + j, hallar r y v en el instante t. 

v = j' a d t  = i( e t d t  + j f eZt dt  + kj' d t  

= eti -t Je2' j  + t k  + CI 
Para t  = O: v = i +  j j + c ,  = i +  j y c i  = & j .  Dedonde 

v = eti + 4 + l ) j  + tk  - 
Y r = f v d t  = e t i + ( f c " + i t ) j  + 4 t 2 k + c r  

Para 2 = O: r = i  + 1 j + c2 := O y cn = -i - $ j .  Por tanto, 

r = (e t 
- 1)i + (&t:2' + &t  - $)j  + J t Z k  
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11. Hallar el trabajo realizado por una fuerza F = (x + yz)i + (y + xz)j + (z + xy)k para desplazar una partícula desde 
el origen a C(1, 1, 1) 

(a) a lo largo de la recta OC 
(6) a lo largo de la curva x = t, y = ra, z = P 
(e) alolargodelasrectas O a  A(l,O,O), A aB(1, 1,0) ,BaC. 

F dr = [(x + yz)i + (Y + xz)j + (z + xy)kI [i dr + j dy + k dzl 
= (X + yz) dx + 0i + xz) dy + (z + XY) dz 

(a) Para la recta OC, x = y = z y dr = dy = dz. 

La integral a calcular es 

(b) A lo largo de la curva: x = t, dx = dr; y = ta, dy = 21 dt; z = t" dz = 3radt. En O. t = O; Y en C,  r = 1. 

(c) D e O a A :  y = z = O , d y = d z = O  y xvar iadeOa1.  

D e A a B :  x =  1, z = O , d x = d z = O e  yvaríadeOa1. 

D e B a C :  x = y = l , d x = d y = O y z v a r I a d e O a  l. 

1: 1 I : 1 .  Ahora bien, para la distancia de O a A, W1 = x dx = - - para la distancia de A o B, W, = y dy = - 2 ' 2 ' 
3 

para la distancia de B a C, W, = (z + 1)dz = -. Por tanto, W = W, + Wa + W, = 512. 2 

En general, el valor de la integral curvilinea depende del camino de integración. En este caso, sin embargo, no es 
asl. es decir, el valor de la integral resulta independiente del camino de integración. Se demuestra que una intelgal 

cucvilhea 1 (f, dr + f. dy + f. dz) es independiente del camino de. integración siempre que exista una función 

Obsérvese que el integrando de este problema es 

(X + YZ) dr + 0i + XZ) dy + (Z + XY) m = d{f(~*  + Y* + z*) + XYZ) 

Problemas propuestos 
cib d'a 

12. Hallar - y -, siendo: 
dr di1 

(a) 8 - (r + 1)i + (t* + t + i)j + (ts + tb + t + l)k 
(6) s = ie' cos 21 + je' sen 2t + tak 
Sol. (a) i + (2r + I)j + (3ra + 21 + 1)k; 2j + (6r + 2)k 

(b) el(cos 2r - 2 sen 2r)i + e8(sen 2t + 2 cos 2r)j + 2tk 
e ' ( 4  sen 2r - 3 cos 2r)i + e'(-3 sen 2t + 4 cos 2r)j + 2k 

13. Siendo: a = ui + uaj + usk, b = i cos u + j sen u, c = 3uai - 4uk, calcular, en primer lugar, a b, a x b, a (b x e), 
a x (b x e) y hallar sus derivadas. Aplicando luego las fórmula directamente, hallar las derivadas. 
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14. Una partícula se mueve a lo largo de la curva x = 3ts, y = t a -  21, z = t3, siendo t el tiempo. Hallar: (a) los módulos 
dc la velocidad y de la aceleración en el instante t - 1, (b) las componentes de la velocidad y de la aceleración, en dicho 
instante t = 1, en la dirección del vector a = 4i - 2j + 4k. Sol. (a) I v l  = 3 f i ,  IP I  = 2 4 1 9 ;  (6) 6, 2213. 

15. Hallar, mediante el cíllculo vectorial, las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas del Roblema 11, 
Capitulo 59. 

16. Resolver el Problema 12, Capitulo 59, aplicando el cálculo vectorial. 

UV 
17. Demostrar que las superficies x = u, y = Su - 3va, z = v y x = u, y = v. z = - son perpendiculares en 

l'(1, 2, 1). 4u- v 

18. Hallar, aplicando el cálculo vectorial, las ecuaciones del plano tangente y de la nonnal a la superficie. 

(a) x = U ,  y = v. z = uv en el punto (u, v) = ( 3 . 4 ) .  
(b) x = u, y = V ,  z = ua - va en el punto (u, v) = (2, 1). 

X- 3  - Y + 4  -z+ 12 
Sol. (a) 4 X-  3Y + 2- 12 = 0,  - - --- 

-4 3 -1 

19. (a) Hallar las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del Roblema 2 en el punto dado. 

(b) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a x = 21 - t', y = t', z = 2t + t' en t = 1. 
Sol. (a) 3 X - 3 Y + Z - 1  = O ,  I l X +  8Y-92-10  = O  

(b) X +  2 Y - Z = O .  Y+=--7=0. 5 X - 2 Y + Z - 6 = 0 .  

20. Demostrar que la ecuación del plano osculador a una curva en P viene dado tambibn por 

21. Resolver los Problemas 16 y 17, Capítulo 60, aplicando el cálculo vectorial. 

P. Calcular jb F(u) du. siendo 

(a) F(u) = u'i + ( 3 2  - 2u)j + 3k; a = 0, b = 2 
(b) F(u) = eui + e - 9  + uk; a = O, b = 1 
So!. (a) 41 + 41 + 6k, (b) (e - 1)1 + K1 - e-*)j + i k .  

dv 
23. La aceleración de una particula en función del tiempo viene dada por a = - = ( t  + l)i + taj + (t' - 2)k. Si para 

dt 
t e O, el desplazamiento es r = O y la velocidad es v = i - k ,  hallar v y r en función del tiempo t. 
SOI. r = ()ta + t + I)i + )tsj + ( ) t3  - 2t - l ) k ,  r = (+la + 81' + t)i + At4j + (Al4 - ta - t)k 

24. En los casos siguientes, calcular el trabajo realizado por la fuerza dada F para mover una particula desde O(0.0.0) 
a C(1. 1 ,  1 )  a lo largo de (i)  la recta x = y = z, (ii) la curva x = t. y = t', z = ts, (iii) las rectas desde O a A(1, O, O), 
A a B(1, 1, O). B a  C. 

(a) F = xi + 2yj + 3zk 
(6) F = (Y + z)i + ( x  + zlj + ( x  + y)k 
(e) F = ( X  + xyz)i + ( y  + x4)j  + (z + xay)k 
Sol. (a) 3, (6) 3, (c) 914, 33/14. 512. 

25. Siendo r = xi + yj + zk,  demostrar que (a) div r = 3, (6) rot r = 0. 

26. Si f = f (x .  y, z)  tiene derivadas parciales de al menos orden dos. demostrar que 



Integrales doble e iterada 

U INTEGRAL SIMPLE, lb f(x) dx, de una función y = f(x) continua en el intervalo finito a 2 x < b 

del eje x, se definió en el Capitulo 33 de la forma siguiente: 

(a) se divide el intervalo dado, a S x S b, en n subintervalos, h,, ha, . . ., h,, de amplitudes 
Aix, Apx, . . ., Arx, respectivamente, siendo A, el mayor de los Akx. . 

(b) se eligen los puntos x1 en hl, x, en h., . . ., x. en h. y se forma la suma f(xk) Akx 
k-1 

(c) se hace crecer el nhnero de subintervalos de forma que A,+ O cuando n + m, 

INTEGRAL DOBLE. Consideremos una función z =f(x, y) continua en una región finita R del plano 
xOy. Dividamos esta región (ver Fig. 63-1) en n subregiones R,, R,, . . ., R,,, de áreas A,A, A,A, . . ., 
A A ,  respectivamente; en cada subregión Rk tomemos un punto Pdxk, yk) y formemos la suma 

Definimos el diámetro de una subregión como la mayor de las distancias entre dos puntos cuales- 
quiera, interiores o en la periferia, de ella y llamemos iZ, al máximo diámetro de las subregiones. 
Si suponemos que el número de subregiones crece de forma que A,+ O cuando n+ oc, se define 
la integral doble de la función f(x, y) en la región R, por 

Fig. 63-1 Fig. 63-2 

Si z = f(x, y) no se hace negativo en ningún punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2) 
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(xk, yk) AkA de (I), representa el 
volumen de una columna vertical de bases paralelas de área AkA y altura zk, medida sobre la ver 



-- 
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tical levantada desde el punto elegido Pk hasta la superficie z = f(x, y). Tambien representa, aproxi- 
madamente el volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregión Rk y la 
superior, la proyección de Rk sobre la superficie. Así, pues, (1) es una aproximación del volumen 
alimitado por la superficie)) (es decir, el volumen cuya base inferior está situada en el plano xOy 
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al eje z que se apoya en 
el contorno de R) y (2) es una medida de dicho volumen. 

El cálculo de una integral doble, por simple que sea, a base de ir realizando sumas presenta 
muchas dificultades y no lo emplearemos en este libro. 

INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como en la sección anterior, y supongamos 
que el contorno de R es tal, que toda recta paralela al eje x, o al eje y, no corta a la superficie en 
más de dos puntos. Tracemos (ver Fig. 63-3) las tangentes x = a y x = b al contorno y sean K y L 
los puntos de tangencia, y las tangentes y = c e y = d siendo M y N los puntos de contacto o res- 
pectivos. Supongamos que la ecuación del arco LMK sea y = g,(x), y la correspondiente al LNK, 
Y = g,(x). 

Dividamos el intervalo a < x _< b en m subintervalos, h,, h,, . . ., h,, de longitudes, A,x, 
A s ,  . . ., A,x, y tomemos en ellos los puntos x = f,, x = t,, . . ., x = (como se hizo en 
el Capitulo 33). Asimismo, dividamos el intervalo c y < d en n subintervalos, k,, k,, . . ., km, 
de longitudes, AG, A2y, . . ., Any, y tomemos en ellos los puntos, y = ql, y = q,, . . .,y = qm-i. 
Sean A, y pn las longitudes de los mayores intervalos Alx y Ajy respectivamente. Trazando las 
series de paralelas x = t,, x = f,, . . ., x = [m-, e y = ql, y = qe, . . ., y = qn-i, habremos divi- 
dido la región R en un conjunto de rectángulos Rll de áreas AIX Aly y en otro conjunto de rectán- 
gulos incompletos que ignoramos. Si en cada subintervalo hl elegimos un punto x = x,, y en cada 
uno de los k, otro y = y,, en cada subregión Rl, quedará determinado un punto PI,(X~, y]). A cada 
subregión Rll se le puede asociar, mediante la ecuación de la superficie, un nÚmero.zlj = f(x1, y,) 
con lo que formamos la suma 

Esta expresión (3) es un caso particular de la (1), ya que si se aumenta indefinidamente el nú- 
mero de rectángulos de forma que, tanto A, como p. tienden a cero, el límite de (3) coincide con 
la integral doble (2). 

Fig. 63-3 
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Para hallar el límite anterior se elige uno de los intervalos, por ejemplo h,, y se considera la 
suma 

{e j= 1 f ( x i .  a) Ajr]  Aix S (i fijo) 

que es la contribuci6n a la suma total de todos los rectángulos en los que una de las dimensiones 
es igual a h,, es decir, la contribución de todos los rectángulos situados en la iésima columna. 
Cuando n -+ + w, p,, -+ O y, en consecuencia, 

Sumando ahora las m columnas y haciendo tender a m -+ + ao, tendremos 

m 

lirn )(xi) Aiz = lb +(x) dx 
m-+ + Q  i = 1  

Aunque en lo sucesivo no emplearemos el corchete, se debe sobrentender siempre que la fórmula (4) 
indica que hay que calcular dos integrales simples definidas, en un orden determinado: primero, 
la integral deflx, y) con respecto a y (considerando x constante) entre los limites y = gdx), contorno 
inferior de R, e y = g,(x), contorno superior de R y, a continuación, se halla la integral de este 
resultado con respecto a x entre los límites x = a, punto extremo izquierdo de R y x = b, punto 
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida. 

Se deja como ejercicio el calculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribución de los 
rectángulos de cada columna y, después, la de los rectángulos de todas las columnas, obtenihndose 
la integral iterada equivalente 

siendo x = h,b) y x = h,(y) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente. 

En el Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada (4) es una me- 
dida del volumen. Para el cálculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6. 

La mayor dificultad en el planteamiento de las integrales iteradas de los capítulos posteriores 
es hallar los límites de integración correspondientes a la región R. Aquí hemos considerado para 
el razonamiento una región muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son más complicadas. 

Problemas resueltos 
1. Supongamos que z = f(x, y) es una funcibn continua no negativa en la región R del piado xOy Cuyo contorno E3th 

formado por los arcos de dos curvas y = g,(x) e y - g,(x) que se cortan en los puntos K y L indicados en la Fig. 63-4. 
Se trata de hallar el volumen V limitado por esta superficie. 

Sea x - XI, siendo a xl < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos S[x,,g,(x,)l y T[x,,g,(x,)l, 
y a la superficie z = f ( x ,  y) según el arco UY a lo largo del cual z = f(x,, y). El área de la sección STUY es 
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Asf, pues, el área de las secciones determinadas en 
el volumen por planos paralelos al yOz son funcio- 
nes conocidas 

de x, distancia del plano de eeccibn al origen. Según 
lo dicho en el Capitulo 36, el volumen pedido ser& 

Esta es la integral iterada de la ecuacibn (4. 

7. ~ a l l n r S S d 4  siendo R la regi6n del pr"r cuadrante limitada por la paráboia c ú M ¡  )e = x8 y la recta y = x. 
- - 

R 

ta recta y la parabola se cortan en loa puntos (O, O) y (1.1). que son los valores extremos de x e y en la regibn R. 

Fig. 63-5 
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Solucidn l .  Integrando primero por franjas horizontales (ver Fig. 63-S), es decir, con respecto a x, desde x == y 
(la recta) hasta x - yZIS (la parábola), y despues con respecto a y, desde y O hasta y -= 1, resulta: 

Solucidn 2.  Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con reipecto a y, desde y :-: x3'# 
(la paribola) hasta y = , x  (la recta), y despues con respecto a x ,  desde x = O hasta x = 1, se obtiene 

8. ~ a l l a r s s d ~  siendo R la regibn comprendida entre y = 2x e y - xa, situada a la izquierda de x = l .  

R 

Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos 

Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integrales iteradas. Llaniantlo R, a 
la parte de R situada por debajo de AB y R, la situada por encima de AB, tendremos 

Fig. 63-7 Fig. 63-8 

9.  all lar SS,' dA siendo R la regOn del primer cuadrante limitada por la hiperbola xy = 16 y las rectas y - x. y := O 

R 

y x = 8 (Fig. 63-9). 
De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regiones y calcular una integral iterada en cada uiia 

de ellas. Llamando R, a la parte de R situada por encima de la 'recta y = 2 y R, la situada por debajo, teridrcmos 

Se deja como ejercicio dividir R por la recta x = 4 y obtener 

Fig. 63-9 Fig. 63-10 
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10. H a l l a r l l  i:i" dx dy inveniendo. previamente. el orden de integración. 

La integral dada no se puede hallar directamente porque eZ'dx no es una función elemental. S 
La región de integración Resta limitada por las rectas x = 3y, x = 3 e y = O. Para invertir el orden de integración, 

integramos primero w n  respecto a y,  desde y = O hasta y = 4 3 ,  y después con respecto a x, desde x = O hasta x = 3. 
Asi pues, 

Problemas propuestos 

11. Hallar las integrales iteradas: 

8 
(j) J ~ ~ ' J '  p2 cos e dp de = - 3 

O O 

12. Hallar, mediante integrales iteradas, las siguientes integrales dobles, efectuando la integración en los dos órdenes en los 
casos que sean posibles. 

(a) de x, en la región limitada por y = xs e y = x3. Sol. 1/20 
(6) de y, en la región de (a). Sol. 1/35 
(c) de x', en la regi6n limitada por y = x, y = 2x y x = 2. Sol. 4 
(d) de 1 ,  en la región del primer cuadrante limitada por 2y = 2, y = 3x y + y = 4. Sol. 8/3; 46/3 
(e) de y, en la región por encima de y - O limitada por y' - 4x e = 5 - x.  Sol. 5 

1 
(f) de en la región del primer cuadrante limitada por xa - 4 - 2y. 

v ' 2 ~  - ya 
Sal. 4 

13. En los Problemas 11 (a)-(h), invertir el orden de integración y hallar las integrales iteradas que resultan. 



Capítulo 64 
Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas 

AREA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En el caso de que f (x ,  y) = 1, la integral de- 

finida en el Capítulo 63 adquiere la forma dA,que, en unidades de volumen, es el correspon- SS R 

diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representa el área de la región R. 

(Ver Problemas 1-2.) 

En coordenadas polares, A = SS d 4  = 1. J::: P d p  de. donde 0 = o, 0 = #?, e, (O), 
R 

y e,(@ se toman de forma que quede recoriida la región R. 
(Ver Problemas 3-5.) 

CENTRO GEOMETRICO. Las coordenadas (2, y') del centroide de una región plana R de área 

A = SS dA satisfacen las relaciones 
R 

A * Z =  M2 y A . g =  M2  

z * J ' ~ A  R = J'Jxd~ R Y g e J J d ~  R = SS R dA 
(Ver Problemas 6-9.) 

EL MOMENTO DE INERCIA de una región plana R con respecto a los ejes coordenados viene dado por 

El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por el . 
origen y es perpendicular al plano del Brea) de una región plana R viene dada por 

R 
(Ver Problemas 10- 12.) 

Problemas resueltos 
1. Hallar el irea limitada por la parábola y xa y la recta y = 2r -t- 3. 

Trazando franjas verticales (ver Fig. 64-11, tenemos 

= 3213 unidades de superficie 

31 1 

Fig. 64-1 
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2. Hallar el Area comprendida entre las parAbolas yB = 4  - x e ya = 4  - 4x. 

Integrando por franjas horizontales (ver Fig. 64-2) y 
cuenta la simetria que se observa en la figura, 

= 8 unidades de superñcie. 

teniehdo en 

Fig. 64-2 
3. Hallar el Area exterior a la circunferencia e = 2, e interior a la cardioide 

e = 2(1 + cos 8). 

Dada la simetría, el Brea pedida es igual al doble del área barrida al 
variar 8 desde 8 = O hasta 9 = tn. Así pues. 

2  2 < 1 * c o . e )  '(1 + e 0 i 0 )  A 2 1 1  dp de = 2 i P 1 '  ipj 2 de  
P I  2 

= 4 1  (2 cor e + cos2 6) de 

' 1  
2 

] r2 = (T + 8) unid.de sup. 2 s e n e  +- e  +-sen2e  
4 

4. Hallar el Area interior a la circunferencia e = 4  sen 8 y exterior a la 
lemniscata ea = 8 cos 2 8. 

Fig. 64-3 

El área pedida es igual al doble de la correspondiente del primer 
cuadrante limitada por las dos curvas y la recta 8 = Jn. Obsérvese que el 
arco A 0  de la lemniscata se genera al variar 8 desde 8 = 4 6  hasta 9 - 4 4 ,  
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 8 desde 
8 = n/6 hasta 9 = 4 2 .  Este área conviene dividirla en dos partes, una 
por debajo y otra por encima de la recta 8 = 4 4 .  Así, pues, 

a 1 4  4-0 a t a  4 me08 

A = 2 s  Sr- pdpde  + 2 s  S pdpde  
2 2eos2@ P I 4  0 

i:4'z 16 sen2 de  = ir6" (16 nena - 8 eos 2 0  de + 
= ( ~ I C  + 4 d ?  - 4)  unidades de superficie 

+ m  

S. Hallar N = e-' dz. Fig. 64-4 

+a 

Como it* e-=a d z  = S-.< dy, 

Pasando a coordenadas polares (xs + ys - es, dA = e 4 de), 
Pig. 64 -5 



CAP. 641 CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS 

6. Hallar el centro geomttrico del área plana limitada por la parábola y = 6 x  - x1 
y la recta y = x .  l 

5 - M, Luego, i = - = - y = - = 5, y las coordenadas del centro leo- 
A 2 '  A 

mktrico son (A 5). Fig. 64-6 

7. Determinar el centro geomktrico del área plana limitada por las pariibolas y = Zr - x9 e y = 3x1 - 6x.  

Fig. 64-7 
M. M, 4 Luego, 5 = -- = 1, Y = -- = - -, el centro geomkuico es el pun- 
A A 5 

Y 
8. Hallar el centro geométrico del área plana exterior a la circunferencia p = 1 e in- 

terior a la cardioide Q = 1 + cos 8. (Ver Fig. 64-8.) 

De la figura se deduce que y = O y que es la que corresponde a la mitad 
situada por encima del eje polar. Para esta Última área, 

1 + c o s e  

= iniaJ p d p d e  

r + 8  ((1 + cos e)' - 12) de  = - 
8  

1 + c o s e  

M. = S '  z d ~  = Jrin J ( p  coa e) p d p  de 
R 

1Sn + 32 Las coordenadas del a n t r o  geom6trico son ----- - --  (, + 8) 'O)' 

9. Determinar el centro geornttrico del área inlcrior a e = scn 8 y exterior a Q 3 1 - cos d. (Ver Fig. 64-9.) 
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TI¶  

= f J (sena e - 1 + 3 cos e - 3 ros2 O + cosa O )  cos e  de 

M, = SS u d. = 1 1 1 2  J:::, ( p  scn e )  p dp de 
R 

(sen3 e - 1 + 3 cose  - 3 cosP e + cos3 e )  sen e de 

Fig. 64-9 

Las coordenadas del centro geombtrico son (&:S l&z)) 

10. Hallar l., 1, e I, del hrea limitada por el lazo de y' = 2(2  - x). 

z f i G i  

A = S S ~ A  = 2 f l  d y d x  = 2 ~ ' x d ~ d x  
R 

= - 4  z 2 - z 4 ) d z  = -4 
32fi 

haciendo el cambio 2 - x = za. Fig. 64-10 

Hallar I,, 1, e Io del área del primer cuadrante exterior a la circunferencia e = 242 
e interior a la circunferencia e = 40 cos 8. 

Fig. 64-11 
J~~~ J; CM e 

I = SS y2 ¿A = ( p  sen e)= p d p  de ( ( 4 a  cos e)* - (Su)') senn 6 d# 
4 

R 

- - (16  cos* L? - 1 )  senP e dB = 

= ' -r=* 
r=+ sJsa, - - r T + s J 9  

6 Z(2n + 3 f i )  

l~~+l l f i~ ,  - 3(12n + 11fi) a,A 
1. = SS zx d A  = ( p  cos 6)' p dp :i8 = 

2 2(2r + 3 f i )  
R 
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Hallar 1,. 1, e I,  del Brea del círculo e = 2hen 8 + cos 8). 

Como x* + y* = e*, 

"4.. 
- cos 26 - - sen 48 

8 
- 6rr = 3A 

l 1"" - I l 4  T - Fig. 64-12 

De la Fig. 64-12. se deduce que 1. = 1,. Luego I,  = 1, = 41, = $A. 

Problemas propuestos 
13. Hallar mediante una integral doble las dreas siguientes: 

(a) la limitada por 3x + 4y = 24, x = O, y = 0. Sol. 24 un. sup. 
(6) la limitada por x + y = 2, 2y = x + 4, y = 0. Sol. 6 un. sup. 

(c) la limitada por xS = 4y, 8y = xs + 16. Sol. 3213 un. sup. 
(d) la interior a e = 2(1 - cos O). Sol. 6n un. sup. 

(e) la limitada por e = tag 8 sec 8 y 8 = n/3. Sol. 4d3 un. sup. 

( f )  la exterior a e = 4 e interior a e = 8 cos 8. Sol. 8 ( j n  + d )  un. sup. 

14. Determinar el centro geométrico de las áreas siguientes: 

(a) la del Problema 13(a). Sol. (8/3,2) 
(6) la del primer cuadrante del Problema 13(c). Sol. (312,815) 

(c) la del primer cuadrante limitada por y* = 6x. y = O, x = 6. Sol. (1 815,914) 

(d) la limitada por y* = 4x. x* = 5 - 2y, x = 0. Sol. (1 3/40, 2611 5) 

(e) la del primer cuadrante limitada por xP - 8y + 4 = O, x* = 4y, x = O. Sol. (314, 215) 

( f )  la del Problema 13(e). Sol. ( i d ,  615) 

(g) la del primer cuadrante del Problema 13Cf). 

P 
15. Demostrar que si 1 S [g:(e) - &(e ) ]  d e  = 

2 $ d p  d e  = SS .A. se verika 
a R 

16. Hallar 1, e 1, de las áreas siguientes: 

(a) la del Problema 13(a). Sol. 1, = 6 A ,  1, = .JL A 

(b) la limitada por y* = 8x y la ordenada del punto x = 2. Sol. 1, = Y A ,  1, = Y A  
(c) la limitada por y = xí e y = x. Sol. I. - & A ,  1, = 2 a ~  
(d )  la limitada por y = 4x - x* e y - x. Sol. I r  =%A, 1, = B A  

17. Hallar I, e 1, de un lazo de e' = coS 28. 

18. Hallar Io de las áreas siguientes: 

(a) un lazo de e = sen 28. Sol. 8 A 

Sal. 1. = ( - = - ? ) A ,  16 6 
1. = ( ; + ; ) A  

(6) la limitada por e = 1 + ccs 8. Sol. $qA 



Volumen limitado por una superficie 
Integral doble 

EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuación z =,f(s, y), o bien z = f(g, O), es 
decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior está en la superficie y la base inferior 

en el plano xOy, viene definido por la integral doble V - zciA, siendo R la región que consti- 
tuye la base inferior de la columna. SS R 

Problemas resueltos 

1. Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z = O y z - x + y  + 2 e interior al cilindro 
xa + y2 = 16. 

De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z = x -1 y  -t 2 segun el cuadrante del círculo x2 -t y2 = 16 en el 
piano xOy. Por consiguiente, 

1 --
p

.- 

= [-- (16 - z = 1 ~ , 2  + 8x - x3 t z f i - Z '  + 16 a r c r e n j x  ]: = (? + 8.) unidades de volumen 
3 

Fig. 65-1 Fig. 85-2 

2. Hallar el volumen limitaao por el cilindro xa + ya = 4 y los planos y + z = 4 y z -- 0. 

De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar z = 4 - y segun el cuadrante del círculo x2 + y2 
=- 4 en el plan- 

no xOy. Por consiguiente, 

6 
= s:S-, ( 4 - y ) d x  d y  = 2 s :  xG ( 4  - y) d z  du  = 16a unidades de volumen 
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3. Hallar el volumen limitado por el paraboloide x2 + 4y2 - z ,  el plano z -: O y los cilindros y2 - x  y xa = y  (ver Fig. 65-3). 

El volumen pedido se obtiene por integración de z - xa + 4y2 en la región R común a las parábolas y' = x  y xS = y 
en el plano xOy.  Por consiguiente, 

V = i1l2< ( x a + 4 y 2 ) d y  d x  = J1 ( x 2 y  + $ y S ) l J i d z  = - 3 unidades de volumen 
tZ 

7 

4. Hallar el volumen de la porción de cilindro 4xZ + yZ = a z  comprendida entre los planos z = O y z = iny (ver Fig. 65-4). 

El volumen se obtiene integrando z = n7y según la mitad de la elipse 4xa + y 2 = aa. Así pues, 

ma3 

V = m y  dy  d x  = dx = - 3 
unidades de volumen 

Fig. 65-6 

5. Hallar el volumen limitado por el paraboloide x z  + y 2 = 4z, el cilindro x2 + y2 = 8y y el plano z = O (ver Fig. 65-5). 

El volumen pedido se obtiene integrando z - f ( x
g  + y z)  segiin el círculo xg + yg 

= 8y. En coordenadas cilíndricas, 
el volumen se obtiene al integrar z = f ez  en el circulo e = 8  sen 8 .  Por tanto, 

- - 1 J ~ ~ ~ ] I ~ ~ ~ ~  d .  = 1 S 6 1 r s e n 4  de = S6n unidades de volumen 

l6 o o 

6. Hallar el volumen que se elimina cuando a una esfera de radio Za se le practica un taladro dc radio a de forma que el 
eje del orificio sea un diámetro de la esfera (ver Fig. 65-6). 

De la figura Se deduce que el volumen pedido es igual a ocho veces el correswndiente al  del primer cuadrante 
limitado por el cilindro yg - aP, la esfera eP + zg - 4aP y el plano z = O. Este último volumen se obtiene integrando 

-- 

z = 1/402 - e a  en un cuadrante del circulo e - a. Por tanto, 

V = 8 i w " l a  d q p d p d e  = (8a" 3f i  as) de = - 3 4 (8 - 3 f i ) a s r  unid. de vol. 
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Problemas propuestos 

7. Hallar el volumen limitado por 9xa + 4yZ + 36z = 36 y el plano z = 0. Sol. 372 unidades de volumen. 

8. Hallar el volumen limitadp por z = 3x y por encima del área del primer cuadrante limitada por x = O, y = O, x = 4, y 
x2 + y2 = 25. Sol. 98 unidades de volumen. 

9. Hallar el volumen del primer octante limitado por x 2 + z = 9, 3x + 4y = 24, x = O, y = O y z = 0. 
Sol. 1 485116 unidades de volumen. 

/ 

10. Hallar el volumen del primer octante limitado por xy = 42, y = x y x = 4. Sol, 8 un. vol, 

11. Hallar el volumen del primer octante limitado por x2 + ya = 25 y z = y. Sol. 12513 un. vol. 

12. Hallar el volumen común a los cilindros x 9  yz = 16 y xZ + zZ = 16. Sol. 1 02413 un. vol. 

13. Hallar el volumen del primer octante interior a ye + z2 = 9 y exterior a y2 = 3x. Sol. 27~116 un. vol. 

14. Hallar el volumen del primer octante limitado por x Z + zP = 16 y x - y = 0. Sol. 6413 un. vol. 

15. Hallar el volumen delante de x = O y común a yZ t- z2 -. 4 e ye + z2 + 2x = 16. Sol. 28n un. vol. 

16. Hallar el volumen interior a e = 2 y exterior al cono zz = Q'. Sol. 3243  un. vol. 

17. Hallar cl volumen interior a ya + z' = 2 y exterior a x 2 - y" z2 = 2. Sol. 8n(4 - g 2 ) / 3  un. vol. 

18. Hallar el volumen común a ez + z2 = a z y p = a sen 8. Sol. 2(3n - 4)a3/9 un. vol. 

19. Hallar el volumen interior a x2 + y2 = 9, limitado inferiormente por x2 + yz + 4z = 16 y superiormente por z = 4. 
Sol. 81x18 un. vol. 

20. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x2 + yZ = 4z y el plano z - y = 2. $01. 972 un. vol. 

21. Hallar el volumen generado al girar la cardioide e = 2(1 -cos 8) alrededor del eje polar. 

Sol. V = 272 y e de d6 = 64n/3 un. vol. IJ 
22. Hallar el volumen generado al girar un pétalo de e = sen 26 alrededor de su eje. Sol. 3&/105 un. vol. 

23. En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de sección cuadrada de lado igual a 2 (unida- 
des de longitud), siendo su eje un diámetro de la esfera. Demostrar que el volumen eliminado es 9 ( 2 f i +  19n 
- 54 arc t a g q 2 )  unidades de voldmen, 



Area de una superficie 
Integral doble 

EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO se efectúan las operaciones siguientes: (1) Se. 
Drovecta el arco sobre uno de los eies coordenados determinando u11 cierto intervalo sobre el eie 
L < < 

y (2) se integra la función si la proyección se realiza sobre el eje .Y, o bien 
t - ,  

si la proyección se realiza sobre el'eje >, en el intervalo anterior. 
t 

Para calcular el área S de una porción R' de una superficie z - f(.r, y )  se sigue un procedimiento 
análogo: . 

(1) Se proyecta R' sobre uno de los planos coordenados determinando una región R en dicho 
plano. 

(2) Se integra, en la región R la función 

S = f l  dw dA, si R' se proyecta sobre x0y 

S = u dm dA, si R1 se proyecta sobre yOz 

S = 4 1 + (2)' + (%y dA, si Rr se proyecta sobre ZOX 
R 

.C 

Problemas resueltos 
Sea R' una región de área S sobre la superficie z = f (x,y). 
Por el contorno de R' pasa un cilindro vertical (ver 
Fig. 66-1) que corta al plano xOy según la región R. Se 
divide R en n subregiones AA, (de áreas AA,) y sea ASi 
el Area de la proyección de AA, sobre R'. Se elige un 
punto Pt en cada subregión AS, y se traza en él. el plano 
tangente a la superficie, siendo AT, el área de la proyec- 
ción de AA, sobre este plano tangente. El valor AT, es 
una aproximación del área ASi. 

El hngulo formado por el plano xOy y el plano 
tangente en P, es igual al Angulo y, formado por el 

eje r, [O, 0, 11 y la normal, I ] =  

a la superficie en Pi. Es decir, ax ay 

COS y ,  = 1 

Fig. 66-1 
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Por tanto (ver Fig. 66-Z), 

ATi cos yi = AAi y ATi = sec yi - AAi 
n n 

Luego, una aproximación de S es 2' A K  = sec y, AA,, y 
i =  1 i =  1 

Fig. 66-2 

2. Hallar el área de la porción del cono x" y2 = 3z2 situada por encima del plano xOy e interior al cilindro x s + y' = 4y. 

S/ 

Fig. 66-3 

%/ 

Fig. 66-4 

Solución 1. La proyección del área pedida (ver Fig. 66-3) sobre el plano xOy es la región Rlimitada por el circulo 
.r2 + yZ = 4y. Para el cono, 

b' 

- - 0 s 4 4 W d u  = - 8 f i  
3 r unidades de superficie 6 o 

Solución 2. La proyección de la mitad del área pedida, sobre el  plano yOz, es la región R limitada por la recta 
y = 1/3, y la parábola y = $2; esta ecuación se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cono, 

Luego, 

Solucibn 3 Empleando coordenadas cilindricas en la Solucidn 1.  hsrnor de integrar la fvnc ih  J1 + ($)'+ (g)' 
= 2 a lo largo de 14 región R limitada por la circunferencia p = 4 sen B. Así pues, 
6 

- - ${Dsener de = - 8 6  
3 a unidades de superficie 
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3. Hallar el Area de la porción del cilindro xz + z4 = 16 situada dentro del cilindro xz + y" 16 (Fig. 66-5). 

En la figura, se representa la octava parte del Area pedida, y su proyección sobre el plano xOy constituida por un 
cuadrante del circulo xa + y2 = 16. Para el cilindro xa + zP = 16. 

Luego, 

dy dz = 32J4 dx = 128 unidades de superficie 

4. Hallar el área de la porción de la esfera xP + y' + za = 16 exterior al paraboloide xP + y* + z = 16 (Fig. 66-6). 

En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, y su proyección sobre el plano yOz constituida por la 
región R limitada por la circunferencia ya + za = 16, los ejes y y z y la recta z = 1. Para la esfera, 

Luego 

= 4 s s d m d A  = 4 i . x  &cz dy dz 
R ,/- 

= 1 6 1 1  are sen 17 dr = 1 6 i 1  s d i  = 8r unidades de superñcie ,/m 

5. Hallar el área de la porción del cilindro xP + ya = 6y situada 
dentro de la esfera xs + ya + za = 36 (Fig. 66-7). 

En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, su 
proyeoción sobre el plano yOz constituida por la región R,limitada 
por los ejes z e y y la parabola zs + 6y = 36. Esta última ecuación 
resulta de eliminar x en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cilindro, 

3 -Y a~ - = - -  - -  - O d~ x J a2 

Y 

1+(5>'+(~>' = z s + 9 - 6 y + y a  - 9 
2' 611 - va 

Luego 

S = 4 i 0 s  2 

O 

= 144 unidades de superficie Fig. 66-7 
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Problemas propuestoe 

6. Hallar el Brea de la porción del cono x 2 + y2 = z2 interior al prisma vertical cuya base es el triángulo limitado por las 
rectas y = x, x = O e y = 1 en el plano xOy. Sol. ~ 4 T u n i d a d e s  de superficie. 

7. Hallar el área de la porción del plano x + y + z = 6 interior al cilindro xP + ya = 4. 

Sol. 4 4 %  un. sup. 

, 8. Hallar el área de la porción de la esfera xa + y2 + za = 36,interior al cilindro xP + yP = 6y. 

Sol. 72(n - 2) un. sup. 

9. Hallar el drea de la porción de la esfera xZ  + y2 + z2 = 42 interior al paraboloide xa + yP = z. 

Sol. 4x un. sup. 

./ 10. Hallar el área de la porción de la esfera xP + ya + za = 25 entre los planos z = 2 y z = 4. 

Sol. 20n un. sup. 

11. Hallar el área de la porción de la esfera z - xy interior al cilindro xa + ya = 1. 

Sol. 2 ~ ( 2 + 2 -  1)/3 un. sup. 

, 12. Hallar el área de la superficie del cono xa  + y2 - 9z2 = O encima del plano z = O e interior al  cilindro xP + y2 = 6y. 

Sol. 3 ~ O X  un. sup. 

13. Hallar el área de la parte de la esfera x2 + ya + z2 = 25 interior al cilindro elíptico 2x2 + y2 = 25. 

Sol. 50.7 un.sup. 

14. Hallar el área de la superficie de xa + y Z - az = O que está situada directamente encima de la lemniscata 4pn = aacos 28. 

S O .  S = 0 SS \l= p dp d@ = 
a 

(5 :} un. sup. 3- 3 - -  

15. Hallar el área de la superficie de x Z + ya + zZ = 4 que está situada directamente encima de la cardioide e = 1 -cos 8. 

Sol. 8 [ n  - fi- In (1/2+ 1)1 un. sup. 



Integral triple 

LA INTEGRAL TRIPLEjf l  fe, y, r )  dV de una función de tres variables independientes extendida 
R 

a una región cerrada R de puntos (x, y, z) ,  de volumen V, en la cual la función es uniforme y con- 
tinua no es más que una generalización del concepto de integral simple y doble. 

En el caso de que f(x, y, z) = 1, la integral SSS/(X, y, z) dV representa la medida del volumen 
R 

de la región R. 

CALCULO DE LA INTEGRAL T R I P L E S S S ~ ( X ,  y, z )  dV en coordenadas rectangulares. 
R 

f (x, y, z )  dz dx dy ,  etc. 

tomando los límites de integración de forma que cubran la región R. 

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE S S S f ( p ,  0, z) dV en coordenadas cilíndricas. 
R 

tomando los límites de integración de forma que cubran la región R. 

CALCULO DE LA INTEGRAL TRiPLE -'he, 9.8) dV en coordenadas esfericas. 
R 

tomando los limites de integración de forma que cubran la región R. 

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (2, y, z )  del centro geo- 
métrico de un volumen satisfacen las relaciones 

Los momentos de inercia rte un volumen con respecto a los ejes coordenados vienen dados por 
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Problemas resueltos 
1. Consideremos la función f(x, y, 2). continua en una región R del espacio. Cortando a R por una serie de planos pa- 

ralelos, x = Ji ,  y = qj Y z = t'r, dicha región queda dividida en paralelepípedos rectos de volumen A Y,,, = Ax, Ay, Azk, 
y en cierto numero de paralelepípedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelepipedos completos se 
elige un punto P,), (xi, y,, zk)  al que corresponde el valor f (xi. y,, z,), y formamos la suma 

La integral triple de f(x. y, z )  extendida a la región Res, por definición, el límite de (i) cuando el número de paralelepípedos 
crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero. 

Para hallar este límite, se pueden sumar. en primer lugar, todos los paralelepípedos que tienen dos dimensiones 
iguales a A,x y A,y considerando i y j constantes, y calcular el limite cuando AG -+ O. Así pues, 

Ahora bien. estas son las columnas de las subregiones de la base consideradas en el Capitulo 23; por consiguiente. 

lim f(xi, yjp z*) AVij* = f(~. u, 2) dz d. d~ = 
m-.+m i = l .  . . . .  m 

2. Hallar. 

( b )  y" S' S' z P'sen e dz dp de 
O O o 

= c n ~ ' $ l ' $ s e n # d p d e  = 2JT" J' p2 ren o dp do 
o 

3 Hallar la integral triple de F(x, y. z )  - r extendida a la regi6n P del primer wtante limitada por 10s planos y = 0. r - 0, 
x + Y = 2, 2r -t x = 6 Y el cilindro Y' -t L" 4 ((ver Figura 67-1). 

Integremos primero con respecto a r, desde z = O (plano xOy) hasta z = 1 / v ( c i l i n d r o ) ;  luego, lo hacemos 
con respecto a x ,  desde x = 2 - y  hasta x = 6 - 2y, y finalmente con respecto a y, desde y = O hasta y = 2. En estas 
condiciones, 

" ," 
S S S z d v  = 

P d~ dx dy = 
R O z- Y  

S:' S"' c r z g ) ] T  e a 
'-Y 
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Fig. 67-1 
L 

Fig. 67-2 

4. Hallar la integral triple de&, O, z) = pz extendida a la región R limitada por el paraboloide e2 = 9 - z y el plano z = O 
ver Figura 67-2). 

Integramos primero con respecto a z, desde z = O hasta z = 9 - ez, a continuación con respecto a e ,  desde e = O 
hasta e = 3, y finalmente con respecto a O, desde O = O hasta O = h. Por tanto, 

( a ) 4 ~ 4 ~ G ~ 4  d z d y d z , ( b ) 4  5.  Demostrar que las integrales d y  d z  d z ,  y 

G < 1 2 + 9 > / 4  

d x  dz  d y  representan el mismo volumen. 

(a) En este caso, z varia entre z = +(xZ + y Z)  y z = 4; es decir, el volumen esta limitado inferiormente por el para- 
boloide 42 = x4 + y2, y superiormente por el plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del círculo 
xP + yP = 16, z = O, la proyección de la curva de intersección del paraboloide con el plano z = 4 sobre el plano xOy. 
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z = 4. 

(b) En este caso, y varia desde y = O hasta y = 1 / z X n ' ;  es decir, el volumen esta limitado a la izquierda por el 
plano zOx. y a la derecha por el paraboloide y" 4z - x'. Al variar x y z se recorre la mitad del drea limitada por 
la parabola x8 - 42, y - O, la curva de intersecci6n del paraboloide con el plano zOx y el plano z - 4. La regi6n R 
es la de (a). 

(c) El volumen estl limitado por detrás por el plano yOz y por delante por el paraboloide 4z = xP + ye. Al variar z e Y 
se recorre la mitad del área limitada por la parábola y2 = 4z, x = O, la curva de intersección del paraboloide y gl 
plano yOz y por el plano z = 4. La región R es la de (a). 
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6. Hallar la integral triple de F(e, 4, O) = Ije extendida a la región R del primer octante limitada por los conos # = #n 

y 4 = arc tag 2 y la esfera = d 6 - ( ~ i g u r a  67-3). 

Integramos piimero con respccto a Q, desde g - O hasta e = 6 a continuación, lo hacemos con respecto a 4, 
desde = jn hasta 4 arc tag 2, y finalmente con respecto a 8, desde 6 = O hasta 8 = &c. Así pies, 

sen + d+ de = 

Fig. 67-3 Fig. 67-4 

7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2x2 4- y' y el cilindro z = 4 -y' (Figura 67-4). 

Integremos en primer lugar con respecto a z, desde z = ZrZ + y2 hasta z = 4 - y Z;  a continuación con respecto a y, 
r- 

desde y = O hasta y  = Y 2  - x2 (la ecuación xZ + y2 = 2 se obtiene eliminando z en las ecuaciones de las dos super- 
ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = O hasta x  = *(obtenido al  sustituir y = O en xZ + y Z = 2) determi- 
nando así la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto, 

G 2  6 
= 4 ~ "  (4. - 2z.y - g)] dz = ( 2 - ~ ~ ) ~ / ' d z  = 48 unidades de volumen 

o 

8.  Hallar el volumen interior al cilindro e = 4 cos 8 limitado superiormente por la esfera pz + rY - 16, e inferionnente 
por el plano z = O (Figura 67-5). 

Integremos primero con respecto a a. desde a = O hasta z E q n ;  a continuación lo bacemos con respbcto 
a e, desde e - O hasta e - 4 cos O, y finalmente con respecto a O, desde O = O hasta 8 = n, obteniendo así el volumen 
pedido. En estas condiciones, 

a 
- 64 
- -y (scn3 8 - 1) de = - 3 - 4) unidades de volumeri 9 
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x/ 

Fig. 61-5 

Y /  

Fig. 67-6 

9. Determinar las coordenadas del centro geomktrico del volumen interior al cilindro e = 2 cos 0 limitado superiormente 
por el paraboloide z = ez, e inferiormente por el plano z = O (Fig. 67-6). 

2 1 ~ ~ z  JzcoK e J p 2  

M.. = I f J z d v  = cos e dz d p  de 
R 

Por simetría, f j  = 0. 

Así pues, las coordenadas del centro geomktrico (413, 0, 1019). 

10. Dado un cono recto circular de radio r y altura h, determinar (a) el 
centro gcombtrico, (b) el momento de inercia con respecto a su eje, 
(c) el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera que pase 
por su vkrtice y sea perpendicular a su eje, (d) el momento de inercia 
w n  respecto a una recta cualquiera que pase por el centro geomhtrico 
y sea perpendicular al eje, (e) el momento de inercia con respecto a un 
dihmetro de la base. 

Considerando el cono como se representa en la Fig. 67-7, su ecua- 

r 
ción es p = - z. Por tanto. h 

1' = 4 $ 1 2 ~ ' ( ~ p d z d p d e  

- I ~ i i ' 2 ~ r  ( 4 - k p z ) d p d e  x / 
Fig. 67-1 
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(a) El centro geom6trico está situado en el eje z. 

M, 3 y i = -- = - h. Luego, las coordenadas del centro geomktriw son (0.0, fh). 
Y 4 

(e) Tomando la recta como eje y. 

(d) Sea e la recta que pasa por el centroide y es paralela al eje y. Por el teorema de Steiner, 

I ,  = 1, + V($h)' Y I ,  = 4(h2 + ar2)V - &hZV = &,(h2 + 4r2)V 

(e) Sea de l  diametro de la base del cono, tomado paralelo al eje y. Tendremos 

11. Hallar el volumen limitado por el cono 4 = $JZ y la esfera e = 243 cos 4 (Ver Figura 67-8). 

2a coa @ 

v = 4 JJJ d. = 4 ~ " "  $" 1 p2 s e n 9  dp dq+ dú 
R 

-. eos3 ren 9 d# de = l a ~ i ~ ' ~  de = na3 unidades de volumen 

z/ 

Fig. 67-8 
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12. Determinar el centro geomktrico del volumen limitado por un cono de ángulo en el vtrtice igual a 60' y una esfera 
de radio 2 cuyo centro está en el vertice del cono. (Ver Figura 67-9.) 

Tomando las superficies como se indican en la figura, 5 = y = O. En coordenadas esfdricas, la ecuacibn del cono 
es $ = 4 6 ,  y la correspondiente a la esfera es e = 2. 

M,,, = IfJ = 4 f i 2  Jni6 _C2 p  eos @ p 2  sen 0 d e  de 

R 

. M,, -- 3(2 t- fi) scn 2@ dq, de = 7, y = - - 
V 8 

13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12. jo."" 
I.  = J J J ( x ~ + ~ ~ ) ~ v  = p' sen2 + pP sen+ dp d$ de 

R 

Problemas propuestos 
14. Hallar las integrales triples siguientes: 

(a)  j:' i2 dz d z  dy = 1 

(b )  i1 ji: dz dy dz = 1/24 

p4 sen $ dp d+ de = 250077 

15. (a) Hallar la integral del Problema 14(b) cambiando el orden a cfz dx dy. 

(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden a dx dy dz y también a dy dz dx. 

16. Hallar los volúmenes siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas rectangulares: 

(a) interior a xd + yP = 9, encima de z - O, y debajo de x + r = 4. Sol. 36n un. vol. 

(b) limitado por planos coordenados y 6x + 4y -1- 3r = 12. Sol. 4 un. vol. 

(c) interior a xz f yZ - 4x, encima de r - O, y debajo de xP + ya = 4r. sol. 6~ un. vol. 

17. Hallar los volumencs siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas cilindricas: 

(a) Problema 5. 
(b) Problema 16(c). 

(c)  inferior a ea = 16, encima de z = O, y debajo de 2: - y. Sol. 6413 un. vol. 



330 INTEGRAL TRIPLE [CAP. 67 

18. Determinar el centro geomttrico de los volúmenes siguientes: 

(o) interior a z' -- xy y encima del triangulo y = x, y = O, x = 4. 
en el plano z = 0. Sol. (3, 915, 918) 

(b) Problema 16(b). Sol. (1/2, 314, 1) 

(c) volumen del primer octante del Problema 16(~). 

(d) Problema l6(c). 

(e) Pmblerna 17(c). 

Sol. ( 64 - 9r 23 
16(r - 1) ' 8(n - 1) * 32(n - 1) - 

Sol. (813, 0, 1019) 
,901. (O, 3d4, 3u/16) 

19. Hallar los momentos de inercia I,, I,, I. de los volúmenes siguientes: 

(o) Problema 5.  SO'. zc = 1, = YV, 1. = Y V  
(b) Problema l6(b) sol- I, = $V, I ,  = 2V, I .  = fdv 
(c) Problema l6(c) Sol. 1, = $V, I ,  = PV, Iz = q v  
(d) limitado por z = es y el plano z = 2. Sol. 1, = I ,  = %V, I.  = jv 

ZO. Demostrar que, en coordenadas cilíndricas, la integral triple de una función f(e, 8, r )  extendida a una región R se puede 
representar por ~ " 0 )  sc2(p .  81 

fb, 9 , ~ )  P d~ dp de 
P, ( 0 )  .I(p.B> 

I d  Considerese (ver Fig. 67-10) una subregión generica de R limitada por dos cilindros cuyo eje sea Uz y de radios e 
y e = A@, dos planos horizontales que pasen por los puntos (O, 0, z) y (O, 0, z f Az) y dos planos verticales que pasen 
por el eje 0 z  y formen con el plano xOz los Bngulos 8 y 8 + de. Tómese A v  = (@A@ Ae Az como una aproximación 
de este volumen. 

Fig. 67-10 Fig. 87-11 

21. Demostrar que, en coordenadas esféricas. la integral triple de una función /(p. #. 8) extendida a una rcgi6n R st puedo 
rtprcscntar por ~ l t b ,  e') 

lP 4:::; L(*.#, f (P, e, e) P' sen # do dg de 

I d .  Considkresc (vcr Fig. 67-1 1) una subregibn generica de R limitada por dos esferas de centro O y radios p y 
e + Ae, dos cunos de vertices O, eje Or y semiangulo en el vCrtice Q y # + A#, y dos planos wnicales que paiien por 
el eje Oz y formen con el plano z 0  y los ángulos 8 y 8 f Ad. Tómese 

como una aproximación de este volumen. 



Capítulo 68 
Cuerpos de densidad variable 

LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capítulos anteriores se considera- 
ron como figuras geométricas de densidad 6 = l. La masa de un sólido homogéneo de volumen V 
y densidad 6 viene dada por m = 6V. 

La masa elemental dm de un sólido no homogéneo cuya densidad varía de punto a punto viene 
dada por: 

6(x, y) ds para una línea material (por ejemplo, una varilla fina), 

6(x, y) dA para una superficie material (por ejemplo, una hoja de metal delgada), 

d(x, y, z) dV para un sólido material. 

Problemas resueltos 
1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al 

diíimetro que une sus extremos. 

Tomando la varilla como se indica en la Fig. 68-1,6(x, y )  = ky. 

Por tanto, de xz + yg = rS, 

, 
?- 

m = S ( ( x ,  y )  d i  = l r k y  i d ~  = k r l :  d x  = 2kf l  unidades 

Fig. 68-1 Fig. 68-2 Fig. 6 8 3  

2. Hallar la masa de una placa cuadrada de lado Q sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado 
de su distancia a un vertice (Fig. 68-2). 

Tomando el cuadrado como se indica cn la figura, de forma que uno de sus vCrtices coincida con el oripn,  
Y )  = k(xe + Y'), Y 

m = fS ~ ( X , V ) ~ A  = J:' 1' Qz2 C y') d z  du  = k  (*a3 + ay2 )  d y  = gka4 unidades 
R * O 
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3. Hallar la masa de un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de su 
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3). 

Tomando el circulo como se indica en la figura, llamando A(r, O) al punto fijo elegido sobre la circunferen- 
cia 6(x, y )  = k{(x - rY  + yP), y 

r d d  - rz 

m = S ' a ( z , g ) d ~  = 2 k ( ( z  - I ) ~  + y g )  d y  d z  = -knr4 3 2 unidades 
R 

4. Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la parabola yg = 8x limitada por la ordenada 
en el punto x = 2,  sabiendo que la densidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68-4. 

Será, 6(x, y )  = 2 - x y por simetria y' = O. Para la mitad superior de la placa. 

Y ..f.=-=- Las coordenadas del centro de masas son (Y. O) 
m 7 '  

Fig. 68-4 Fig. 68-5 Fig. 68-6 

5. Determinar el centro de masas de un plato cuyo borde presenta la forma de media cardioide de ecuación p = 2(1 + cos O), 
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5). 

M~ = SS 6 0 . 9 )  y  = k p  sen e  p d p  de 
R 

128 
= 4 k 1 1  (1 + cos e)'sen e de = - k ,  5 

M" 21 - Luego z = - = - y = - - - - 96 y las coordenadas del centro de masas son 
m m 2 5 ~ '  

6. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje x ,  de un plato cuyo contorno es un arco de  la curva y = sen x y el 
eje x, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al eje x (Fig. 68-6). 
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7. Hallar la masa de una esfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua- 
drado de su distancia al centro (Fig. 68-7). 

k k - - Tomando la esfera como indica la figura, d(x, y, z) = - 
x 2 + y n + z 2  e2 Y 

m = S'S a(%, y, z )  dV  = 8 J1" J ~ "  1' 5 p2 sen + dp d+ de 
R 

= 8 k r i H "  $' sen + d$ da = 8krSH12 de = 4krr unidades 
o 

Fig. 68-7 Fig. 68-8 

8. Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura h sabiendo que la densidad en cada punto 
es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6). 

Tomando el cilindro como se indica en la figura, su ecuación es = r ,  y el volumen a considerar corresponde a la 
porción de cilindro comprendido entre los planos z = O y z - h. Evidentemente, el centro de masas esta situado en 
el eje Z. 

ni = fJJ a(zpp.  @) d v  = 4 f ' 2  ir J h  kz p dz dp de = 2 k h ' ~ ~ I '  J' p dp de 
R 

1 = k h ' r . f i 2  d* = -krh2@, 2  

Las coordenadas del centro de masas son (0, O, gh). 
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Problemas propuestos 
9. Hallar la masa de: 

(a) una barra recta de longitud a, sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de 
los extremos. Sol. +&aa. 

(6) un plato en forma de trikngulo recttíngulo de catetos a y 6, siendo la densidad en cada punto proporcional a la 
suma de sus distancias a los catetos. Sol. +kab(a + b). 

(c) un plato circular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia al centro. 
Sol. 3ka3n. 

(d) un plato de forma elfptica de ecuaci6n b2x2 + opa  = a2b2, siendo la densidad de cada punto proporcional a la suma 
de sus distancias a los ejes. Sol. jkab(a + b). 

(e) un cilindro circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional al cuadrado 
de su distancia al eje. Sol. +ka4bn. 

f una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 
Sol. 

( g )  un cono circular de altura b y radio de la base o, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje. 
Sol. #ka3bn. 

(h) una superficie esferica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 
SOI. 2ka3n. 

10. Determinar el centro de masas de: 

(a) un cuadrante de 9(c). Sol. (3a/&, 3~1%). 

(6) un cuadrante de un plato circular de radio o, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a uno de los 
radios límites (eje x). Sol. (3018, 3~7~116). 

(c) un cubo de arista a, siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres ariscas adyzcentes 
(ejes coordenados). Sol. (5019, 5~19, 5019). 

( 4  un octante de una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a una de las caras planas. 
Sol. (1 6all Sn. 16011 Sn, 80115). 

(e) un cono circular recto de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a 
la base. Sol. (O, 0, 2b/S). 

11. Hallar el momento de inercia de: 

(a) un plato cuadrado de lado a, con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 
distancia a un extremo de dicho lado. Sol. '1, , a2m. 

(6) un plato circular de radio a, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 
distancia al centro. Sol. faam. 

(c) un cubo de i i t i~ta o, c6n respecta a una arista, sienda la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia 
a un extremo de dicha arista. Sal. ,aznt. 

Id)  un cono circular recto de altura b y radio de la base a, con respecto a su eje, siendo la densidad en cada punto igual 
a su distancia al eje. Sol. P/saem. 

(e) el cono de ( 4 ,  siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a la base. Sol. #aam. 



Capítulo 69 
Ecuaciones diferenciales 

UNA ECUACION DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por 

ejemplo, - dy ''Y + 2 - + 3 y = 0 ,  d y = ( x  +2y)dx,etc. 
dx2 dx 

El orden de una ecuación diferencial es el correspondiente al de la derivada de mayor índice 
que figura en ella. La primera de las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de 
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado. 

una solución de una ecuación diferencial es toda relacien entre las variables en la que no figuran 
ni derivadas ni diferenciales y que satisface idénticamente a la ecuación. La solución general de una 
ecuación diferencial de orden n es aquella solución que contiene el máximo número (= n) de cons- 
tantes arbitrarias. 

(Ver Problemas 1-3.) 

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN. Es de la forma M(x, y) dx + N(x, y) dy 
= O. Si una ecuación de este tipo se puede escribir en la forma particular f,(x) g,(y) dx + f,(x) 

g,(y) dy = O, las variables son separables y la solución viene dada por 

(Ver Problemas 4-6.) 

Una función f(x, y) es homogénea de grado n, si f ( k ,  i9y) = il'f(x, y). La ecuación M(x, y) dx + N(x, y) dy = O es homogénea, si M(x, y) y N(x, y) son hornogeneas del mismo grado. 

La sustitución 
y = vx, dy = v dx + x dv 

transforma la ecuación homogénea en otra cuyas variables, x e y, son separables. 

(Ver Problemas 7-9.) 

ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES se pueden resolver, rápidamente, si se advierte en ellas 
la presencia de combinaciones de términos integrables. 

Otras ecuaciones, cuya solución no es inmediata por el método anterior, se pueden resolver 
multiplicándolas por un factor adecuado, función de x e y, que recibe el nombre de factor inte- 
grante de la ecuación. 

(Ver Problemas 10- 14.) 

dv La ecuación diferencial lineal de primer orden - + Py = Q, siendo P y Q funciones de x so- dx 
lamente, tiene como factor integrante C(x) = efPL. (Ver Problemas 1 5- 17. 

dv Una ecuación de la forma -- + Py = Qy", siendo n # 0-1 y P y Q funciones de x únicamente 
dx 

se reduce a otra lineal mediante la sustitución 

dv 1 d2 
1'-' = 2, y - " z  = - - 

1 - n ds (Ver Problemas 18-19.) 
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Problemas resueltos 
I 
: 1. Demostrar que (a) y = iez, (b) y = 3x y (c) y = C, ex + C, x, siendo C, y C, constantes arbitrarias, son soluciones 

de la ecuaci6n diferencial y"(1 - x) + y'x - y = 0. 

(a) Derivando dos veces la función y = 2er resulta, y' = 2er e y" = 2ez. Sustituyendo en la ecuaci6n diferencial 
dada, se obtiene la identidad 2ez(l - x )  + 2ezx - 2ez = 0. 

(b) Derivando dos veces y = 3x resulta, y' = 3 e y" = O. Sustituyendo en la ecuacidn diferencial dada se llega a 
la identidad O(1 - x; + 3x - 3x = 0. 

(c) Derivando dos veces y = Caer + C,x resulta, y' = C, ez + C, e y" = Clbs, Sustituyendo en la ecuaci6n dife- 
rencial dada, se llega a la identidad C, ex(I - x)  + (C, es + C,)x - (C, ez + C, x) = 0. 

sL 

La soluci6n (c) es la solucibn general de la ecuaci6n diferencial, ya que contiene el número apropiado de constantes 
arbitrarias. Las soluciones (a) y (b) reciben el nombre de soluciones parriculares, puesto que ambas se pueden obtener 
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solución general. 

j2. Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es 

(O) y = CX' - x y (b) y = C1x'+ C,X + C, 

. . 
(a) Dirivando y = Cxn - x obtenemos y' = 2Cx - 1. Despejando, C = - y sustituyendo en la relación 

2 

dada (solución general) resulta y = - ( -- l ) x * - x  osea  y 1 x = 2 y + x .  

(b) Derivando tres veces y = C, xa  + Ca x + CI resulta, y' = 3C, xs + C,, y" = 6C1 x, y" ' = 6C,. Por tanto. 
y" = xy"' es la ecuación pedida. 

Observese que la relación dada es una solución de la ecuación y'' = O, pero no es su soluci6n general, ya que 
solamente contiene tres constantes arbitrarias. 

3. Hallar la ecuación diferencial de todas las parábolas cuyo eje principal es el eje Oz. 

La ecuación de una familia de parábolas es y* = Ax + B, siendo A y B constantes arbitrarias. 

Derivando dos veces, obtenemos 2yy' = A y 2yy" + 2y'' = 0. 
Luego 2yy" + 2y'' = O es la ecuación pedida. 

dy 4. Resolver - + 1 + y S  =o,  
dx x y 2 ( l + x a )  

Y' 
Operando, xya(l + x2)dy + (1 + y3)dx = O 6 -- dy + - dx = O que es una ecuación de varia- 

1 + ya x( l  + xS) 
bles separadas. Luego 

d~ l + y z  5. Resolver - - - 
dx - 1 + x 2 '  

d~ dx 
1 +Y' 

+ x l .  Luego arc tag y = arc tag x + arc tag C e Tendremos --- - = 

x + C  
y = tag (arc tag x + arc tag C) = cC; 
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dr  - = -- dr -. oecs y dy = csc* x A, y tag y - - 
COS* y sena x ' 

7. Resolver Zxy dy = (xn - ys) dx. 

La ecuación es homogbnea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx, ¿y = v dir + x dv obteriemos 
2v dv dx Z r * v x ( v d x  + xdv)  =(xn-vsx ' )dr  osea --- = -. 

1 -3v1 x 
Luego -+ In 11 - 3v'l = ln Ixi + In c. In Il - 3vsl + 3 In 1x1 + In C' = O 6 C' IxY1 - 3 ~ 9 1  = 1. 

Ahora bien f C'xS(1 - 3vnf= Cxs(l - 3v') = 1 y, haciendo v = y/x, C(xa - 3xy3 = 1. 

Y Y 8. Resolver x sen - ( y  dx + x dy) + y cos -- ( x  dy - y  dx) = 0. 
X X 

La ecuaci6n es hornogenea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx, dy = v dx + x dv obtenemos 

xsen v (vxdx  + xsdv + vxdx) + vxcos v(x sdv  + vxdx-vxdx)  = O 

sen v + vcos v s e n v ( 2 v d r f  x d v ) + i v c o s ~ d ~  = 0, ' d r  
d v + 2 -  = O  

v sen v x 

Luego In Iv sen vl + 2 In 1x1 = In C',  xg . v sen v = C, y xy sea y/x = C. 

9. Resolver (x a - Zya) dy + 2ry dx = 0. 

La ecuación es hornogenea de segundo grado. Haciendo el cambio de variable correspondiente, obtenemos 

1 - 2vs dx dv 4v dv 
( 1  -2va)(vdx + xdv)  + 2vdx = 0, dv + - = O, - - dx + - = o  

v(3 - 2 ~ ' )  x 3 v ;  3 ( 3 - 2 ~ ' )  x 

3 ln IvI + + ln 13 - 2vsl + In 1x1 = In c, In Ivl + in 13 - 2v1( + 3 In 1x1 = in C' 

Luego vxY3 - 2vs) = C y y(3xs - 2ys) = C. 

10. Resolver (xs  + y) dx + ( y s  + x )  dy'-= O. 
x ' Y' Integrando x' dx + ( y  & + x dy) + ys dy = O termino a termino. obtenemos - +5xy + - = C. 
3 7 4 

11. Resolver ( x  + e-' sen y) dx - (y + e-' cos y) dy = 0. 

Integrando x dx - y dy - (e-' cos y dy - e-' sen y dx) = O, tkrmino a término. obtenemos 

12, Resolver x dy - y  dx = 2xs dx. 
1 La erpreri6n x dy - y  dx nos lleva a d (5) = id!-:*. Luego, multiplicando la ecuación dada por E(.r) = - 

x1 
X ~ V - y d x  Y 

= 2 x d x y -  = x s + C o y = x s + C x .  
x ' X 

13. Resolver x dy + y dx = 2xsy dr. 

La expresidn x dy + y dr nos lleva a d(ln xy) = X d y  + Luego, multiplicando, la rcuacidn dada por &x, y )  
%Y 

Multiplicando la ecuación por [(x) =_;s2 obtenemos x S  dy + 3x2y dx = xaezdx. 

xaez dx = xPez - h e '  + Zez + C. 
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2 
Aqul P ( i )  = -, [ P(x) dx = En xa, y l(x) = - 9- 

x 
Multiplicando la ecuaci6n dada por €(x) = xa obtenemos x* dy + b y  & = 6x8 &. Luego, x*y = x@ + C. 

Noia 2. Después de multiplicar por el factor integrante, los thrminos del primer miembro de la ecuaci6n que resulta 
forman una eombi~eibn iniegrable. 

Noia 2. El factor integrante de una ecuacibn dada no es único. En este problema, x', 3xa, fx', etc., son todos 
ellos factores integrantes. Es decir, hemos utilizado la integral particular más sencilla de P(x) d r  en lugar de la integral 
wneral In x' + In C = Cx'. 

d~ 16. Resqver tag x - + Y = sec x. 
\ 

dr 

dy - lsen xl. /Tendremos - + y col x = csc x, [ P(X) dx = J iot x d r  = ~n I E ~  X I  Y ~ ( x )  e.'" '" " - 
dx 

= s e n x c s c x , s e n x d y + y c o s x d r = d x , y ~ ~ n x = x + C .  

dy 17. Resolver Y-xy = x. 
dx 

A ~ U I  P(X) = -x, J P(X) d r  = - + x a ,  y NX) = e41&.. 

Luego, e+'/uady - xye -''ma & = xe-'l&adr, ye-'lY' = --llr+a + C, e y = c~'/L+' - 1. 

d~ 18. Resolver - + y = xy'. 
dx 

dy La ecuacibn es de la forma - + Py = Qy" con n = 2. 
dx 

dy dz 
Haciendo el cambio y'-" = y-' = z, y-' -- - - dr  -- h .  (Es conveniente escribir la ecuacibn en la forma 

d~ dz dz 
Y-' - + Y-' = x.) Luego, - - + z = x o - - = -x, 

dx dx dx 
El factor integrante es &x) = eJP& = e -Jk = e -*. Por tanto, e -'a5 - zc -*dx = -xe y zc-S = xc 

1 + e-' -f C. Finalmente, como z = y-', - = x + 1 + Cea. 
Y 

dy 19. Resolver - + y tag x = ya sec x. 
dx. 

d~ 
Ponemos la eciiacibn en la forma y -" + y -' lag x = scc x. 

d~ 1 a5 dz Haciendo el cambio y-' = z, y - = - -  = - -- - obtenemos - - 2z tag x = -2 sec x. 
d r  2 dx dx 

El factor integrante es [(x) = dz =cosa x. Luego, cosa x dz - 21 cos x sen x dx = -2 cos x dx, z cm' x = 

cos' X - -2senx+ C,y---2senx+C. 
Y' 

U). Se dispara una bala contra una masa de arena. Suponiendo que la resistencia sea igual a la raíz cuadrada de la velocidad 
de la bala, calcular el tiempo que tardara en detenerse totalmente si su velocidad, al penetrar en la arena, es de 49 metror 
por segundo. 

Sea v la velocidad de la bala i segundos después de haberse introducido en la arena. 
dv dv 

La retardacibn será = - - = d v o  = -di y 2 fi= -t + C. 
di 6 

Para r = O, v = 49 y c = 2 m =  14. Por tanto, 2 d F =  -t + 14 es la ecuacibn del movimiento de la bala. 
Para v = 0, i = 14; es decir, la bala se detiene a los 14 segundos de incidir en la arena. 

21. Un depbsito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solución igual a 100 hilogramos. Se introduce 
en el depósito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto. 
La mezcla se mantiene uniforme mediante una agitación adecuada y se la extrae del depósito a la misma velocidad 
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendrii el depbsito al cabo de 90 minutos 



CAP. 691 ECiJACIONES DIFERENCIALES 339 

d4 Sea q (kilogramos) la sal que hay en el depbsito al cabo de t minutos. y - la velocidad de variacibn de dicha can- 
di 

tidad con el tiempo t. 

dq En cada minuta llegan al depósito 1,5 kg de $41, y Salen de tl 0,034 kg. Por tanto, - = 1,5 - 0,034, 
dI 1.5 - 0,039 

In (O 03q - 1 5 )  = dr - 2- + C. 
0,03 

In 1,s Para i - 0 ,q  = 100 y C =  - 
0,03 

; por consiguiente, ln(0,03q - 1,s) = 4 , 0 3 r  + In 1,5, O,O2q - 1 = e4.0a' 

Y q = 50 + 50e-0p08 '. Para r = 90, q = 50 + 50e-2.7 = 53,35 kg. 

22. Bajo ciertas condiciones, el azúcar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporciortal, en cada instante, 
a la cantidad de azúcar sin transformar. Sabiendo que para r = O la cantidad de azúcar es de 75 gramos, y que al cabo 
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media. 

Sea q la cantidad transformada en r minutos. 

dq Tendremos - = k(75 - q), - - 
dr 

dq 
- k dr, y In (75 - q) = -kr + C. 

75- q 

Para r = O, q = O y C = In 75;  por tanto, ln (75 - q) = -ki + In 75. 

Para = 30, q .= 8, 30k = In 75&- In 67, y k = 0,0038. Es decir, q = 75(l - e-O.OoJs' 1. 
Para r = 90, q = 75(1 - - 21.6 gramos. 

Problemas propuestos 

23. Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es: 
(a) y - Cxs + 1 (e)  y = Cx2 + C 2 (e) y - Cl + C ~ X  + C g 2  (g) y = C,  sen x + C, cos x 

(6) y = C 2 x + C  (d)  xy = x 3  - C (f) y = Clez 4- Cae2' (h) y - Clezcos (3% + C,) 

Sol. (a) xy' = 2(y - 1) (c) 4xEy = 2x3y' + (y')* (e) y" ' = O (g) y" -l- y = O  

(b) y' = (y - xy ')' (d )  xy' 3- y = 3xz (f) y " - 3 y ' + 2 y = 0  (h) y " -2y '+ lOy=O 

24. Resolver: 

(a) y dy - 4x dx  = O 
(b) y2dy -  3x5dx  = O 

(c), x3y' = yZ(x - 4) 
{d)  ( x  - 2y) dy + (y  + 4x) dx = O 

(e) (2y2 + 1)y' = 3x2y 

(f) xy ' (2~- -1)=y( l -x )  

(g)  (xP + y2) dx = 2xy dy 

(h) ( x + Y ) ~ Y  = ( X - Y ) &  
( i )  x ( x +  y ) d y - y a d x  = O  
( j )  x d y- y d x  + xe-Vlzdx = O  

( k )  dy = (3y + e23 dx 

(1)  x2y2 dy = ( 1  - xyg) dx 

Sol. y a = 4x2 + C 

Sol. 2y3 = 3xe + C 
Sol. xZ  - xy + 2y = Cx2y 

Sol. xy - y2 + 2x2 = C 

Sol. y2 + In lyl = x 3  -i- C 

Sol. In lxyl = x + 2y + C 

Sol. x a - y2 = Cx 

Sol. x2 - 2xy - y' = C 

sol .  y = Ce-wiz 

Sol. ewtz + In ICxl = O 

Sol. y = (Cez - ])ezz 

Sol. 2x3y3 = 3x2 + C 

25. La tangente y la normal a una curva en un punto P(x, y), cortan al eje x en T y N, y al eje y en S y M, respectivamente. 

Hallar la familia de curvas que satisfacen la condición: 
(a) TP - PS (b) NM = MP (c) TP = O P  (d)  NP - OP.  

Sol. ( O )  xy = C (b) 2x2 + y2 = C (c) xy = C ,  y -- Cx (d)  x2 f y2 = C 

26. Resolver el Problema 21 suponiendo que al dep6sito llega agua pura a razbn de 15 litros por minuto y que la mezfla 
sale a la misma velocidad. Sol. 6,7 kg. 

27. Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razón de 20 litros por minuto. 

Ind. dq = - -%di 
100- r Sol. 0,0 1 kp 



Capítulo 70 
Ecuaciones diferenciales de segundo orden 

LOS TIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vanios a considerar son: 

d'y - 
( 1 )  n- (Ver Problema l . )  

(Ver Problemas 2-3.) 

d2  y 
(3) m~ = f ( ~ )  (Ver Problemas 4-5.) 

d2y d Y 
(4)  - 4- p -- + &y = R, siendo P y Q constantes y R una constante o una función de x 

d x 2  d x 
solamente. (Ver Problemas 6- 1 1 .) 

Si la ecuación característica mZ + Pln + Q = O tiene dos raíces dist inm,  m, y m,, la solución 
d2y d~ 

general de + P---+ Qy = O es y = C,emlx + C,em-'. Si las dos raíces son iguales, ~ n ,  = m, 
h2 dx 

= 171, la solución general es C,emx + C2xemx. 

d2y (!y La solución general de - - - + P + Qy - O (ecuación homogénea) recibe el nombre de fun- 
d.y2 dx 

ción co)nple~nel~taria de la ecuación -- d~ dtv + P - + Qy = R(x). Si f(x) satisface a esta última ecua- 
dx2  d.^ 

ción (solución particular), la solución general es y = función compiementaria + f(x). 

Problemas resueltos 
d2y 

1. Resolver - - -  = xe' + cos x. 
dx2 

d dv Tenemos - (-) = rez  + eos x, - = (xez + sor x) dx =xez - ez  + sen x + Cl, e y = xez *ez- 
dx dx dx dy S 

- COS x + c1x  + C, 
dqv dy 2. R e s o l v e r x Z -  + x -  = a .  
dx2 dx 

d~ d2y dp d~ a Hacenios p = - ; entonces - = - y la ecuación dada  toma la forma x2- + xp = a o x dp + y dx =-dx. 
dx dxP dx dx x 

3. R e ~ o l v e t x y " - v f + x = O .  

dv d2y Q Hacemos p = -. Con lo cual = - y la ecuación d a d a  toma l a  forma 
dx dp2 dx 

dp x- + p + x = O o x d p + p d r = - x d x  
d~ 

d~ 1 Cl Luego. xp = -tx2 + Cl, - = - -x + - e y - -+x 
dx 2 x 

a + Cl ln 1x1 + C2. 
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dPy 4. Resolver ----- - 2y = 0. 
dxg 

d 
Como - (y'9) = 2y'y",.multiplicando la ecuación dada por 2y' obtenemos 

dx 
2yfy" = 4yy1, y" = 4 S y y 1 d x  = 4 S y d y  = 2 y 2 + C i  

1 
5. Resolver y" = - - 

y3 

Multiplicando por 2y' obtenemos 2y'y" = --- 2y' . Luego, 
Y= 

1 dY - d m  
(y')' = - + C , ,  - - 

d x  
= dz, \lm = C l x + C z  

y2 Y  ' d i T E p  

d2y d~ 6. Resolver - + 3 - - 4y = 0. 
dx2 dx 

Tendremos ms + 3m - 4 = O y m = 1 , 4 .  La solución general es y = C,ez + C2e-4". 

dPy dy 7. Resolver -- + 3- = 0. 
dxa dx 

Tenemos m' + 3m = O y m = 0, -3. La solución general es y = C, + C2e -3". 

d'y dy 8 .  Resolver -- - 4- + 13y = 0. dxP dx 

Aquí ms - 4m + 13 = O y las raíces son m, - 2 + 3i y m, = 2 - 3i. La solución general es 

Como elaZ = cos ax + i sen ax, tendremos e3" = cos 3x + i sen 3x, e-3k = cos 3x, - i sen 3x, y la soluci6p se 
puede dar en la forma 

y = eP+ {Cl (cos 3x + i sen 3x) + C2 (COS 3x - i sen 3x)) 

= e" {(C, + Ca) cos 3x + i(C, - Cp) sen 3x) 

= eZZ (A cos 3x + Bsen 3x) 

d P y  d~ 9. Resolver -- - 4 - + 4y = O 
dx' dx 

Tenemos ma - 4m + 4 = O y m = 2, 2. La solución general es y = Clew + Csezz. 

d3y d~ 10. Resolver - + 3 - - 4y = 0. 
dx2 dx 

Según el Problema 6, la función complementaria es y = C1eE + Cae-4z. 

Para encontrar una solución particular de la ecuación obsCrvese que el segundo miembro es R(x) = xB. Esto nos 
sugiere que la integral particular ha de contener un Mrmino en xP, y, quizá, otros términos obtenidos por derivación 
sucesiva. Suponiendo que es de la forma y = Ax2 + Bx + C, en donde A, B y C son constantes a determinar. 

Sustituyendo y = Axs + Bx + C, y' = 2Ax + B, y" = 2A, en la ecuación diferencial obtenemos 

Como esto es una identidad en x, 4 A  = 1. 6-4 - 4 8  - O, 2A + 3 8  - 4C = 0. 

Luego A = -a, B = - 3  U 9 c = -1: '  . \ T I  e y = -)xZ - gx - j es una integral particular. 

Por tanto, la solución general es y = C,ez + C2e-4r- 4x2 - % n - ' '  3 4 .  
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d'y dy 11. Hallar la soluci6n de la ecuacibn diferencial -- - 2 - - 3y = cos x. 
dx' dx 

En este caso, la ecuación característica es ma - 2m - 3 = O y sus soluciones, m = - 1 ,  3; la furicibn wmple- 
mentaria es y = C,e-' + Caew. El segundo miembro de la ecuación diferencial nos hace pensar que una integral par- 
ticular sea de la forma A cos x + B sen x. 

Sustituyendo y = A cos x + B sen x, y' = B cos x - A sen x, y" = -A cos x - B sen x, en la ecuación diferen- 
cial, obtenemos 

( - A c o s x - B s e n x ) - 2 ( B c o s x - A s e n x ) - - 3 ( A c w x  +Bsenx) = cosx 

-2(2A + B) cos x + 2(A - 28) sen x = cos x 

Luego -2(2A + B) = 1, A - 2B = O, y A = -&, B = -L/,,. 

La solucibn general es C1e-" + C,eaz - cos x - 111, sen x = y. 

12. La ecuación del movimiento de vibracibn de un cuerpo unido a un resorte es- + 16s = O, riendo la elongacibn del 
dt' 

muelle en el instante t .  Si para t = O, s = 2 y = 1, hallar S .n funcibn de t. 

Tenemos m' + 16 = O, m = f 4i, y la solucibn general es S = A cos 4t + B sen 4t. 

Para t = O, s = 2 = A, por tanto s = 2 cos 4i + B sen 4t. 

Parat=O,ds/dt  = 1 =-8sen4 i+4Bcos4 i=4By  B = f .  

Luego, la ecuación es s = 2 cos 41 + f sen 4t. 

dZI dI 
13. La intensidad de corriente en cierto circuito eléctrico viene dada por -- + 4 - + 25041 = 110. Si para I = O, es 

di' dt 

d l  
I = O y - = O, hallar I en funcibn de t. 

di 
m* + 4m + 2504 -; 0; m = -2 + 50i, -2 - 50i; la' funcibn complementaria es e-2' (A cos 50t + B sen 50t). 

La integral particular es I = 110/2504 = 0,044. 

Por tanto, la solución general es I = e-" (A cos 50i + B sen 501) + 0,044. 

Para t = 0, I = O = A + 0,044; luego A = -0,044. 
dI  

Para 1 = 0, - = O = e-'' [(-2A + 50B) cos 50t - (2B + 50A) sen Sor] = -2A + 50B. 
dt 

De donde B = -0,0018 y la relación pedida es I = -e-"(0.044 cos 50t + 0,0018 sen 50t) + 0,044. 

14. Una cadena de 4 metros de longitud comienza a deslizar por una superficie, sin rozamiento. en el momento en que pende 
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (a) su velocidad cuando abandona la superficie el último trozo 
de cadena y (6) el tiempo que tarda en abandonar la superficie. 

Sea s la longitud de cadena que cuelga en el instante t. 
(a) La fuerza F que obliga a deslizar a la cadena es el peso de la parte que cuelga. 

Fuerza = masa x aoeleracibn = m" = fmgs o S" = ags. 

Zr's" = Agss' y = *gsP + C,. 

Para t = O, s = 1 y S' = O. Luego C, = -1g y S' = ifi --T. 
Para s = 4, S' = 3 d F m ~ s e . g .  

(b) -- - - k f i t f i y I n  I S  + -TI - 4 d 6 t  + c,. *- 1 

Para i = O, s = 1 .  Luego C2 = O y In(s + d m )  = & G t .  . 
L 

Para s = 4, t = -- In (4 + a) sec. 
di- 

15. Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros por segundo cuando se desconecta el motor 
(en el instante i = O). La resistencia del agua es proporcional a su velocidad y \ale 100 kilopondios en t = O. Hallar 
el espacio recorrido hasta que la velocidad sea de 5 metros por segundo. 

Sea s el espacio recorrido por la motora al cabo de t segundos. 
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fuerza - 1 = A y k =  -. Para determinar k: Para r -. O. S' - 20, S" - - - - - 
masa 245 5 

dv - v 
S" = - - -- 1 

dr 5 ' In v = - -- r + C,. y v = C,e-lis. 
5 

ds Para r = O, v = 20. Luego C, = 20, v = - = 2Qe-q6 y s = -100e-115 + C,. 
dt 

Para t = O, s -- O. Luego C, = 100 y s = lW(1 -e-'/$). 

Para v = 5 = 20e-'15, s = 1W1 - )) = 75 m. 

Problemas propuestos 
Resolver : 

dfiu 16. -= 3 x + 2  Sol. y  = + z S + x ' + C ~ x  + C2 

d'u 17. ea' Y = 4(e4' + 1) 
d z  

Sol. y  = eg* + e-'" + C I X  + CI 

dSv  18. 7 = - 9 sen 3% d x  

d'Y dY 19. ~ ~ - 3 - + 4 z  = O 
d z  dx 

d'y d y  20. 7 - - = 22 - zg 
d z  d z  

d'y dy  21. 2 7  - - = 82' 
d z  dz 

<¿'y d y  
22. ,- 3 d z +  2 y  = O d z  

d ' ~  dl/ 23. -+ 6z+ 6 y  = O 

d'w d y  24. = O 
dxx dx 

d'w n y  25. -i- 2 ~ +  = O 
nx 

Sol. y  = sen3z + C l z  + CZ 

Sol. y  = x2 + C1x4 + C2 

Sol. y  = z3/3 + C l  e' + C2 

sol. y  = x4 + c i z 2  + CP 

Sol. y  = Cl er + C2 eP* 

S d .  y  = C,e-'" + Cxe-s' 

Sol. y = Cl + Cx ex 

Sol. y = Cize" + C2er 

d2?4 26. 7 + 9y = O d x  Sol. y = C l  cos33: + C2 sen 32 

d2y d y  27. -- 2- +  5 y  = O 
dx' dx Sol. y  = e" (Cl cos 2 t  + C2 scn 2x)  

d2y dw 28. 1 - 4 - + 5 y  = O Sol. y  = e2" (CI  cos x + C2 scii x )  
dx d z  

d2y dy 29. -- + 4  - + 3y = 62 + 23 Sol. y  = C l e - ' +  C2e-='+ 22 + 5 
rlx2 dx 
d2y 

30. d-p + 4y = eSI Sol. y  = C ,  sen 22 + Ct cos 22 + e3'/13 

c12y d y  31. + - 6 - +  9 y  = z + e l '  2 Sol. y  = C1e3' + Ctxe" + ezr +E+ - 
d2 dx 9 27 

dZy  32. 7- y  = cos2z - 2sen 22 Sol. y  = C 1 e x + C 2 e - ' - k c o s 2 x +  $srii2x 
dx 

33. Una partícula de masa m, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, esta sometida a una 
fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuacibn del movimiento si para r = O. s = O y S' = v,. 

das ds das ds 
Ind- Aquí m - = -k, - - k2s o sea -- + ~b - + czs = 0, ¿ , 0. df dr dr2 dt 

Sol. Si ba = cl, S = vete-m. 
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decreciente, 42 
definición de, 3, 258 
discontinua, 18 
implícita, 35, 270 
inversa, 28 

Funciones hiperbólicas, 75 
derivación de, 75 
integración de, 157 
inversas de las, 75 

Gradiente, 278, 297 

Incremento, 22 
InfjRito, 10 
Integración, aproximada, 254 

de funciones hiperbólicas, 
157 

de funciones racionales de 
senos y cosenos, 154 

de funciones trigonométri- 
cas, 143 

fórmulas de, 129 
por cambio de variable, 147, 

157 ' 
por descomposición de frac- 

ciones, 150 
por partes, 138 

Integrál, criterio de conver- 
gencia de la, 224 

curvilínea, 298 
definida, 162 
doble, 305 
impropia, 214 
indefinida, 129 
iterada, 306, 323 
triple, 323 

Integrales impropias, 214 
Intervalos. 2 

Límites, de una función, 9 
de una sucesión, 9, 219 

Longitud de un arco, derivada 
de la, 81, 101 

por integración, 199, 211 

Masa, 183, 331 
Máximos y mínimos, aplica- 

ciones, 50 
de funciones de varias va. 

riables. 278 
Media, teorema de la, 108, 109 
Momento de inercia, de un 

arco, 205 
de un área plana, 189, 323 
de un volumen, 189, 323 
de una superficie de revolu- 

ción, 205 
polar, 192 

Movimiento, circular, 54 
curvilíneo, 94, 102 
rectilíneo, 54 

Normal a una curva plana, 
ecuación de la, 37 

longitud de la, 37 
Normal a una superficie. 273 
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de inflexión, 43 
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nodal, 124 
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Puntos, críticos, 42, 43 
singulares, 124 
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Radio, de curvatura, 82 

de giro, 189 
Regla, de Barrow, 163 
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Rotacional. 298 
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cálculos con, 233 
campo de convergencia de, 

237 
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