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Prologo

El proposito de este libro sigue siendo, como en la primera edicién (en inglés), proporcionar a los
alumnos que inician sus estudios de célculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo
detalle. Por sus caracteristicas serd asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingenieria
gue necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoria y encontrar e modo de resolver
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicacion practica. Por otra parte, al figurar en esta edicién
demostraciones de los teoremas y deducciones de las férmulas de derivacion e integracion, junto con
una amplia relacién de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto
para desarrollar un curso de calculo.

La disposicion del libro es, en lineas generaes, andloga a la de la edicién anterior. Cada capitulo
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los tenias a tratar en él. Los gjemplos
ilustrativosy los problemas resueltos que figuran a continuacién se han seleccionado no solo con € objeto
de ampliar o completar |a teoria, sino también con el de que el alumno adquiera préctica en la formula-
cién y resolucion de problemas; para que Cde pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales
y para que la ensefianza sea verdaderamente eficaz; para prevenirleante las dificultadescon que normal-
mente s tropieza e principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en € que € céculo tiene
aplicacion. En la explicacion de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo-
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar @ maximo partido de este libro, bien se
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida-
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo més préactico sera que
e alumno los vuelva a resolver é solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta
forma no s encontrardn grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos.

El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de
esta edicion se debe, solo en parte, a las adiciones resefiadas anteriormente. Otras innovaciones que me-
rece la pena destacar son €l estudio méas completo del concepto de limite, de la continuidad de funciones
y de las series infinitas, asi como la introduccion mas extensa que se ha dado a los vectores en e plano
y en € espacio.

Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones mas elementales de la integracion,
como son € caculo de areas, volumenes, etc., se pueda estudiar en orden de capitulos diferente a que
aqui aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es-
tudiados los sais primeros. Asi, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon-
traran pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades.

El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing
Company por su magnifica cooperacion.

FRANK AYRES, JR.
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Capitulo 1

Variables y funciones

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALESesta formado por € de los nimeros raciona es(enteros
positivos y negativos, cero y los fraccionarios de la forma a/b siendo a y b numeros enteros) y el

de los numeros irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo V2 =14142. ..
y = = 3,14159. . . que no = pyeden expresar COMO una relacion entre enteros).

El dgebra de los nimeros complejos no juegan aqui papel alguno y como no puede haber con-
fusién siempre que se hable de un nimero, se sobrentendera que e trata de un nimero red.

EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (|N|) de un nimero (rea) N se define por:

[N = N's N escero o un nUmero positivo,
IN| = —N s N es un nimero negativo.
Por gjemplo,
Bl=1& =3 B=51=15—3=2

[x—al=x—asSx2a Yy |x—al=a—xsix<a.
En general, s ay b son dos nimeros cualesquiera,
—lal < a < |a|

a

'3) b%q

a
lat+ bl=|b+al; |abl = lal"|b|; ,3‘ =

@t b > la|— bl; la—b] < la| T |b];
lat bl < lal T 1bl; la—b| > lal — |bl.

UNA ESCALA NUMERICA es una representacion graficade |os niimeros reales por medio de los puntos
de una recta. A cada numero le corresponde un solo punto de la recta y reciprocamente. Por tanto,
los vocablos nUmero y punto (en una escala numérica) s pueden utilizar indistintamente.

Para establecer una escala numérica sobre una recta hay que efectuar |as siguientes operaciones:
() tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignandole €l O), (ii) €legir un sentido positivo
(se indica por medio de unaflecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar e punto +1
a una distancia del 0 igua a dicha unidad. Los nimeros (puntos) N y —N estan a ambos lados
de Oy a |N| unidades de él.

L [ L i i L i l
L)

L] ) v ¥ LJ
—4 -8 -5/2 -2 —-8/2 -1 0 12

___
|
[ “
A



2 VARIABLES Y FUNCIONES [CAP. 1

S ay b son dos nimeros diferentes, a < b significa que a esta situado a laizquierdade b en la
escala, mientras que a > b quiere decir que a esta a la derecha de b.

B segmento dirigido de a a b viene representado por b= a, siendo negativosi a> b y posi-
tivo s a < b. En cualquiera de estos casos, b esta a una distancia de a igual a |b — a| = |a — b|.

INTERVALOS FINITOS, Sean ay b dos numeros tales que a < b. B conjunto de todos los nimeros x
comprendidos entre a y b recibe e nombre de intervalo abiertode aa b y seescribea< x < b.
Los puntosa y b reciben e nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene
a sus extremos.

El intervalo abierto a < x < b junto con sus extremos a y b recibe el nombre de intervalo ce-
rradodeaaby s escribea< x<h.

O~ —) L o —
a b a b
intervalo abierto: a<az <b intervalocerrado; a=x = Db

INTERVALOS INFINITOS. Sea a un nimero cualquiera. El conjunto de todos.los numeros x talesque
x < a recibe d nombre de intervalo infinito.Otros interval os infinitos son los definidos por x < a,
xX>ayx2>a.

(Ver Problemas 1-2)

CONSTANTE Y VARIABLE. En la definicion del intervalo a < x < b:
(i)  cadauno delossimbolosa y b representan un solo nimero que se denomina una constante.

() €l simbolo x representa un nimero cualquiera del conjunto de nimeros y se denomina va-
riable.

El campo de variacién de una variable es otra caracteristica del conjunto de nimeros que ella
representa. Por gjemplo:

(1) § x esun libro de un conjunto formado por diez volumenes, € campo de variacion de x es
el conjunto formado por |os nimeros enteros 1, 2, 3,.. ., 10.

(2) Sixesundiadel mesdejulio, sucampo de variacion estara formado por el conjunto de nu-
meros 1, 2, 3,..., 3L

(3) Si xeslacantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depdsito Ileno de diez litros,
su campo de variaciones d intervalo 0 < x < 10.

LAS DESIGUALDADES, como por gemplo 2x —3 > 0y x*— 5x — 24 < O, también definen inter-
val0s,sobre una escala numérica.

Ejemplo 1: Resolver la desigualdad (a) 2x — 3> 0, (b) x* —5x—24<0.

(a) Se resuelve 2x — 3 =0 y se obtiene x = 3/2; consideramos los intervalosx < 3/2y x > 3/2. Para un valor
cualquierade x del intervalox < 3/2,tal como x = 0, $ verifica2x — 3 < 0; para un valor cualquierade x del
intervalox > 3/2 tal como x = 3, se verifica 2x — 3> 0. Por tanto, 2x — 3 > 0 para todo valor de x perte-
neciente al intervalo x > 3/2.

() Se resudve x*— Sx— 24 = (x t 3)(x —8) =0 y se obtiene x = —3 y x = 8; congderemoslos intervalos
x < —3, —3 <x <8, x> 8. Ahora bien x* — 5x — 24> 0 para todos los valores de x pertenecientesa los
intervalosx < —3 y x > 8. Por otra parte x* — 5x — 24 < 0 para los valores del intervalo —3 < x < 8.
Por tanto, x* — Sx —24 <O en el intervalo —3 < x < 8.

(Ver Problema 3)
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FUNCION DE UNA VARIABLE. Se dice que una variable y esfuncion de otra x, cuando ambas estan
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variacion le corresponde
un valor dey. La variabley, cuyo valor depende del que tome X, recibe el nombre de variable de-
pendiente, mientras que X es una variable independiente. La relacion que liga a 1a funcién con la
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por €., una tabla de logaritmos), una
gréfica 0 una ecuacion.

Ejemplo 2:
Laecuaciéon X2 — y= 10, siendo x la variable independiente, asigna un valor ay para cada valor que se dé a x.

Lafuncién definida esy = x* — 10. La misma ecuacién, tomando ay como variable independiente, hace correspon-
der dos valores de x con cada uno delos que s2 den ay. Por tanto, se pueden definir dos funcionesdey: x = 4/10+ y

yx=—4/10+ y.

Algunos autores definen a'y como funcion de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su
campo de variacion, le corresponde uno o més valores dey. Asi, pues, en € Ejemplo 2, y es una
funcién uniforme de x, mientras que x es una funcion multiforme dey. Sin embargo, en d Céculo,
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o més funciones uniformes.

Por ello, la definicién que hemos dado de funcion lleva implicita esta propiedad de uniformidad.

Bl simbolo f(x) se lee «funcién de x» o bienf de X, pero nunca «f veces x». Si en un Mismo
problema intervienen otras funciones de x se emplearan letras diferentes para denominarlas. g(x),
h(x), F(x), 8(x), . ..

Para poder estudiar una funcion y = f{x) s necesita siempre conocer d campo de variacion
de la variable independiente, que también recibe d nombre de dominio de definicion de la funcion.

Ejemplo 3:

(@) Lafunciénf(x) = 18x — 3x®estd definida paratodo vaor de x;
es decir, que siempre que x sea un ndmero real, 18x — 3x* tam-
bién |0 es. Por consiguiente el campo de variacion de x o domi-
nio de definicibn de la funcién estaformado por el conjunto de
los nimeros reales.

(o) S el area de un rectangulo determinado viene dada por
y = 18x — 3x?%, siendo x uno de sus lados, tanto x como
18x — 3x® deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del
Problema 3(a) se deduce que € dominio de definicibn es d
intervalo 0 < x < 6.

(c) El dominio de definicion de la funciébn y = x2— 10 del Ejem-
plo 2 es el conjunto de los nimeros reales. En las funciones . ] z
x=\/10+yyx:—v10+yesnec&earioque10+y20; o 6
por tanto, € dominio de definicién de cada una de €ellas es
y = —10. Fig.1-1

Se dice que una funcion f(x) esta definida en un intervalo, cuando lo esta en un punto cualquiera
de dicho intervalo.

Si f{x) es una funcién de x y aes un valor de su dominio de definicion, la expresién f{a) significa
el valor numérico obtenido al sustituir x pcr a en f(x) 0 sea € vaor que tomaf(x) cuando X = a

Ejemplo 4 Si f(x) = x* — 4x *+ 2, tendremos

) =MP—4+2=1—4+2=—1,
f(—=2) = (=2 —4(—2+2=-198 tgt+2=-2
f@ =a*—dat 2 etc
(Ver Problemas 4-13.)
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UNA SUCESION INFINITA es una funciéon de una variable (representada normalmente por n) cuyo

campo de variacion esté formado por e conjunto de los nimeros enteros positivos. Por ejemplo,

. 1 . A
cuando » va tomando losvalores 1, 2, 3, 4, ..., lafuncidon T dalugar a la sucesion de térmi-
nos %, %, 4, 3,. .. La sucesién s denomina infinita para indicar que no tiene dltimo término.

delasucesion anterior recibe el nombre de término general o término enésmo.

, . 1
El términ
© C)n+1

0 bien indican-

. _— 1
Una sucesion se representa por su término general encerrado entre llaves .

do algunos de los términos que la componen, 4, 4, 1, 4, . . ., -n—-}——l—’ T
(Ver problemas 14-15).

Problemas resudtos

1 Enunciar y dibujar los intervalos: (a)—3 < x <5, () 2<x <6,(c) —aA<Xx <0, (d) x > 5, (e)x < 2.

P

-3

(a) Todos los nimeros mayores que — 3y menores que 5.

N )

(b) Todoslos nimerosigua o mayor que 2 e igual 0 menor que 6. 4

(¢) Todos los nimeros mayores que —4 e igual 0 menor que0. iy 3
Esteinterval ofinito que contienea uno de susextremos, recibeel nombre deinterval o semiabierto.

(d) Todos los nimeros mayores que 5.

(e) Todos los nimerosigua o menor que 2.

Ng

Enunciar y dibujar los intervalos:

(@) xl<2; B) IxI>3; () Ix—3<1; d) Ix—2[<6§d>0,0< |x+3 <6 d>0.

(a) Intervalo abierto —2 < x < 2. ) ';
(b) Dosintervalosinfinitos: x < —3 y x > 3. 4 2

(¢) Intervalo abierto que contiene al punto 3 Para hallar los extremos hacemos x —3 =1, con locua. x =4y
3—x =1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que |x — 3{ = X — 36 3 — x segiin € vaor de x.) Los
extremosson 2y 4y d intervaloesel 2 < x < 4. Obsérvese que e intervalo estd formado por todos los puntos
cuya distancia a 3 sea menor que 1.

o0

Fe)
8 4

(d) Siendo é un nimero positivo dado, €l intervalo2 —6< x <2 + 5 esta formado por todos los puntos cuya dis-
tanciaa 2 sea menor que 6. Este intervalo es un enrorno del punto 2.

(e) La deﬂq_ualdad ix + 3] <6 defineel intervalo 8 —6 < x < -3 + & que contienea punto —3 La condicién
O< Ix T 3| implicaque x# — 3. Por tanto, el campo de variacion de x esta formado por los dos interval osabier-
tos—8 —6<x< —3y—3 <x< —316. Losdosintervalos constituyen el entorno reducido del punto —3

o— o— ©

-3-38 -3 -3+
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K}

Resolver |as desigualdades: (a) 18x — 3x2 > 0, (b) (x T 3) x—2x—4) <0, (& T nx—3>o.

(8 De laigualdad 18x — 3x2 = 3x(6 — x) = Q se deduce, X =0 y x = 6; a continuacién, se determina el signo
de 18x — 3x?® para los valores de x pertenecientesa los intervalos x << 0, 0 < X < 6 y X > 6. La desigualdad se
verifica para los valores de x comprendidos en el intervalo 0 < x < 6.

(b) Una vez determinado el signo de (x + 3) (x — 2) (X — 4) en cada uno de los intervalos x < —3, 3 <X < 2,
2<x<4yx >4 sxllegaalaconclusion de que la desigualdad se satisface para todos los valores de x de los
intervalos x <3 y 2<Xx < 4.

(© Los intervalos que se depen estudiar son x < —1, 4 <x < 3y x > 3 Ladesigualdad se cumple parax > 3
Obsérvese que como (x T 1)? > 0 para todos los valores de x, no es preciso tenerlo en cuenta. (Se podria decir
lo mismo del factor (x + 1)2?

Dadaf) = 571 hallarf ©0./(—1), /e, f1/9.fCx + )
0—1 1 —1—1 2 2a — 1
fO=%53=—7 /=757 =3 =gy
o Vx—1 _ x—x" _ Xth—1 _  xth—1
fUR = ey = v TP =S Ty 2 T e et R 2

Sif (x) = 27, demostrar que (a)f (x T 3) —f(x = H == f(x} y (b) =1y =f (4.

@IcFD—fa—D=2r—2i=2@—ph= 2w GLEEI_TT_ g,
(X — l) 2: 1

Si f (x) = log, 1/x, demostrar que (a)f (&%) = -3 y () fla) = 1/z.

(@) f(@® = log, 1/a® = log,a=® = — () f(a~*) = log, 1/a=V* = log, a"* = 1/z.

Si f(x) =log, X y F(2) = a*, demostrar que F(f(x)) = f(F(x)).
F(f(x)) = F(log, x) = a*%,* = X = log,d = f(a*) = f(F(x)).

Determinar €l campo de variacion de fa variable independiente x en las funciones siguientes:
1 1 X
@y=va—x, By=Vva—160Qy=3=5dDy= =g @y="piys

(@ Comoy debe ser real, 4 — x* > 0, 0 sea, x? < 4; el campo de variacion de x esel intervalo 2 < x < 20 bien
fx] < 2. Es decir, f(x) = 4/ 4 — x? estd definida en el intervalo 2 < x < 2y soloen 4.

(6) En este caso x* — 16 2 0 o hien x? > 16; el campo de variacion de x esta formado por los intervalos x < —4
y X 24,0 bien |x] = 4.

(¢) Lafuncién esta definida Sara todos los valores de x excepto para x = 2 El campo de variacién de x se puede
expresar por X < 2, X > 20 por X # 2.

(d) Lafuncion esta definida para X # +3

(e) Como x* +4x0 para todo vaor de x, e campo de variacién de X es el conjunto de los nimeros reales.

Representar graficamente |as funciones definidas por:

f(x)=5 cuando0 < x <1 fix) =10cuandol <x <2
f(x)=15cuando 2 < x < 3 f(x) =20cuando3 <x <4 etc.

Determinar los campos de variacion deX y dey = f(x).
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VARIABLES Y FUNCIONES [CAP. 1
”
20-( o—
16+ O
104 o —
L
. . x
) 1 2 3 4
Fig.1-2

La funcion f(x) representael coste (en unidades arbitrarias) de la franquiciade correos por € interior parael envio
de un peso x 1en unidades arbitrarias). El campo de variacién de x esd intervalo x > Oy e dey = f(x), esel conjunto
formado por los nimeros5, 10, 15, 20, ...

Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2000 m de alambrada. S una de las dimensioneses x m, expresar
€l area, y (m?). en funcién de x. Determinar € campo de variacién de x.

Como una de las dimensioneses x, la otra sera (2 000 — 2x) = 1000 — X.
Bl 4rea esy = x(1 000 — Xx) y el campo de variacién de x es0 < X < 1000,

¥

Expresar |a longitud / de una cuerda de una circunferencia de 8 an de radio en
funcién de su distancia x an a centro de la misma Determinar € campo de
variacion de x.

De la Fig. 1-3 e deduce, ¥ = v/ 64 —x* Y [ = 20/ 64 — x\. Fip.1-3
Bl campo de variacién de x esd intervalo 0 < x < 8.

En cada uno de |os vértices de una placa cuadrada de estaio de 12 cm de lado,
< cortan pequeios cuadrados de x cm de lado, doblandose a continuacién los
bordes hacia arriba para formar una cgja abierta. Expresar el volumen V (cm3
en funcidn de x y determinar el campo de variacién de cada una de las variables.

|
|
La base de la cgja es un cuadrado de (12 — 2x) cm de lado y su altura es |
dexcm. B volumen. V = x(12 — 2x)* = 4x(6 — x)2. El campode variacion de x |
esel intervalo0 < x < 6. |

A medida que aumenta x, dentro de su campo de variacion, también |0 ’——
hace V hasta un determinado valor para luego disminuir. Asi pues, de todas las
cgjas que se pueden construir hay una, M, de volumen méximo. Para deter- .
minar Af es preciso conocer el valor de x para €l cual ¥ comienzaa disminuir. Fig. 1-4
Este problema < resolvera en un capitulo posterior.

S f(x) = x* + 2, hdlar e interpretar € resultado. v

+ k) —f(a)
h
fath—fl@ _ aThrt 26+ mHI—(@ + 20
h h
= 2a+2+h

‘Qa+h, flath)) 4

Sobre € gréfico de la funcion (Fig. 1%5) situamos los puntos Py Q cuyas / N -
abscisasrespectivassonay (a q’ h). LaordenadadePesf (a) y lade Qesf (a 'Eyh), of [P7eth = f)
Por tanto, 2

f(at m —f(a) _ diferenciadeordenadas Pla, fle)
h L_ h——

diferencia de abscisas

= pendiente de PQ Fig.1-5
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14.

16.

Escribir los cinco primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:

1—i Tendremos —l—i- t = 1
a ’ 2 (" Su = 2 por anto:,—l-—Tl—

I
N 1=

1 3

13 s 17
w=l—gm =% s=l—g3=% s=l—g37=%

y ss = 9/10. Los términos pedidos son 1/2, 3/4, 5/6, 7/8, 9/10.

® gl | Tendremos s, = -1 37 = g,

53 = ("l)a% = —‘1/5, Sa :(_l)’ﬁl-—l = 1/8,

s¢ = —I1/11, 55 =1/14. Los términos pedidos son 1/2, —1/8, 1/8, —1/1], 1/14.

©) 3 ﬁ ; Los términos son 1, 4/5, 3/5, 8/17, 5/13.

n L oS términos SON ! -2 3 4
("+ l)(’l+2) . rminos _— .,

5
2°3' 34" 45" 56 6.7
() (=1 + 111 Los términos son 0, 1,0, 1, O.

@ Jeire

Escribir el termino general de cada una de | as siguientes sucesiones:

@ |, —1/3,1/51/1,1/9,...

L os términos son tos reciprocos de los nimeros impares positivos. El termino general es 1

n—1

(b) 1,—1/2, 1/3,—1/4,1/5, ...
Prescindiendo del signo, se trata de los reciprocos de los enteros positivos. B término general es

= +1 l " —1 l
(=D~ o (=D "

(e 1,1/4,1)9,1/16,1/25,....

L os términos son 10s reciprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El término general es 1/n®,

1 !+3 135 1-3:-5-7 \ 1'3-5...2n—1)).
@) _2_' 7-4°2-4:6’2°4°6:8 """ Eltérmmogeneralesm_.-__xrm_

(e) 1/2, —4/9, 9/28, —16/65, . . ..

Sin tener en cuentael signo, los numeradores son loscuadrados de losenteros positivos, y |osdenominadoresson

"’
n+1

los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. B término general es(—-1)*+!

Demostrar que si a y b son dos nimeros cualesquiera, la +b <jart sl

Consideremos lossiguientes casos: (a) a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (¢) ay b uno positivoy otro
negativo.

(@ Conpjal =a,lbl=Dbya + b escero o un nimero positivo, tendremos
latsl=atb=1al T bl
() Como Ja] = —, |bl = —b,y a + b es negativo, tendremos
lat bl =—atb)=—a+ (b =laTt b
(¢) Supongamosa >0y b < O; entonces (a| =ay |b] = —b )

Si la| > Ib}, entonces lat by =a + b<a— b=lal T b
.~ Si |a} < |b], entonces la tbo=——b<a—b=la + |b].
Si |a| = (8], entonces ja T 6{ = 0 < lal T (1.

Por tan.to;/si a> 0y b<0osia< Oyb> 0, entonces lat bi < ial T 1.
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Problemas propuestos

. Representar cada uno de losinterval ossiguientes:
@ —5<x<0 () —2<x<3 (e) I¥I<3 (@ x—2|<} HDO<x—2|<]l ) x—2]21

» x<0 @ x=>1 N IxIz5 W Ix+31>1 () o< Ix+3 <}
. Sif(x) =xt—4x T 6 halar (a)f(®, BFQ), ©F(—2). Sol. (a) 6, (b) 3, (¢) 18
Probar que f@) =£(7/2) y f2—h) =f2 Th).
LS f00 = =1, hallar @ @), ® fQO), ©F(=2.  Sol. (a) —1, (b) O, (c) 3

x+1’
Probar que f-:.-llx) =—f(x) y f(—1/x) = —1/f(x).

. S f(x) = x* — x, demostrar que f(x T 1) =f(—x).

. Si f(x) = 1/x, demostrar que f(a) —f () =f lTiLa_ .

. S y =f@) = (x T 3)/(dx — 5), demostrar que x =f().

. Determinar €l dominio de definicion de cada una de las funciones siguientes:

— 4 _ - _ 2z _z*—1
(@) y =ats @ ¥=Ve—4 @ v=pgopiany ® v =5

— 3 _ _x _ 1 _ x
0 v=Vats @ v=_13 " v="= * ¥ —\/2_1.

Sol. (a), (b), () todoslosvaloresdex; (¢) IxI=22; (@) x #—3;(e) x #—12; (/) 3 <x<3; WO€x <2

1
. Hallar w’siwdo: @ f@)=——5 paaa#2 ath=2 (b)) fi) = Vx—4 para

—— —

_ + —
x4 1 paaa#—I1,aThz#—1

@ 1 ®) - (€) -
(e—2)a+h—-2)’ Va+h—4 + Va—-4~ (a+1)fe+h+1)

azd, a+h=z4; (c)fx

Sol.

. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las sucesiones.

1 n ntl "'!
(a) {1 + 1—!} (¢ {a+ (n—1)d)} (e) {m} (#) {(—1) F}
®) {m} @ (1rrar) ) { —”"n“} (*) { 3‘.22.’.’1}

Sol. (a) 2, 312, 413, 614, 6/6 (e) 1/V2, 2/v/5, 3//10, 4/V/17, 5/V/26
(b) 1/2, 116, 1/12, 1/20, 1/30 () V2, 3V3, 2/3, 1V5, V6/5
(e) a,atd at2d atsd atad (g) 1, —112, 219, —3132, 24/625
(d) a, —ar, ar*, —ar®, art 2 2 2¢ 72T 728

(h) ! 1 ) ’
3' 3-5' 3+5’' 32+5'" 3-5*
. Escribir el término genera de cada una de | as sucesiones.

(@) 1/2,2/3, 3/4, 4/5, 5/6, . .. (@) 1/53, 35, 5/57, 7/5%, 9/5, . ..
(o) 1/2,—1/6,1/12,—1/20, 1/30,,., (e) 1/2',—1/41,1/6!, —1/8',1/10, ...
(© 1/2,1/12,1/30,1/56,1/90, ...
n I | 1 2n—1 SPTONP. |
Sol. (a) 'n_+1' (b) (_1) n+n’ (0) (2,"__ 1)2,"! (d) sintl ! (8) ( 1) l(2n)!

. «Siempre que |x — 4] <1, |f(x)| > 1» Sgnifica: «siempre que x esté comprendidoentre 3 y 5, f(x) es menor que —1,
0 bien mayor que + 1». Interpretar las siguientesexpresiones:

(a) Siempreque Ix — 1] < 2, f(x) < 10. (¢) Sempreque0 < |x —6] <1, f(x) > 0.

(b) Siempreque ix —5{ < 2, f(x) > 0. (d) Siempreque lx —3| < 2, If(x) —9| < 4.

. Dibujar la funcién y = f(x) = 6x — x* y determinar cual de |las expresiones(a) — (d) del Problema27 son verdaderas
o fasas. Sol. (b) esfasa

. Demostrar que, siendoa y b dos nﬂi1eroscualesquiera la 4+ b] = b & al; |ab| = |a] - |b]; |a/bl = la]/ |b], b # O;
la T bl = lal — 16l; la— bl < lal T 1815 la— bl =.1a] — bl



Capitulo 2

Limites

LIMITE DE UNA SUCESION. S se sittan sobre una escala numéricalos puntos correspondientes a los
ttrminos de la sucesion

1, 3/2, 5/3, 7/14, 9/5, ..., 2— 1/n, ... 0)]

Se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesion cuya
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por pequefia que sea. Por gemplo, € pun-

b
L
0

= i
1 3/2 5/8 2

to 2001/1 001 y todos | os siguientesdistan de 2 una cantidad menor que 1/1 000; el punto 20000 001/
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10000 000, y asi sucesiva-
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que €l limite de la sucesion es 2.

S X es una variable cuyo campo de variacion es la sucesiéon (1) se dice que x se aproxima al
limite 2, 0 bien que x tiende a 2, y se representa por x— 2

La sucesion (1) no contiene a su limite 2 Sin embargo, la sucesion 1, 1/2, 1, 3/4, 1, 5/6, 1, .. .,
en la que todos los términos impares son iguales a 1, tiene por limite 1. Por tanto, una sucesion
puede o no contener a su propio limite. Sin embargo, como se vera mas adelante, decir que x— a

implica x # a, esto es, se sobrentendera que cualquier sucesién dada no contiene a su limite como
término.

LIMITE DE UNA FUNCION. S x— 2 segun la sucesion (1), fix) = x*— 4 segln la sucesion 1, 9/4,
25/9, 49/16, ..., (2— 1/n)%, ... Ahora bien, s x — 2 segun la sucesion

2,1; 2,01; 2,001; 2,0001; ...; 2 + 1/10%; ... @)

x?— 4 segilin la sucesion 4,41; 4,0401; 4,004001;.. ., (2 + 1/1072;. .. Parece razonable esperar
gue x2 tiende a 4 siempre que X tienda a 2. En estas condiciones s¢ establece que «el limite de x®
cuando x tiendea 2 esigual a 4», y se representa por el simbolismolim x? = 4.

x32

(Ver Problemas 1-2)

LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando x— 2 segun la sucesion (1), cada
término es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda, y se repre-
senta por x— 2-. Anaogamente, cuando x— 2 segun la sucesion (2), cada término es siempre
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derechay se representa por x— 2+.Es evi-
dente que la existencia del Iim S(x) implicala del limite por la izquierda lim f(x) y la del limite

x—ra”

por la derechalim f(x), que , ambos son iguales. Sin embargo, laexistencia del limite por la derecha
(izquierda) no |mpI|ca necesariamente la existencia del limite por la izquierda (derecha).

9
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Ejemplo 1:
Sea la funcién f(x) = 4/9 — x*. El dominio de definicion esel intervalo —3 < x < 3. S oesun nimero cual-
quiera del intervalo abierto —3 < x < 3, lirn 4/ 9 — x* existey esigual a 4/ 9 — a* Considérese ahora que o = 3.

x—>q

Si x tiende a 3 por la izquierda, lirn 4/9 —x® =0, y si x tiendea 3 por la derecha. lim 4/ 9 — x? no existe, pues-

x—r3- X+

to que parax => 3, v/ 9 — x? es un nimero imaginario. Por tanto. no existe lirn 4/9 — xt,

X—+3

Analogamente, lim 4/ 9 — x? existe y esigual a 0; sin embargo, no existen ni lirn 4/9 — x* ni Him /9 —x*.
X—>—8+

X—r—3— X-r—a

TEOREMAS SOBRE LIMITES.

1. Si f(x) = ¢, constante, tendremos lim f(x) = C.

S lim f(x) = A ylim g(x) = B, resulta:

X-a x-a

II.  limk - f(x) = kA, siendo k una constante.

X-»a

I lim [{2)+g(x)] = limf(z) = limg®) = 4 = B
Iv. lim [{2)-g(x)] = Ii_[nf(x)-lirny(w) = A.B.

_ lirn f(z)
V. LI_[Q ;g;; = m ~ JgsiemprequeB~0

- VI. lya \"/ f(x) = {/ lim f(z) = VA, siempre que{'/Z sea un nimero real.

INFINITO. Sea el campo de variacion de la variable x la sucesion sy, sg, Sg, Sgs - - -, Say « . « EN €Stas con-
diciones se establ ece:

(i) X tiende amas infinito [x — -+-o00] § a partir de un determinado término, éste y todos los que
le siguen, son mayores que cualquier nimero positivo dado, por grande que éste sea. Por
gemplo, x— T w en lasucesion 1, 2, 3, 4, ...

(i) X tiende amenos infinito [x— — oo] § a partir de un determinado término, éste y todos los
gue le siguen son menores que cualquier nimero negativo dado, por pequefio que éste sea.
Por ggemplo, x -~ — w en lasucesion —2, —4, —6, —8, ...

(iii) X tiende a infinito [X>w]s |x|—>+w,estoes,x—>+w,o bien, x = — w.

Se dice que unafuncién f(x) tiende amas infinito cuando x — a, [limf(x) = + w]-, s cuando X
s agproxima aa (sntomar € vaor a), f{x) se mantiene, a partir de un determinado término en
adelante, superior a un nimero positivo dado, por grande que éste sea.

Se dice que unafuncidn f{x) tiende amenos infinito cuando x — &, | lim f(x) = — oo]., S cuando x

se aproxima aa(sin tomar € valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade-
lante, inferior a un nUmero negativo dado, por pequefio que éste sea.

Se dice que una funcion f(x) tiende ainfinito cuando X — a, [limf(x) = oo], si lim f(x) = + o

x—a x—a
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Ejemplo 2:
(@ Cuando x -2 seglin la sucesion (1), f(x) :E—:_—x — + co seglin la sucesion 1, 2,3, 4, - - - En general, s
x—+2-, ! ~ + oo y se escribe, lim = + oo,

2—x - 2—X

(b) Cuando x — 2 segln la sucesion (2), f(x) = 7L—X — — oo segun |a sucesiéon --10, -—100, — 1000, —10000, . . .

. 1 1
En general, s r - 2+, > x " — o se escribe lim —— = —oo.
1 .
(¢) Cuando x —2 segin (7) y (), | f(x)| = }2 T WYy * escribe lirn P lz- = 0o,
- s

Nota. Los simbolos T+ w, —oo, W no deben considerarse como nuevos nimeros a anadir al
conjunto de los nimeros reales, sino que e utilizan para indicar un cierto comportamiento de- una
variable o de una funcion. Cuando una variable o el valor de una funciéon aumenta constantemente
sin llegar a acanzar nunca un determinado valor M el limite de dicha variable o funcién serda M
0 un nimero inferior a é@. Cuando no existe tal nUmero M; se dice que la variable o funcion tiende
ainfinito. En este Ultimo caso no existe limite; la designacion de limite se sigue empleando solo por
conveniencia.

(Ver Problemas 3-12)

LA DEFINICION lirn f(x) = A se haestablecido estudiando el comportamiento de f(x) cuando x— a
x—>a

segun varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que f(x)— A, por lo que se puede pensar que
a este mismo resultado se habria llegado (sin comprobar) para todas las sucesiones que tengan
por limite a. Ahora bien, cuando x— a segun cada una de las sucesiones quiere decir que € valor
de x se aproximaa a. La nociéon fundamental del concepto de limite es la de que siempre que X se
aproxime a a, sin llegar nunca a alcanzar este valor, f(x) s aproximaa A. Este hecho se puede esta-
blecer en términos mas precisos, en la forma siguiente:

A. limf{x) = A s dado un nimero positivo ¢ tan pequefio como se quiera, existe otro nimero
x—ra

positivo 6 tal que cuando O < |x — a| < 6 se verifica [f(x) — A| < e
Estas dos desigualdades establecen los intervalos:

—0- J.)i'—-—oﬁ r o } ﬂix') —0—— (%)
a—38 a at+d A—¢ A A+
() Fig. 2-1 (i)

De aqui resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de limite: fijado €l nimero ¢ [con
lo cual queda definido el intervalo (ii)], se puede encontrar un nimero 6y determinar € intervalo(i),]
de forma que, siempre que x # a en el intervalo (i), por giemplo x, f(x) esté contenido en €l in-
tervalo (ii).

Ejemplo 3:
Utilizando la definicion de limite, demostrar que lim (x* + 3% = 10.
2

~ Elegido un valor de ¢, se debe encontrar un 6 > 0 de forma que, Sempreque O < |x —2| < 6, se verifique,
| (x2 T 3x) — 10 | < e. Observemosque s 0 < Jx — 2| < A < 1, también se verificard [x — 2|* < A para cualquier
valor positivo de n. Por tanto,

JxP+30)—10] = |[(x—2+Tx—2) ] € x—2*+7x—2] < 2A4+72 = 84

Ahora bien, para que 82 < e basta con que 4 < ¢/8. Por consiguiente, dado €l nimero ¢, se puede encontrar un 6,
menor que ¢/8, que satisface la condicibn de limite.
(Ver Problemas 13-14.)

OTROS TIPOS DE LIMITES.
B. lirnf{x) = oo s dado un nimero positivo M, tan grande como Se quiera, existe otro 6 tal que,

x—>a

para0 < Jx —a| < 6 e verifica| f(x)| > M.
Cuando f(x) > M, lirn f(x) = + oo} 9 f(x) < —M, lirn f(x) = —oc.

X-+g
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C. lim f(x) = A s dado un ndmero positivo g, tan pequefio como Se quiera, existe un nimero

X—> a0
positivo M tal que, para |x| > M, se verifica |flx) — A| <e.
D. limn f(x) = oo S dado un ndmero positivo M, tan grande como Se quiera, existe un ndamero

posmvo Ptal que, para |x| > P, se verifica | fix)| > M.
(Ver Problema 15)

Cuando existen los limites, lim f(x) y lim g(x), son validos todos los teoremas de este capitulo.

x>0

Sin embargo, estos teoremas no se pueden apllcar cuando I|m f(x) =00y I|rn g(x) = oo 0 cuando
lim f(x) = oo y lim g(x) = oc. Por gemplo, lirn # = oo y lim — = oo, pero lim
x—m X0 x—>1 — X x—>1 — X x—1
( i X x/T ! ) = lim x(1 + x x) = 2. lgualmente, I|rn (x2+5) + y IirD (2—x?3)=—
- x—1 x—+®
pero lim {(x? + 5) +(2 —x3)}=1lim7=7.
X+ X4
Problemas resueltos
1. Calcular el limite de las sucesiones siguientes:
(a) 1,1/2,1/3,1/4,1/s, ... (c) 2,5/2,8/3, 11/4, 14/5, ... (e) 1/2,1/4,1/8, 1/16, 1/32,...
(b) 1, 1/4,1/9, 1/16, 1/25, ... @) 5,4,11/3,7/2, 175, ... (f) 0,9;0,99;0,999; 0,9999; 0,99999;...

(a) El termino general es 1/n. A medida que » toma los valores1, 2, 3,4 ..., va disminuyendo 1/ pero conservandose
siempre positivo. El limitees Q.

(b) EI término general es(1/n)?; el limiteesO.

(c) El término general es 3 — 1/n; el limite es 3.

(d) EI término general es 3 + 2/n; el limitees 3.

(e) El termino general es 1/2*; como en (a),el limitees 0.
(f) El término general es1 — 1/10"; el limitees 1.

2. Calcular el limitedey = x + 2,siendo x los términos de cada una delas sucesiones del Problema 1.

(0) y - 2seglin la sucesién 3, 5/2, 7/3, 9/4, 11/5, ..., 2 + 1/n, ...

(b) y— 2 segin la sucesién 3, 9/4, 19/9, 33/16,51/25, ..., 2+ 1/ne, ...
(c) y— 5segln lasucesion 4, 9/2, 14/3, 19/4, 24/5, ..., 5— 1/n, ...

(d) y — 5segln lasucesiéon 7, 6, 17/3, 11/2, 27/5, ... 5 + 2/n, ...

©) y-»2segun lasucesion 5/2, 9/4, 17/8, 33/16,65/32, ..., 2 T 1/2%, ...

(f) y— 3 segin lasucesion 2,9; 2.99; 2,999; 2,9999; ...; 3 —

o
3. Calcular:
(a) lims2 = 5limx = 52 = 10 2 lim (x - 2)
ik it (d) lim ”+2 = I’."’ == - =
(b) lin:(2:t+3) = 2limz T lim3 ImET2) 5
T e Ty 2 Tew?
-4 4— 4
= 2.2+3=7 (e) 11m2i,+4:4+4 =0
(¢) lim (z*~4z+1) = 4—8+1 = —3 ) yn}\/'zm = 4flim@5-29) = V9§ =

Nota. Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusion de que lim f(x) es invariablemente f(a).
Tra

El términof (a)significael valor de f(x) cuando X = 0, y, havisto en el primer parrafo del Capitulo, que cuando X — a,
la variable X nunca llega a ser igua a a.
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4. Halar el limitedef(x) = (—1)* siendo x los términos de las sucesiones
(@ 1/3,1/51/7,1/9, ...y (b) 2/3,2/5,2/7, 2/9, ...
{Qué se puededecir acercade lim (—1yy f(0)?
z>0
(@) (—1® > —lenlasucesion —1, —I, —1,—1, ...
®) (—1—> T1enlasucesion T1, 1, +1, +1, ...

Como (—1)* tiende hacia limites distintos cuando x toma los valores de las dos sucesiones, lirn (—1)* no existe;
fO) =(—1p = 1. m

5 Hallar:
. x—4 — i x—4 5 - 1
@ lIm =713 ImeFae=9 = ln H’a = 7

La divisién por (x — 4), antes del paso al limite, es valida, porque como se ha dicho, cuando x — 4 esx # 4;
por tanto, x — 4 nuncaes igual a cero.

Lozt =27 L (x—=3)x*+3z2+9) . x2'43x+9 9

®) lim =y = Im~—F—oata - lim—33— = 3
i + Ry — o9 1+ ol T 2

(©) Ilrn(”h% = pim @ 2hzTh et L 2het R eeth) = 2e
hs O L] h heso 0 h Ao O

Aquf, y también en los Problemas7 y 8, 4 es una variagbley, por ello, se podria pensar en una funcién de dos
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede
considerar a x wmo una constante, es decir, un valor particular de su campo de variacién, El fundamento de este
problema, como se vera en el Capitulo 4, esque s x es un vaor cualquiera, como por giemplo x = x,, en & do-
minio dey = x?, se verifica

lim (2L — = essiempreigua a dobledel valor de x.

het O h

4— g (4— 23 T V2*+5) I ot (G Vo +5)

(d) lim——F——= = lim

13-V +6 @3-V rnetTVa+s | 4=
= lim@TV&+86) = 6

Lo xte—2 @DV _ o 2+2 - L. noexistelfmite
(¢) lim -1 Lim (x—1)* —z—1 '

6. Hallar lossiguienteslimites, dividiendoel numerador y denominador por la potencia mayor dexen la fraccién, teniendo
en cuenta luego que lirn t/x = 0.
2—»00

@ lim 322 = g 3= _3-0_ 1
oz t7 — MoFTr T 9v0 T 3
(b) lim 622+ 2x+1 _ lim 6+2/x4+1/2* _ 6+0+0 _ 1
M oS -8z T4 . M E_8/x+4/z = 6- Oto
. 2+z—-2 Yzt 1/21 = 2/2° _ 0 _
@ lm =p5—7 = lim =/ 7 =0
(@ lirn L2 lim 2 — = : noexiste limite.
ML o e 1/2 F1/2°
7. Dadaf(d) = x* — 3x, hallar lim [ETR = f@)
s h
Comof(®) =x* —3x, fxtm=xtmr—3xth y
lin f&+R) = fz) lim @t onzth —8s-3n)-(@2-32) _ jipn Zhet B—3h
h = O h A O h L X Y] h

Lirrl(2x+h—3) = 22 — 3
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9.

10.

11.

LIMITES [CAP. 2

Dada f(x) = 4/5x + 1, hallar lim &j—%—ﬂx) para x > —1/5.

Ao

lim L&+ R — f(=)

V5x+5h+1 — bz +1
h

Res © h - .l.'.'.'ﬁ
_ “m\/5a:+5h+ —\/Bx+1.'\/5x+5h+1+\/5x+1
- hest O h

VBz+56h+1 + VBx+1
o Gz TRt 1)— (62T 1)
*~® h(Vbx + 5k +1 + Vbz +1)

o 6 5
= lin =

nso Bz +bh+1 T VBa+1 2VEz + 1

En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales s anula el denominador. y calcular el limite
deycudndo x > a~y x+a+.

(a)
»

(c)

(d)

(e)

. . 1 . 21/2
Estudiar (a) ll_l;l: T ) Mfl SF u

(@

®

y =f(x) = 2/x. El denominador escero parax = 0. Cuando x - 0-, y = —m; cuando x = 0+, y - + oo,

x—1 .
Y =f(x) = “FIya=2 El denominador escero parax = —8 y x = 2. Cuando x -+ —3-, ¥ - —oo; cuando
X - —3* y— +oo. Cuando x - 2-,'y - —o0; cuando x — 2+, y - + oo,

x— 3 .
Y =f(x) = TFoe=1) Bl denominador escero parax = —2 y x = 1. Cuando x - —2-,y - —eo; cuando
x—+—2%y—+ +oo.Cuando x - 1-,y - +oo;cuando x - |+, y -+ —o0,

+ —
y=f(x)= % Bl denominador es cero para x = 3. Cuando x -+ 3-,y - +o0; cuando x — 3+,
y =+ o0,
Yy =f(x) = u*;n# El denominador es cero para x = 3. Cuando x - 3-, Yy — 4-00; cuando x — 3+,
y = +oo,

1+

1
Sea x = O-; entonces 1/x -+ —eo, 2¥¢ 0, y ,'l[{‘. ¥ = 1/3.

Seax —+ 0+;%entonces 1/x — t oo, 2V . 4w, y lim —+1— =0.

—r0+ 3 2”‘
. 1 .
Por tanto, I‘[rg ¥ g noexise

1 + iz

- Vz i —_
Seax — 0-; entonces2¥s —+ 0y J_‘E?_ 3t 2=

1 + p A vzt . v . 2-vet 1
Sea x — O+. Parax 560, 3+ 2 = 3.2-17 + | y(:omosl_l’l"l,'\+ 2 —O, zl_l:lm =

1+ 2

Por tanto, ,l[‘,': S MO existe.

1
3"

Estudiar el limite de cada una de lasfuncionesdel Problema 9 cuando x — —ee y cuando x — + oe.

@)

Cuando |x| esgrande, |y| espequefio.
Parax = -4 000,y < O; cuando x - —oe,y — O-. Parax = +1000,y > O; cuandox — + <o,y - 0*,

(b), (&) Igua queen(a).

@

O

Cuando |x] es grande, 1y| es aproximadamentel.

Parax =% 000,y < 1; cuando x -+ —o0,y — 1-. Para x = +1000,y > 1; cuando x = +o0,y — | +.
Cuando (x| es grande, |yl es grande.

Para x = —1 000, y > 0; cuando x - ~—o00, y & + o0, Parax = +1 000, y < 0; cuando x - {00, y -+ —o0,
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12. Estudiar €l limite de la funcién del Problema 9 del Capitulo 1 cuando x — g— y cuando x — a+ siendo a un ndmero
cualquieraentero y positivo:

Consideremos a = 2. Si x = 2- seglin la sucesion (1), f(x) - 10segln lasucesion 5, 10, 10, 10, ...; Si x — 2+ segiin
la sucesion (2), f(x) — 15. Por tanto, no existe lir f(x) ni tampoco lirn f(x).
=2 *—*a

13. Aplicando la definicibn de limite, probar que:

(@) lim@xe tac—2uct2=5 @ lim2etoxrta=—;3

(@) Dadoune paral0<|x—1| <i<],

[@x3 + 307 — 24x + 22) —5,| = [4(x—1)* + 15x3 — 36x + 21| = |4x—1)% + I5(x — 1)? — 6(x — 1) |
S 4lx—1P +15x— 11246 |x—1]|
< 4A + 154 + 64 = 254

Para que | (4x3 3¢ —2axt 22) —b5 | < ¢, basta con que 4 < ¢/25; por consiguiente, dado un e existe un 6
menor que ¢/25, que satisface la condicién de limite.

() Dadoun e, para0 < |x+ 1| <id<,

(—2x*+ 9% +4) +3| = | 2x+ 1> + 6(x + 1)? + 3(x + 1) |
S 2 x+1P+6x+124+3x+1] < 114

por lo que. dado un e, existe un 6 menor que €/11, que satisface la condicion de limite.

14. Siendo lirn f(x) = A y lirn g(x) = B, probar que
£5a x—>a

fx) 4

@ lim () T g} =AT B @ lm{(f) ¢} =48, (@ lim 5 B#0

x>0 _gw -
Como limn f) =Ay Ilrn g(x) = B, deladefinicibn delimitese deduce que dados los nimeros ¢, > 0y ¢ >0,

tan pequefios como se quiera, existen dos valoresd, > 0y 8, > O o tales que:

() para0 < [x —al <des|f(x)— Al <¢q, Yy
(ii) paraO< |x —a| < d,es|g(x) — B| < €.
Si se elige un nimero 4 menor que 6 y &, Se verificara
(iii) para 0 < [x—a| < Aque(f(x) — Al < vy lg(x) —B| < €.
(a) Elegido unvalordee, se necesitaun6 > Otal quepara0 < 1x — a| <6, se verifique |{f(x) + ()} —{A+B} | <e,
Ahora pien, [{f(x) T g(x)} — {4 T B} | = | {f®) — A t (200 — B} | < 1f() — A1 T 1e(x) — BI. De i)

If() — Al < ¢ sempreque 0 <|x—a|<i y lgx)— Al <¢ siempre que 0 < |x —a)< 4, siendo 4
menor que d; y§. Por tanto.

1{fx) T e} — (AT B} i <& T & siempre que 0 < |x—al <4
Tomando ¢, = e, = e y 6 = 4 setiene,.
[{f(x) + g(x)} —{A + B} | < }e + e = ¢ siempreque 0 < |x —a| <§
(b) Elegido un e, se debe encontrar un 6 tal que
sieﬁpre que O < |x —al <6 se verifique | f(x).g(x) — AB| < ¢

Ahora bien if(x) - g(x) — AB | = [{f(x) — A)*{g(x) — B} T B{f(x) — Al T A{g(x) — B}|
< 1f(x) — A| - lg(x) — Bl T 1BI If(x) — 4] + 141 1g() —

Por tanto. de(iii),  |f(x)-g(x) — AB | < e;es T |Bl ¢, T [4] ¢s siempre que 0 < Ix — al < A,
Tomando g, y ¢; deforma que e, ¢; < ke, ¢ < % -l-;—l Y € < % ITF} se satisfagan simultaneamente y 6 = 4

se tiene,
[fO) gx) — AB | < ¢/3 + ¢3T ¢/3=¢ siempreque 0 < Ix—ai <6
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(c) Como f_ﬁ ;- =f(x)- ( 70’ , como <= ha visto en (b), hay que demostrar quel|rn (1) %,B;ﬁ 0.
Elegido un ¢, se debe encontrar un 6 tal que
siempre queO < |x — al < 6 severifique g(l—x)— 53 ’ <€
Ahora bien | }-(lx_) -5 ‘ = BBT;E%)‘ ! = ||;(|x.) IZx)l = Ig(xl)Bl— Bl . | g(lx)l . De (ii),

|&(x) — Bl < ey SiemprequeO < |[x —al < d,

Como la funcién objeto de estudio es Tl) hey que asegurarse de que 6, es suficientemente pequeiio para que

enel intervalo a—6, < x <a t 4, noexista una raiz de g(x) = Q Sead; < d, un valor que satisfaga a esta
condicién, de forma que [g(x) —B| < ey lg(x)] >0 en O <z |x —al <6 Ahora bien, si |g(x)| > O en este

interval o, se verificard |g(x)| > 6 >0y T:(lx_)l— < 4 ene mismointervalo. Por tanto,

b
1 1 e 1 .
—_— =< —— - Zdempreque0 < |x—a| <8
‘ g0 B |< 7B B Y°MPed e—al <4
Tomando ¢; < ¢b |B| y 6 = 4,, se verificara \B| - < ¢ Y en consecuencia,
\—1 ———~<csiem reque0 < |x —a] <4
g0 B pred
15. Demostrarque: (a) lim; = =, (b) lin 2 =1 (c) lim i = =»,
) z_.a(:c—2)’ ’ smow £+ 1 ' b oo T
(a) Elegido un M, para todos|osvaloresde x del intervalo 0 < |x — 21 < §,
1 >L Por tanto 1 > M cuando 1 >M bien6<-l .
x—2p |~ F" x—2)° r © Y™
(b) Elegido un ara todos los valoresde x talesque |x} > M X _—1f= I <1 _< 1
& “P quelx =M. | 757 e+~ =1 -~ — 1.
x 1
Portanto}x_+_l IJ<EcuandoM_l<eoM>l+?.
(c) Elegido un M suficientementegrande, para todos los valoresde x talesque |x| > P> 1,
x® 1 1 x?
> = — — P, > M > 2M.
T—1 _IXI+1>2|Xl 2|xi>2P Por tanto }x—l' cuando P M

Problemas propuestos

16. Estudiar €l limite de y = 2x + 1 cuando x toma los valores de |os términos de |as sucesiones del Problema 1

Sol. @y—-1,B0)y—> 1, y->1,dy—>7,@E€y->1,{()y—>3

17. Calcular:

. .o x—=1 . 2—2
(a) Ll»nl (x* — 4zx) (e) ll_.ﬁ;x,__l (i) lm\/x_'__

. -4 . Ve —
®) Jlim (% 22" -32-4) 0 tim A G) lim =

. Bz —1) x*+ 32 +2 (x+h)°—x’
@ M+ () Mm it az+3 ® Mm%

"__3-: h 1—2 [ | 2—1

(@) lim ot gy () lim 5= O M2

Sol. (a) —4;(b)O;(c) %; (A O; (e) ¥;(fH)—4;(9) §; (A) §; (i) O;()) oo, No existe limite; (k) 3x*; (1) 2
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18,

19.

20.

21.

26.

27.

29.

30.

Calcular:
@ lim G @ I <5 © lm ey @0m FTIS
o imeEly  @m e o IS
(a) &5 (b)—2/3; (c)0; (d) w, no existelimite; (e) 0;(f)1;(g) =2
Hallar LI_[Q M para cada una de las funciones del Problema 24, Capitulo 1,

—1 1 1
Sol. (a)(a_z)zs(b) 2\/:2"(0) (a+1)2

ax™ + ax™ 1t 4000 L g
Estudiar €l ‘l_Ln; b L b T T

By m=n () m<n. Sol. (a) no existe limite; (b) agfby; (C) O

siendo aebe # 0 y m,n dos nimeros positivosenteros, cuando (a)m = »,

Hallar el limite de f(x) = |x{ cuando x — 0.
Ind. Estudiar lim f(x) y lim f(x). Sol. lim |x| =
=0~ =0+ 0

fx)=x, x>0
f(x):x+1, X<0
Sol. lirn f (x) no existe.

0

Hallar € limite de cuando x — O.

(a) Aplicando € Teorema IV y & método mateméatico de induccion completa, demostrar que

lirn x* = a", siendo » un nUMero entero y positivo
r—>a
(b) Aplicando el Teoremalll y el método de induccibn completa, demostrar que

im (i) + i) + ... L) = limAE +limfe T ...+ ilim £ )

Aplicando €l Teorema 11 y los resultados del Problema 23, demostrar que

lirn P(x) = P(a), siendo P(x) un polinomio en X.

Siendof(x) = 5x — 6, encantrarun 6 > O tal quesiempreque O < |x — 4] < 6 se verifique | f(x) — 141 < ¢ cuando
(a) e=4, (b) ¢« =0,001. Sal. (a) 1/10, (b) 0,0002

Aplicando la definicibn de limite, demostrar que:

(a) I|rn 5x = 15,(b) Ilm xt=4,(c) I|rn (xS—3x + 5)=3.

Aplicando la definiciéon de limite, demostrar que:

(@) lim L = oo, ) lim lim —— =1,(d) lim % =
0 7 o ! 21 x—1 % (C) :—brg x—1 o erE X+ 1 -
1

Sol. (a)6 < 1/M, (D)6 < ,(c)M>1+—1,(d)P> 2M

M+ 1

Demostrar que S f(x) estd definido para todos los valoresde x préximosa x = a y tiene limite cuando x — a, este
limite es dnico.

Ind.: Suponer que lirnf(x) = A, limf(x) = B, siendo B # A. Elegir €, ¢ < |4 — B| y determinar &, y 6,
F aud ] z—ra

paralosdoslimites. Tomando 6 més pequefio queb, y &, se obtendrd (A— B| = ({ A—f(x)} + {f(x) — B}|<|4 — B,
lo cual es una contradiccién.

Siendo f(x), g(x), A(x) talesque (i) f(x) < g(x) < h(x) para todos los valores de x préximosa X = a, y (ii) llmf(x)
= lirn A(x) = A, demostrar que I|rn g(x) =

r—re

Ind.: Elegido un € > O tan pequeﬂo como se quiera, existira un6 > O ta que, para0 < |x — d < 4, se verifique
Jx)— Al < ¢y |h(x)—A| <c,0obien 4A—e<f(x) <g(x) <h(x) < A+c

Demostrar que si f(x) < M para todos los valoresde x, y limf(x) = A, ® verificaA < M.

Ind.: Supongamos A > M. Eligiendo € = +(A— M) se llega a una contradiccion.



Capitulo 3

Continuidad

UNA FUNCION f(x) es continua en d punto x = x, S (i) esta definida f(x,), (i) existe | 1m f(x), (iii)

lim f(x) = f(xo).
Por gemplo, f(x) = X2 + 1 escontinuaen el punto x = 2 yaquelimf(x) = 5= f(2). Lacondicién (i)

x—2
expresa que una funcion puede ser continua dnicamente en puntos de su dominio de definicion.
Asdi, pues, f(x) = v/4 — x* no escontinua en x = 3 puesto quef(3) es imaginario y la funcién
no esta definida en este punto.

Se dice que una funcidn es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en
todos sus puntos. Se dice que una funcion es continua, cuando 10 es en todos los puntos de su do-
minio de definicién. Asi, pues, f(x) = x¢ + 1y todos los polinomios en x son funciones continuas;
otros gemplos son €', sen X, cos x.

S e dominio de definicion de una funcion es un intervalo cerrado a < x < b, la condicion (i)
no se cumple en los extremosa y b. En estos casos se dice que la funcion es continua, cuando 1o es
en el intervalo abierto a< x <b y ademés, lim f(x) =fa) y lim fi(x) =f(b). Por gemplo,

X—ra .. Xph™
S(x) = v 9 — x* esunafuncion continua (ver Ejemplo 1y Capitulo 2). Lasfuncionesque se manejan
normalmente en € calculo elemental son continuas en sus dominios de definicién excepto en algun
punto aislado.

UNA FUNCI ON f(x) se dice que es discontinua en €l punto x = x, cuando no se cumple una o varias

de las condiciones dichas de continuidad. A continuacion, se presentan algunos gjemplos de dis-
continuidad :

(@ fx)= — 5 esdiscontinuaen & punto x = 2 porque
@) f(2) no esta definido(se hace nulo e denominador)
(i) no existe lim f(x) (es infinito).
X2

La citada funcion es continua en todos los puntos salvoen d x = 2, en @ que presenta una discon-
tinuidad infinita. Ver Figura 3-1.

Fg 31 Fig.3-2

—4
() f(x) = —— esdiscontinuaen & punto x = 2 porque

0] f(2) no esta definido (se anulan el numerador y el denominador)
U limf(x) = 4
x—+2
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En este caso la discontinuidad recibe e nombre de evitable ya que asignando a la funcion

Jx) = 2 el vaorf(2) = 4 parax = 2 yaes continua. (Obsérvese que la discontinuidad &uc

*e presenta en (a) no se puede evitar puesto que alli no existe € limite.) Las curvas representativas
2 __

def(x) = J;( — 42y de g(x) = x + 2 son idénticas excepto en e punto x = 2, en & que la primera

presenta un «hueco». Evitar la discontinuidad consiste simplement. en llenar de forma adecuada
dicho «hueco».

3 —
(© . f(x) = ))c(_ 27-, x # 3;f(3) = 9 es discontinua en el punto x = 3 porque

() @ =9 () limf()=27 (i) limf(x) #F (3

t: R
La discontinuidad se puede evitar asignando a la funcion f(x) = fx—:g;— e vaorf(3) = 27
parax # 3

(d) Lafuncion del Problema 9, Capitulo 1, esta definida para todo x = O, pero presenta discon-
tinuidades en los puntosx = 1, 2, 3, ... (ver Problema 12, Capitulo 2) ya que lim f(x) # lim
f(x) (siendo s un numero cualquiera entero y positivo). xa3- xas*

La diferencia entre los valores de estos dos limites recibe d nombre de salto de discontinuidad.
(Ver Problemas 1-2)

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones
se deducen rapidamente de los teoremas sobre limites del Capitulo 2. En particular, s f{x) y g(x)

son continuas para X = a, también 1o son f(x) % g(x), f(x) * g(x) y f(x)/g(x) sempre que, en esta
ultima, g(a) # 0. Es decir, mientras todos |os polinomios de x son funciones continuas para todos
los valores de la variable, | as funciones racionales son continuas para todoslos valoresde x excepto
en aquellos que anulan al denominador.

En dgebra se aplican algunas de las propiedades de las funcionescontinuas, como por g emplo:

(@ Enlacurva representativa de una funcion polinémica y = f(x), dos puntos cualesquierade
ella [a, f(a)] y b [f(b)] estan unidos por un arco continuo.

(b) S f(a) yf(b) tienen signos opuestos, la curva de lafunciony = f(x) cortaal gje x por o menos
una vez, y la ecuacion f(x) = O tiene, por lo menos, una raizentrex =ay x = h.

La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aqui es.

I. S f(x) escontinua en €l intervalo a < x <b, y s f(a) # f(b), todo valor, ¢, comprendido

entre f(a) y f(b) lo toma la funcion al menos para un valor de x del intervalo, como por gem-
plo x,, de forma que f(x,) = C.

Las Figuras 3-3ay 3-36 ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las
3-4ay 3-46 nos muestran como es esencia la continuidad en € intervalo.

v

8

P ———

-——{®
Q

f(x) = O tiene tres raices
entre x = ayx = h.

Fig. 3-3a Fig. 3-3b
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Fig. 3-4a
Otras propiedades de |as funciones continuas son:

[CAP. 3

o
Ry

f{x) = O no tiene raices
entrex =ayx = b.

Fig. 3-46

IO. S f(x)escontinuaen el intervalo a < x < b, f(x) toma un valor minimo m y otro méximo M

para dos puntos del intervalo.

Aun cuando la demostracion de la Propiedad 11 se sde de los mérgenes de este libro, sin
embargo, se utilizard con plena libertad en capitulos posteriores. En las figuras siguientes se
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5a la funcién es continua en €
intervalo a < x < b; lafuncion toma el menor valor my el mayor M en los puntos x = ¢
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-5b la funcion es continua
en a< x < b; la funcion toma el menor valor en e extremo x = a mientras que el mayor
lo alcanza en el punto x = ¢ de dicho intervalo. En la Fig. 3-5¢ se representa una discon-
tinuidad en e punto x = ¢, siendo a<c<b; el menor vaor de la funcion corresponde
a x = a pero, en este caso, No existe valor maximo.

Y

Fig. 3-8a
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Fig. 8-5¢
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Ng. 3-56
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Lugen

Fig. 3-6

. Sif(x) escontinua en € intervalo a< x < by ¢ un nimero cualquiera comprendido entre
ayb s fic)>0 existe un nimero A > 0 tal que, para c—A<x <c¢ T A = veifica

f(x) > 0.

Esta propiedad, cuya demostracion puede verse en el Problema 4, esté representada en la Fi-

gura 3-6.
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f(©) <0 existe un nimero A >0 tal que, parac— 4 <

Problemas resueltos

Del Problema 9, Capitulo 2, s deduce:

(8 f(x) = 2/x tiene una discontinuidad infinitaen x = 0.

x—1 . . - P _ .
®) f(x) — FHE—2 tiene una discontinuidad infinitaen x = -3 y x =2

% tiene una discontinuidad infinitaen x = 3.

@ fx) =

Del Problema 5, Capitulo 2, se deduce:

$—27
@ f)= ';, —o tiene una discontinuidad evitableen x = 3
Presenta también una discontinuidad en x = —3
4 —xt . ‘ - ;
) f(x) = —————— tiene una discontinuidad evitableen x = 2.
J—vV x*%S5
Tiene también una discontinuidad evitableen x = —2
t _
© fix) = X*tx—2 tiene una discontinuidad infinitaen x = 1.
(x—1

Demostrar que la existencia de iim implica que f(x) seacontinuaen x = a

nd']

fla+ h)—f(a
h

De la existencia del limite se deduée, f(a + 1) —f(a) - O Por tanto, lim f(a + 1) =f(a) y f(x) es continua en
el punto x =a )

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < by ¢ es un nimero cualquiera comprendido entreay b, y
S f(¢) > O, existe un nimefo 4 >0 tal que, parac— 4 < X < ¢ T 4, se verificaf(x) > 0.

Como f(x) es continua en €l punto x = ¢, lim f(x) =f(c) y dado un ¢ > O existird un 6 > O tal que
(i) siempre que 0 < |x —¢| < 6 R verifica |[f(x) —f() | < &

Ahora bien, f(x) > 0 en todos los puntos del intervalo c—6 < x < ¢ + 6 con lo cual, f(x) 2 f(c). Para los
demids puntos de dicho intervalo se verificaf(x) < f(c), deformaque If(x) —f(©) | =f(c) —f(x) < eyf(x) >flc)—E
Por consiguiente, en estos puntos, f(x) > Oamenosque ¢ > f(e). Asl pues, paradeterminar un intervalo quesatisfagalas
condiciones del teorema, seeligee < f(e), conlo cua 6 verificard (i) y 2 tomal < 6. Ver Problema 10 para |a expresién
del teorema correspondiente.

Problemas propuestos

Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17 (8)-(h) del Capitulo 2
Sal. (@), (), (d) ninguno; () x =—1;, (6) x =+1; (/) x=2,3; (&) x=—1,—-3; (B) x =42

Demostrar quef (x) = |x| es continua.
| —2u= , -
Demostrar quef (x) = TH o= presenta un salto de discontinuidad en x = 0.

Demostrar que parax = 0 (a) f(x) = 3Tsl-ﬁ tiene un salto de discontinuidad y (b) f(x) = 3T=X-IT tiene una dis-
continuidad evitable.

xt—4x—

— 21 ; demostrar ques a=3y b= 11, esc = 10.

En la Fig. 3-4 a e representa la funcién f(x) =

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < by ¢ es un nimero cual (}Uiera comprendido entre ay &, si
X < ¢+ 4, se verificaf(x) <0,



Capitulo 4

Derivada

| NCREMENTOS. El incremento Ax de una variable x es é aumento o disminucion que experimenta,
desde un vaor x = x, a otro x = x, de su campo de variacion. Ad, pues, AX = x, — X,, 0 bien
xl - xo AX
S seda un incremento Ax a la variable x, (esdecir si x pasadex = x,ax = x, T Ax), lafun-
ciony = f(x) se veraincrementadaen Ay = f(x, T AX) — f(x,) a partir del vaor y = f(x,). El
Cociente
Ay _ incrementodey

AX incremento de x

recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la funcion en d intervalo comprendido en-
tre X = x, hasta x = x, + AX.

Ejemplo 1:
Cuando x aumenta en Ax = 0,5 a partir de x, = 1, la funcién y = f(x) = xt + 2x = incrementa en
Ay =f(1 + 05) —f(1) = 5,25 — 3 = 2,25. Por tanto. el cociente de incrementode y, en € intervalo entrex =1
y X/= 1,5, eSA_il( = —W :4,5.
(Ver Problemas 1-2.)

DERI VADA de una funcion y = f(x) con respecto a x en un punto x = x, se define por d limite

lim 22 = fim L0 40—/ (%)
A%0 Ax A0 Ax

sempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantaneo de incrementos(o sm-
plemente cociente de incrementos) de'y con respecto de x en el punto x = x,.

Ejemplo 2:
Hallar la derivada de y = f(x) = x* + 3x con respecto a x en un punto X = x,. Como aplicacién, calcular la
derivada en los puntos: (a) xo =2 y (b) x = —4.

Yo =f(x°) = xo’ + 3x°
Yo+ 4y =f(xo + Ax) = (xq + Ax)? + 3(x, + Ax)
= xo¢ + 2x,4x + (4x)* + 3Ix, + 34x
Ay =f(xy T AX) = f(xo) = 2x,4x T 34x + (4%)*

dy  f(xo + Ax) —f(x)) _
Ax = Ax = ZX'o +3 4 Ax

La derivadaen el punto x = x, es

fim 2% —1im 2%, + 3+ AX) =2x, T 3
A0 dx Ax->0

(0) Parax, = 2,¢€l valor de la derivadaes2- 2 +3=7.
() Para x, = —4, el valor de |la derivadaes 2(-—4) + 3 = —5.
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EN EL CALCULO DE DERI VADAS se sudle prescindir del subindice O con lo que la derivada de
y = f(x) con respecto a X se escribe en la forma

lim2Y — jim L& 40 —f®)
PLEY) Ax 470 Ax

Véase la nota del Problema ¢), Capitulo 2. .
Laderivadadey = f(x) con respecto a x s puede representar por uno cualquieradelos simbolos

d dy . o d
E—yv 7;_’ Dl :y’f (x)’ (o) Wf(x)

(Ver Problemas 3-8)

Problemas resudtos

1. Daday =sf(x)=x* + 5x —8, hallar Ay e dy/Ax cuando x varia

(@ dexe=1!axy=xTAx=12y®) dex,=1ax =08

@ Ax=x—x,=12—1=0,2

Ay = fxa + A —f(xd =D —f() = 056 ~(—D =144 y X =¥ _ 7
b 4x=08—1=—0,.2
Ay = £(0,8) — f(1) = —3,36 —(—2) = —1,36 % = :16326 =68

Geométricamente, fi en (a) es la pendiente de |a recta que une los puntos (1, 2 y(,2,—0,56) de la pardbola

y =x? + 5x— 8, y en (b) es la pendiente de la recta que une los puntos (0,8, —3,36)y (1, =2 de la misma pardbola.

2. Laecuacidén s = 5¢* representa e espacio, s(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo. Calcu-
lar As/A¢ cuando ¢ varfa de t, a ¢, + At: Como aplicacion, calcular As/At cuando ¢ varia (8) de 3a.3,5, (b)) de3a 32
y (¢) de 3 a3,l.
As _ 5(ty + A)* — 513 _ 10z - A1 + 5(Ar)t

=2 = = 10¢, At
ar At AT o + 54t

@ Aquito=3, 4t =0,5, y As/4i = 103) T 50,5) = 32,5 m/s.
(® Aqulty = 3 Ar=0_2, y 4s/4t = 103) T 50,2) = 3L m/s.
(© Aqul to =3 Ar=01, y As/4t = 30,5 m/s.

Como Asesel desplazamiento del cuerpo desde el instante ¢t = ¢, hastat = t, + 44,

As _ desplatamiento

- = R = velocidad media del cuerpo en el intervalo detiempo dado
Aar tiempo
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3. Hallar dy/dx, siendo y = x* — x* — 4. Hallar también dy/dx en el punto:(a) x =4, (b) x =0, (¢c) Xx=—.

) y+ 4y =(x+ 4x)*—(x + 4Ax)*—4
= x* + 3x3(4x) + 3x(4x)* + (dx)* — x* — 2x(Ax) — (4x)* — 4

1)) dy = (3x?—2x) » dx + (Bx — 1)(4x) + (4x)*
3) %y—=3x’—2.x+(3x—l)'dx+(zlx)'
b 4 B
@) W _ lim (3x'—2x + Gx — 1) dx + (Ax)7} = 3x% — 2x
dx 420

= 2 = ﬂ _ 2 — ~ dy - U — -
(a) By =30 =20 =40 ) G| =30r-20) =0, () F|_ =AY -2A-1=0

4. Hallar laderivadadey = x* + 3x + 5.

(1) y+ay = (x+Aaz)?+ 3(zx+Aax) +5 = x*+ 2x4x + Ax* + 3z + 3Ax + 6
(2) Ay = (22+3)az + Ax?
Ay _ (2z+3)ax + az®
(3 A = v = 2 + 3 + Az
@) YW _ lim (@z+3+az) = 2z + 3
dx AT O

S Hadlarladerivadadey =
punto x = 2, en el que pr@enta una discontinuidad.

5 en los puntos x = 1 y x = 3. Demostrar que la funcion no es derivableen el

_ 1

) v+av = T3
2) Ay = 1 1 _ (z=2)—(z+az—-2) _ —Az
( YV = Z¥az—-2 z-2 (x —2)(x + Az —2) (x — 2}z + Az — 2)

Ay _ -1
@) 2z - G-9@+az=2
@ 2= o = =

dz As..o (x — 2)(x+ Ax —2) (x —2)

_. & -1 y _  —1

Parax =1, 2= = T—2F ~ —L yparax =3, 4 G=2 =
Parax = 2, :—i no existe porque el denominador es cero.

6. Hallar laderivadadef (x gd) y demostrar que la funcién no esderivable en d punto x = — 4, en el que pre-
senta una discontinuid + 4
_2x+ 4x)—3
et vy

2x + 24x —3 _ 2x —3
3x +34x + 4 3x +4

_ (B3x + 9l(2x —3) + 24x] —(2x — I)[(3x + 4) + 34x]
o (x + 4)(3x + 34x + 9)

Q@ fix+ Ax)—f(x) =

(6x + 8 —6x + 9Adx 174x

T OBx+HBx+34x+4)  (Bx+ HCx +3dx + 9
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fG+ A0 —f) _ 17

3 Ax " (Bx + H3x + 34x + ¥

o 17 _ 17
@ re = ‘]11.330 Gx+903x +34x +4)  (x + 4P

Para x = —4/3, lafuncion no esderivable porque se anulael denominador. En general, una funcién no es derivable
en |os puntos en que presenta una discontinuidad.

7. Hadlarladerivadadey = v/2x + 1.
) y+ Ay =Q2x+ 24x + )3

@ 4y = (2x + 24x + M —(2x + 12

@x + 24x F 1)* + (2x + )

— A Y2 __ 12
[2x + 24x + 1) (2x + 1)'%] Cx+2dx T D+ (x + DB

_ @ 42Ax 4+ D—@x+1) 24x
@x + 24x + DB + 2x + D" (2x + 2dx + D" + (2x + D7

@ 2
Ax ~ Gx+2Ax + D T Cx £ D
@) Y _ lim 2 1

dX  pewe @x +2Ax + DE L 2x+ )P (x + DI

En lafuncion f¢x) = /2x + 1, lim f(x) = 0 = f(—3%) mientrasque noexiste lim f(x);lafuncidnescontinuaa la

x_q}_lln+ X~ —l/’-

derecha de x = —}. En el punto x = —3} la derivada es infinita.

8 Cdcular la derivada def(x) = x¥* y, como aplicacién, estudiar £/(0).
@ fx T Ax) =(x T A
2) fxFT Ax)—f(x) =(x T duyve — xs

[(x + Ax® — XY (x .+ Ax)vs .+ xte(x T Ax)re T xus)
(x T Ax)¥s T xW3(x T Ax)ys T xus

_ x+ dx—x
T (x + Ax)P + XW(x + Ax)B + X8

o L@+ IN—fe) _ 1
Ax T (x + dx)B 4 xW3(x + Ax) + X3
, . 1 _ 1
(C)] fx) = /1[[]’1 o+ AT T o T a9 F 2 3x/9

La funcion no es derivableen el punto x =0 porque el denominador es cero. Obsérvese que la funcion es continua
en el punto x = 0. Teniendo esto en cuenta asi como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Si una funcidn
esderivable en el punto x = a, escontinuaen dicho punto aungue el reciproco no escierto.
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9. Interpretacion geométrica de dy/dx. v

La Fig. 4-1 muestra que 4y/dx esla pendiente dela
secante que uns_un punt_E fijo P(x, y) cualquiera de lacurva
con otro @(x T Ax,y T Ay). Cuando Ax — 0, P perma
nece fijo y Q se mueve sobre la curva acercéndose a P; la
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llegaa su po-
sicion limiteque esla tangente PT alacurvaenel ﬁ)unto P
Asi pues, dy/dx es |a pendiente de la tangente a la curva
y = f(x)enel punto P.

_ Por gjemplo, en el Problema 3, la pendiente de lacu-
bica y=x¥—x*—4 en el punto x =4 es m =40, en
x=0esm=0yenx=—lesm=235.

y = f(z)

Qx4+ Az, y + AY)

0o
10. Hallar ds/dr en la funcion del Problema 2. Interpretar el resultado. Fg 4-1

As ds
2 Bl + —
En este caso A 101, + 54¢ Yy g J:{nﬂ(lOto 548 = 101,

Cuando At — 0, As/At representa la velocidad media del cuerpo en intervalosde tiempo At cada vez més peque-
flos. El valor de ds/dr esla velocidad instanthnea v en el instante t = ¢, Por gfemplo, para x = 3, v = 13) = 30m/s.

11. Calcular J'(x) en la funcién f(x) = |x|.

)Lafuncién escontinua para rodos tos valoresde x. Parax < 0,f(x) = —x yf'(x) — 1, para x> 0, f(¥) — X y
fx=1
_ oy 1im FETAD —f® . po+ A0 —f0) _ i 14x]
Parax =0, f(x)—OyAI)l(rllo AXx = i, Ax = AmAx
Cuando Ax - O, x| —1 mientrasque S Ax —> 0+ x I.
L AX » ’ AX

Por consiguiente, la funcién no es derivable en el punto x = 0.

Ay
AX

@ €=3x—2xt Gx—naxt (a0} —{3¢—25) = G2 — 1T d0)ax.

12. Cdcular € = - % para la funcion de los Problemas (a) 3 y (6) 5. Demostrar que € — O cuando 4x — 0.

- 4 - tatax—2 _ 1

O = e+ A=) T = T GG Tax—2 -t ax—2)

13 Interpretar geométricamente la expresion Ay = —:':— . Ax T ¢. Ax del Problema 12,

En lafiguradel Problema9, Ay = RQy :x_y - dx = PR-tag /. TPR = RS, por tanto, €+ 4x = SQ Cuando x se in-

. . . d;
crementaen Ax desde P(x,y), Ay esel incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que d_f( dxesel
incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos € - 4x

= (...){(4x)* - 0 masrapidamente que AX, enel Capitulo 23seemplearalaexpresién N AX COMo una aproximacién de

Ay cuando |4x| sea pequefo. dx



CAP. 4] DERIVADA

14.

15

17.

20.

21

23.

Problemas propuestos

Calcular Ay e 4y/4x, en |os casos siguientes:

(a) y=2r —3yx pasade33a3i,s.
® y=x**4xyx pasade07 a08s.
(©) y=2/xyxpasade0,75 a0,5.

Sol. ()0,4; 2, (b) 0,8325; 5,55, () 4/3; —16/3

Dadalafunciény = x* — 3x + 5, calcular Ayen el punato x = 5 para Ax = —0,01. Hallarel valordey parax = 4,99.
Sol. 4y =-0,0699; y = 14,9301

Cacular la velocidad media de los siguientes movimientos:

(@) s =@t S)myt pasade2a3seg.
(b) s =(2r'+5r—3)mytpasade2a5 seg.

Sol. (a) 15 m/seg, (b) 19 m/seg.

gﬂl culag el aumento de volumen de un baldn esférico cuando su radio se incrementa desder hastar + Ar cm. (b) dede
asta 3CM

Sl (a) %" Grtar- At 4 Aromi, () o

Hallar la derivada de | as siguientesfunciones:

(a) y =4x—3 @ y=1/x @Y =vx () y=+v1+2x
®) y=4—3x (€) Y =@x—1)(2x T 1) *) Yy =1/vx DY=1V2Z+x
(© y=x+2x—3 () y =0+ 29/ —2x)
1 1 . 1

Sol. (a) 4 (e) W ® Ve @) Vi

®» —3

+ L h) — — 1 _ ; ;
© 2(xT1) §)] 1— 20 ( 2x4/x U _ 20 + n
(d) —2/x?

Hallar la pendiente de las siguientescurvasen €l punto x = 1:

4 2
(8 y=8—"5x B y= 77, @Y=

Sl (a) —10, (b) — 1, (&) —1/8.

Calcular las coordenadasdel vérticede la pardbolay = x& — 4x + 1 teniendoen cuenta que la pendiente de la tangente
en dicho punto esigual a cero. Sol. ¥(2, —3).

Calcular la pendiente de las tangentes a la pardbola y = —x# + 5x — 6 en los puntos de interseccion con e ge x.
Sl Parax =2,m=1; parax =3, m= —L

Cdcular 1a velocidad de los siguientes movimientosen el instantet = 2; s vieneexpresadoen metrosy ¢ en segundos:

@ s=0t3b)s=P—3s=11+2.
Sol. (a)7 m/s, (b)O m/s, (¢) } m/s

Demostrar que la variacion instantdnea del volumen de un cubo con respecto a su arista x(cm) es de 12 cm®cm
cuando x = 2cm.



Capitulo 5

Derivacién de funciones algebraicas

UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x = x, se dice que es derivable en él. Una funcién es
derivableen un intervalo cuando o es en todos los puntos del mismo.

Las funciones que aparecen en d célculo elemental son, en general, derivables en sus interval os
de definicion, pudiendo no serlo en algun punto aislado.

FORMULAS DE DERIVACION. En las formulas siguientes u, v y w son funciones derivables de x.

d 5 -0 s dfuN_1,4d
1, n (¢) = 0, siendo ¢ una constante 7. dx(c) = LT (u), e 0
d d(c d /1 c d
2. — = — = )= _— = | = ==
dx () =1 8. dz<u> ‘dx <u> u* dx ),
d 4 v d u*0
3. ‘-i;(u.Jerr'”) = E(u)+a-;('u)+"' d d
vd—(u) — u— (v)
d d 9 i ?i = u dx v#o
4. E(cu) = c(—i;(u) © odx\ v p? ’
4y = ul@ + oyl L amy = e
S p e = wup-() T u- (u) 0 -G = me
ﬂ' = d —i _d— i m — m— i
6. e (urw) = uv G (w) + uw o vy + vw e () 11 e (™) = mu ldx (u)

(Ver Problemas 1-13)

FUNCION INVERSA. Sea la funcién y = f(x) derivable en €l intervalo a << X < 4 y supongamos que
dy/dx no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-lay 5-1b
toman una sola vez cada uno de los valores comprendidos entre f(a) = ¢ y f(b) = d. Por tanto,
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un Unico valor de x, con lo cua
X es también funcion dey, esdecir x = g(p). Lasfuncionesy = f(x) y x = g(y) reciben & nombre
de funciones inversas.

Fig.5-1b
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Ejemplo 1:
@ y=f(x)=3x+2yx =g = ¥ —2) son funciones inversas.

(b) Cuandox <2ey> —I,y =x*—4x T 3yx =2 — 4/y + 1 sonfuncionesinversas. Cuando x = 2ey > —I,
y=x*—4xt 3y x =27 4/y + 1 son funcionesinversas.

Para calcular dy/dx en lafunciéon v = g(y):
(@ Despgiary s esposibley derivar con respecto a ¥
(b) Derivar x = g(y) con respecto ay y aplicar

dy 1
12. o -~ o
dy
Ejemplo 2:
Calcular dy/dx en la funcién x = 4y + 5.
Aplicando (a):y = (x — 5)? y dv/dx = 2(x — 5).
. dx 1 dv .
Aplicando (4): == = }y-1* = — —; por tanto. — =24/ 7y = 2(x — 5).
P 2 P TN o VY

(Ver Problemas 14-15.)

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. S y = f(u) y U= g(x) resulta que y = f{g(x)} es
una funcién de x. En €l caso en quey sea una funcion derivable de uy u lo sea respecto de x, la
funcion y = f{g(x)} también sera derivable con respecto a s. La derivada dy/dx se puede obtener
por uno de los procedimientos siguientes:

() Despejary en funcién de x y derivar
Ejemplo 3:
Siy=u*+3yu= g tendremOSy:(Zx'l' yt 3ydy/dc =8x t 4.

(b) Derivar cada unade las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar laférmula

dy _ dy  du
13. = = @ 2
Ejemplo 4:
: dy du dy dy du
=yt = — = — == =t = =
Siy=u*+3yu 2x+l,tendremosdu 2u.dx Zydx W dx 4u = 8x + 4.

(Ver Problemas 16-20.)

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una funcién de x, y = f(x), recibe e nombre
de primera derivada de la funcion. S la primera derivada es a su vez una funcion derivable, su deri-
vada se denomina derivada segunda de la funcién original y se representa por uno cualquiera de los

2
simbolos 37'2, y" 0 f”(x). La derivada de esta segunda derivada, S existe es la derivada tercera
de la funcion y se representa por &y Lyt o f7(x).

dxt

Nota. La derivada de un orden determinado en un punto solo puede existir cuando todas las
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto.

(Ver Problemas 21-23))
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Problemas resudtos
Demostrar: (o) = d () = 0. siendo ¢ una constante; (&) i (x) =1, (c) (cx) = C. siendo ¢ una constante;
(d) % (x*)} = ax*—?, siendo » un nimero positivo entero.

d St A0—f)
Como If(x) _JiTo

dx
@) () = lini =€ = Jini 0 = 0
7 dx T Ar—e Az Ar—o
d . (xtax)y = _ Ax . _
@ g = Jim —/—G— = lm o = Jim 1 =1
d — ;. olrtAr) —ecx . .
© glen) = Jim DEGDEE < i ¢ = o
ot oaetae T nin —1) _1).1:""‘(Ax)’ + .4 (Aa:)"} - x"
() i(,w) = lim M = lim 1-2
dr At =0 Ax Ares 0 Ax
= lim {ne*"t + ”("_l)r"’.\.x' + e+ QA = !
Ar=—0 1 2

d
Sean u y v funciones derivablesde x. Demostrar: (a) i% w+yv) = d—(i (u) + d—x‘(v)

n -~d—(v)
*

(b) (%(u'v) = u-;%(v) + v-d—(!;(u) (c) ——(") d , v#0

(a) Sea f(x) = u + v = 1x) + v(x); tendremos:
fix + 4x) —f(X) _ wx T AT vx+ AX) —w) —v(x) _ ulx + Ax) —u(x) + ¥x 1 Ax) = v(x)

AXx Ax Ax Ax
. d d d
Tomando el limitecuando 4x - 0, —f(x) = (u V) = u(x) + o wx) = Z (u) + pr (v).
(b) Sea f(x) =u.v=u(x).vx); tendremos:
flx+Ax) — flz) _  w(xr+ar) vz + dx) — u(x) * v(z)
Ax - Az
_ (e + A2) = v(x + A7) ~ v(x) rulz + A2)] + [v(x) *ulx + Ax) — w(x) * v(x)]
- Ax
= ulr+ A2) v(x + .A;c:)c—L v{x) 4 v(x) ulx + A:a): — u{x)
y dix'f(.r) = (u v)y = u(x)(% v(x) + v(x)-(% w(zx) = u(ﬁ(v) + v(% (N).
() Sca f(x) = T‘ ( z tendremos
wr + Az) — uf{x)
f(x +ax) — f(x) Mr+Jdr) vz u(x + ax) « v(z) — u(x) * v(x + Ax)
Ax - Ax = Ax{v(x) ' v(z + Ax)}
Tu(e + Ax) « v(x) — w(x) < v(x)] — [ulz) vz + A%) — u(z) » v(2)]

Ax{v(x) * v(z + Ax)}

r() u(r+ Ax) — ulx) - () v(x +AA:) — v(x)

Arx

v(x) * vix + 3x)

4 (v)

vi(u) - ugs

d
Li_f(x) 4 ) T (r) — u(.r) u(x) ar v(x) dz
y dr - {v(x)}? v

|
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Derivar las siguientes funciones.
3 y=4t2x—3xt—5x—8xt+ 5

L o+ 201) = 320 — 532 — 864x?) F 9559 = 2= 63— 1551 — 3249 + a5x"
1
by=— e L Al
b ot 32 + 239 et = — = D

5. ¥ = 22" 4 6z — 2237

1 _ 1 _ 3 - _ 1 2
2<§x x/z>+ 6(§x z/3>__ 2(5:6"') = £~V 4 Qp-%3 _ gt — — + i 3\t

R.IQ.
R |=

|
N

0 =

2]

o
~

+

[=>]
h
ol

o]

L
o

|

[\
/|'\
o) o

x

-
RN

|
o /\
|

NP

i)
+

- _ - ) 3 3
:—x”’—2a;"’+3x"’”+3x"“——x—,,;—w,"*;,,—z Py
s 1
. y = Vizl - —= = (3z9)V° ~ (bz)"
VB
dy 1 _ 1 2r 5 2 1
Y= 23en3e6x — ( —= V(Bx)-2 s — -
dz — 3@ e ( 2)‘ AT S T T W0 T Ves | zevies
8 &= (' —23) d
d_‘: = 4(t2—3)*(2t) = B8t(t2—3)
9 7z = __% - 3(0,'— a)—:
- (az_,yn)a Y
dz - 12y
— - — -3, 3 — o0 - - 3 _ 38 (. = __ 12y
7 — -y A @) 3(=2)(a* - ") 7* (~29) @ =
0. fiz) = Vo' + 6243 = («*+ 65+ 3)"*
1 x+3
4 =-—’6+ e (2t + 3) = -(2'4+62+3)"1"2(22+6) = —————
f(x) (x*+ 62+ 3)~ (:c 6z + 3) 2(z x+3)" ' (22 + 6) m
11, y = (2 + 4)* (22% — 1)
Vo= @@ -+ (22~ 1)+ 2L (s + 4"
d d
= (:c*+4)’°3(2:c‘—-1)’-dz 2z*—1) + (21’—1)’-2(z’+4)-%(x’+4)
= (2'+4)-322°— 1)+ 62* + (22 —1)*-2(a?+4) -2z = 2z(z*+ 4)(22° — 1)* (132° + 362 — 2)
_3—2x
2.y = 3+ 2z
~27) - (3+22)(=2) — 3~22)(2) _  —I2

v o= @+ 22)° = T 3+ 2x) = B+2z)¢
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x? z?
13- Yy = m—z - (4_12)1/2
d d ,
dy ~ (4_xz)l/2._(i_£<x2) _ xz.d,r (4-‘1!2)‘2 _ (4_2:1)1/2 (22?) — xz.&“_xz)—l/z (__21)
dr 4— 2 - 422
(A=) (22) + 2@ ~2)"" (4-2)"" _ 24—z +2* _ Bx—2*

4 — x? (4 — 25" - @ - 12)3/2 - W

14. Hallar dy/dx, en lafuncién «-= y——

dz . _“, 1 -2y dy _ 1 _ vi—4#

15, Calcular la pendiente de lacurvax = y* — 4y en los puntos de interseccion con el ge.

L os puntos de corte son (0,0) y (0,4).
1

d—X-—Zy 4yy :

& —'a; En (0,0) la pendientees —¢, yen (0,4) la pendientees $.

ox dx/dy = 2y-

FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION

. dy _ dy  du
16. Deducir |a férmula o da -

Sean 4u y Ay los incrementos experimentados por las funciones « y y cuando X aumenta o disminuye en AXx.
Siempreque Au # O podremos escribir.

Ay Ay Au

Ax — Au  Ax
QL dy _ du
y siendo Au # Q cuando 4x — 0 ® verificara pp i

Se puede prescindir de la condicion impuesta a Au tomando |4x| suficientemente pequeito. Cuando esto no sea

posible, la formul ase puede deducir de la manera siguiente:

Sea Ay = d_ «Au Tt ¢ 4u donde ¢ - O cuando AX — O (Ver Prbblema3, Capitulo 4) Por tanto,

Ay _dy Au n Au
Ax ~ du dx " “dx

y, tomando limites cuando Ax — O, C_i% % g)‘(‘ +0 g% dy g)% COmo antes.

17. Hallar dyl dx, enlasfuncionesy = %yu = +2

& __ 4 du _  2x %
e @+ Y I T 3EF YN 38
dy _dy du 4u 2x 8x

Por lo tanto 2.2 _ ™ 2
dx du dx W + 1)? 3u? 3u(u® + 1)?

18 Un punto semuevesobrelacurvay = x* — 3x + 5deformaquex = $1/r + 3siendor el tiempo. Calcular la variacion
dey con respecto a tiempoen d Instantet = 4.

Se trata de calcular  valor de dy/dt para ¢+ = 4.

dy =32 —1) dx 1 dy dy dx _3(*—1)
dx Ydr 4y A T dx dr T 4yt
=4x= ~ dy _ 3016 —1)
Cuandor=4x=%4+V4+3=4, y @~ 4.2 =¥ unidades por unidad de tiempo.

19. Un punto se mueveen el planosegin laley x = ¢* + 2t,y = 2¢3 — 6¢. Calcular dy/dx parat = 0, 2, 5.
De la primeraecuacidn se puede despejar ¢ y sustituirlo en lasegunda, resultandoy en funcién dex.

dy dx dt 1 dy dy  at 1
6(2-—-6—= 2_=__~ = T e =
dr P i T 2R b ik i Sl G A TS 1)

Los valores pedidos de dy/dx son —3 parat =0, 3parat =2,y 12 parat = 5.

=3¢~ 1).
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2. Sy==x'—4dxyx = /2 T 1 halar dy/dt cuando ¢ = 1/ 2.
dy dx 2 dy dy dx  4(x—2)

o "D G T aseDm A d G D

Cuandor=+4/2,x = /3y dy 4\/—2(\/—_2) 4\5/2 5 —279).

21. Demostrar que la funcion f(x) = x* + 3x* — 8x T 2 tiene derivadas de todos los 6rdenes paax =a

f(¥ =3x+6x—8 vy fa) =3al+6a— 8
f(x) =6x+6 y f'(@ =6a+6
f"'(x)=6 y f@=¢6

Todas | as derivadas de orden superior son idénticamente nulas

22. Hallar lassucesivasderivadasde f(x) = x4/? parax = 0.

f'(x) = —xll’yf() 0

4 .
f'(x) = o y £7%(0) no existe.
Por tanto, para x = O solamenteexiste la primera derivada.

23, Dadalafuncion f(x) = 1_i_x — 2(1 = x)~, calcular f™ (x).

Tendremos
f'(X) =2=DU " 0 (=)=21—x)"2=2-11(1—x)?
' (X) =20 D=1 —x)= (=D = 2:21(1 —x)*
20 = 22 D(=D0 — ) (=) =231 (1 —x)—*

conlocua f™ (x)= 2-n!(1—x)-t+n,
Esto se puede demostrar por el método de induccién, suponiendo que f® (x)= 2k I(1 — x)~*+b, se verifica

FEN () = —2-k1(k 4+ DA —)-F (1) =2+ (k + 1)1 (1 —x)~&+D

Problemas propuestos

24. Deducw la férmula 10 en el caso en que m = —1/n, siendo n un mimero positivo, aplicando la férmula 9 para
1
hallar—dx (—x“
En el caso en que m = p/q, siendo p y q enteros, ver Problema4, Capitulo 6.

Hallar 1a derivada de las funciones de los Problemas 25-43.

%, y = #8t 5z* — 102" + 6 Sol. dyldz = Ba(z® + 4z* — 4)
- d 3 _
%, y = 8aVt— gV 4 2771 Sol. E?(- = v %\/—__ﬁ
- 1 4 1 _, -1 dy _ _1_2
27,y = it + 4z sol. 2= -3 g
_1+V2
8.y = Vex + 2Vx Sol. y =
Vez
/s + o3
W) = 2+ sol. fity = — L2
Vi Vi
.y = (1- 5z)® Sol. y' = —30(1 — 5z)°
S. fx) = 3z —z* T 1) Sol. f'(x) = 12(1—x’)(3x—x’+1)’
2 y= (3taz2-zmn Sol. y = 2=

1/
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_3r+2 de _ 8
8.0 =373 ol 4 = @ty
st y =( =) Sl y = 0%
-V T\TF= Y T T e
. _ x(8—b2)
3. y=2:V2—=x Sol. y T e
36. . H(z) = 2/3— 2z2* . fle) = =2
o V3 -2zt
2z — 42+ 3
= (z- T Sol. d¥ =
3 y=(z-)Va*—2x+2 o 22 12
- w dz _ 1
38. z = —m Sol. dw (1- 4w
: 1
39. y = V1i+vVzx Sy = ———
Wr+zVz
-1 , _ 1
10. = i Sl fl(x) = ——————
1@ = N33 @tz —1
4. y = (z*+ 3)* (22° - B)* Sol. o' = 2:.:(:::""3)3 (2x’—5)’(17x’+ 27z — 20)
_r+2 dg 10t
42, 38 = 3_ ¢ Sol. dt ~ (3- &)
At Y _ 38x%z*—1)*
8. v —<”—“zxs+ 1) Y= gty

44, Calcular dyl‘ld'x por dos métodos diferentes y comprobar que = llega al mismo resultado: (@) x =(1 + 2y
k) x=1Yy2

Calcular dy/dx en los Problemas 45-48.

u—1 dy 1
45. ==, u= Sl L — =
v=uF1 v= Ve dx Vz(1+Vz)
6. y=u'+4, u=2+22 Sol. % = 6x’(x+2)’(a:+1)
47. y=vV1+tuu=+x Sol. Ve Problema 39
dy dy du  dv
— J— —_ J— A - _— o * o ¥
48, Y=+, u=v3—2),Vv=Xx Ind: —= = g0 — " 7= (Sol. Ve Problema36)
Calcular lasderivadasindicadasen los Problemas 49-52.
4. y = 3x*—2x*+x—5; y" Sol. y'r = 72z
105
50. y = 1/Vz; y9° Sol. y = 162"~
” _6
51 f() = VI— 3z f'(x) Sl @) = G
44—z
52. y=afVx—1, y" Sol. 7 = W
Calcular la derivada enésima en los Problemas 53-54.
1t D!
53 y=1/xt Sol. ym = (')x(+l)
+ VY , ¥-n!

55. S y=f(u)yu=gx), demostrar'
(a)ﬂ_dyd"u bdy”_dydu 3ﬂ191’_u¢_1£
I =~ du'dw i ) G = g Ve T b

1 d’x y' dx _ 3079 — yy™
= deducir =2 = — -
Y- Har dy* oy Y @ o)

; dx _
56. A partir de dy =



Capitulo 6

Derivacion de funciones implicitas

FUNCION IMPLICITA. Cuando una ecuacion, definida en e campo de variacion de sus variables se
ecribe en la forma f(x, y) = 0 se dice que y es una funcion implicita de x.

Ejemplo 1:

(a) Laecuacionxy T x — 2y — 1 = 0,siendo x # 2, definelafunciony = —i — );

®) La ecuacion 4xt T 9ys — 36 =0 define la funcion y = § /9 —x* cuando 1x] <3 ey >0 y la funcién
y=—3%vV9—x*cuando |x| £3ey <O0.

Obsérvese que la elipse se puede considerar formada por dos arcos unidosen los puntos (—3,0) y (3,0).
Para halar la derivada y' se puede seguir uno de los procedimientos que s detallan a con-
tinuacion:
(a) Despeary, s esposble, y derivar con respecto a x. Este procedimiento se debe evitar, ame-
nos que se trate de una ecuacion muy sencilla.

(b) Derivar la ecuacion dada con respecto a x, teniendo en cuentaque y es funcion de x, y des-
pegary'. Estaforma de efectuar la derivacion recibe d nombre de derivecion inplicita

Ejemplo 2:
(2) Halary', en laecuacion xy + X—2y—1= 0

d d d
Tendremosx - dx )ty dx (x) + 4 (x)—2 o 0 — ax = dx ©

obienxy’+y+1—2y’=0;por tanto, y' = ;iyx,
() Halary', cuando x = +/5, en laecuacion 4x + 9ys — 36 = 0.
A te. g to Lo _art 8y —0ey = &
Tendremos, 4 dx(x) 9 dx(y)—sx 9 dy(y)dx—8x 18yy’=0ey = Oy

Parax =4/5, y = + 4/3. En € punto (v/5, 4/3) del arco superior de la elipse, y' = —V 5/3, y en
el punto (4/'5, — 4/3) del arco inferior,y' = v/ 5/3.

DER VADAS DE ORDEN SUPERIOR. Se pueden calcular por uno de los procedimientossiguientes;
(a) Derivar implicitamente la primera derivada y en € resultado, sustituir € vaor dey' previa
mente calculado, repitiendo después la misma marcha.

Ejemplo 3: En el Ejemplo 2¢a), y' =—;—t-}1. Por lo tanto, 14
@ - x)< Y b 1+y
d, n _ 1+y -z +1+y _ _ 2+2y
‘a;(y) = v - (2 _ x)z - (2 _ x)z (2 — x)l

(b) Derivar impl |’C|tamente la &cuacién dada cuantas veces sea necesario hasta que aparezcala
derivada que se quiere obtener, eliminando, acto seguido, todas las derivadas de orden in-
ferior. Este procedimiento es d més recomendable cuando s trate de hallar una derivada
de orden superior en un punto.

Ejemplo 4. Calculer €l valor dey™ en el punto(—1,1) en la curva x®y t3y—4=0.
Derivandoimplicitamentecon respectoa x dos veces, se obtiene,

xty'+ 2y + 3y =0y xy’ +2xy + 22y +2y + 3y =0

Sudtituyendo x = —1, y = 1 en la primera relacion, obtenemosy' = 4.
Sustituyendox = —1,y =1,y = 4 en la segunda relacion, obtenemos y*' == 0.
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Problemas resudtos

Hallar y', en laecuacion xty — xy? + x? + y? =0.

d d d d
(@) — ) o) + H(y’) =0

x’%(y) + y%(x’) - xi( N -y d (x) + "(x’) + —d—( » =0

20y —
'y + 2xy — 2xyy’ —y*+ 22+ 2yy’ = 0 ¢ y = L2y 2z — 2y

zt+ 2y — 2zy
Hallar y' ey, enlaecuacion x? — xy + y* = 3.
d 2y d i 2 —_ _ L P — ;= 2_1::41/_
@) T En + W) = e —ay —y + 2y = 0 € = =2y

WG S @GR ey g yu- )

L (z — 2y)? (x — 2y)®
2x2—y\ _
Szy' — 3y _ B <:c - 2y> 3 _ 6(x*—xy+y’) _ 18
(x —2y)* (x — 2y)* B (x — 2y)® T (x—29)°

Hallary' ey**,enlaecuacibn x3y + xy? = 2 parax = 1.
x3y’ + Ixty + Ixyty’ + y= 0

Y a3yt 3yt ey + 30 et Hy + By =0
Cuando x = 1, y = 1; sustituyendo en la primera ecuacion, y' = —L
Sustituyendox = 1,y = 1, y* = —1 en lasegunda ecuacibn. y"* = O.

Problemas propuestos

Deducir laFérmula 10, Capitulo 5, param = p/q, siendo py q nlmeros enteros, escribiendoy = xP# en laformayt = x°
y derivando con respecto a x.

Hallary**,enlasecuaciones(a)x T xy +y =2,(0)x* —3xy T y* = 1. Sol.y* = ?—](lqj-—x’;zv,(b) = — (—ﬂyx—)s
y —_—

" en(@ el punto (2, 1) dext —y2 — x =1, (b) & punto(1, 1) dex® T 3xty — 6xy* + 2y* = 0,
Sol (a) 3)12 —5/4 45/8; (b) 1 p0 0] P 7 Y
Hallar la pendiente de |la tangente en el punto (xo,y) de (a) b’x’ + aty? = a%? (b) bixZ — a®y* = a%?, (c) x* + y?

b X, béx 4x y
_ Py — [ 0 00 —
6 X Yy 0. SO[. (a) (b) % ) ( ) 2x 2

Demostrar que lascurvas 5y — 2x + y3-= x?y =0y 2y + 5x + x¢ — x3y* = 0 se cortan en 4ngulo recto en el origen.

(a) El 4rea total de un paralelepipedo rectocuya basees uncuadrado deladoy dealturax vienedada por S = 2y® + 4xy.
Suponiendo que Ses constante, cakal ar dy/dx sin despejar vy.

(b) El 4rea total de un cilindro recto circular deradio r y altura h vienedada por S = 2nr* + 2zrh. Suponiendo que Ses

constante, calcular o /dh. Sol. (a) — ﬁ; (b) — Tff'_h
' i + 2=, bl _ 1
En lacircunferenciax® T y* = r2, demostrar que T+ | =7
r

Siendo S = 7x(x + 2y)y V = axty, demostrar quedS/dx = 2n(x — y) cuando Vesconstante, y quedV/dx = —ax(x—y))
cuando Ses constante.



Capitulo 7

Tangente y Normal

SI LA FUNCION f(x) posee derivada finita, f'(x,), en

el punto x = x,, la curva y = f{x) tiene una
tangente en Py(x,, o) Cuya pendiente es

S m=Q la curva tiene una tangente horizon-
tal de ecuacion y = y, en P, puntos A, Cy E
de la Fig. 7-1. En los demés casos la ecuacion
de la tangente en un punto a una curva es

= tag 8 = f"(xo)

Y — Yo = m(x — Xx,)

S f(x) es continua en el punto X = x,, pero

lim f'(x) = w la curva tiene una tangente verti-

X—*Xo

Fg. 71

cal de ecuacion x = x,, puntosBy D de la Fi-
gura 7-1.

La normal a una curva en uno de sus puntos es la recta que pasando por dicho punto es per-

pendicular a la tangente en él. La ecuacion de la normal en € punto Py(x,,y) €s

X = x4, 9 la tangente es horizontal
y =Yy, S la tangente es vertica,

en los demés casos,

1
Yy—JYo= —F(X—xo)
(Ver Problemas 1-9.)

EL ANGULO DE INTERSECCION de dos curvas se define por el formado por sus tangentesen € punto
de interseccion.

1)
@

(3)

Para hallar los angulos de interseccion de dos curvas:

Se calculan los puntos de interseccion, resolviendo € sistema formado por sus ecuaciones.
Se hallan las pendientes m, y m, de las tangentes a las curvas en cada uno de los puntos de
interseccion.

S m,=m, e éngulo de interseccion es ¢ = 0°,

S m, = —1/m,, el angulo de interseccién es ¢ = 90";
p m; —m,

t = —

en los demas casos, ag ¢ |+ mm,

Si tag ¢ > Q el angulo agudo de interseccion es ¢ y

s tag ¢ < O, el angulo agudo de interseccion es 180° — ¢.
(Ver Problemas 10-12)

LONGITUDES DE TANGENTE NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. La longitud de tan-
gente a una curva en uno de sus puntos se define como la longitud del segmento de tangente com-
prendido entre el punto de contacto y el gje x. La longitud de la proyeccion de este segmento sobre
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el ge x recibe el nombre de longitud de subtangente.

La longitud de norma se define como la lon-
gitud del segmento de normal comprendido entre v
e punto de tangencia y € ge x. La longitud de la
proyeccion de este segmento sobre €l ge x recibe
el nombre de longitud de subnormal.

Longitud de la subtangente = TS = yq/m
Longitud de la subnormal = SN = my,
Longitud de la tangente

x
—_— o
= TP, = V(TS)* + (SP,)"
Longitud de la normal Fig. 7-2

= PoN = V(SN + (SP.F

Nora. Las longitudes de subtangente y subnormal son segmentos dirigidos. Algunos autores
solamente consideran sus modulos, |yo/m| y |my,| respectivamente. Por €ello, en las soluciones
de los problemas no se han tenido en cuenta méas que dichos médulos.

(Ver Problemal3.)

Problemas resudtos

Calcular los puntos de la curva x2 — xy + y@ = 27 en los que las tangentes son horizontales y verticales.
y—2x
2y —x’
Tangentes horizontales: Igualando a cero el numerador dey', obtenemosy = 2x. Los puntos de tangenciason los
de interseccion de larectay = 2x con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (3,6) y (—3, -—6).

Tangentes verticales: Igualando a cero el denominador dey' resulta x = 2y. Los puntos de tangencia son los de
interseccion de la recta x = 2y con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (6, 3) y (—6, —3).

Derivando, y' =

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal alacurvay = x® — 2x* +4enel punto (2, 4).
f’(x) = 3x* — 4x; |la pendiente de la tangenteen el punto (2, 4) esm = f(2) = 4.
Laecuacion delatangente esy — 4 = 4(x — 2), 0 bien,y = 4x — 4.
La ecuacién delanormal esy — 4 = —}(x — 2), o hien, x + 4y — 18

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal ala curva x? + 3yt yr=5enel punto (1, 1).

dy 2x + 3y - _
dx W La pendiente de la tangente en el punto(l,1)esm = — 1.
Laecuacion delatangente esy — 1 = —1(x — 1), 0 hien, x + y =2.

Laecuacion delanormal esy —1 = [(x — 1), 0 bien, x — y=0.

Hallar las ecuaciones de | as tangentes a la elipse 4x° + 9y? = 40, de pendientem = —2/9.
Sea Py(x4, y,) €l punto de tangencia de la tangente buscada. Se tiene,
(a) 4x} + 9y% = 40, puesto que P, es un punto dela dipse.

dy 4x _ 4x 2 —
(b) 9 Para(x,, y,), m = — gy, =g con lo quey, = 2x,.

() Los puntos de tangencia son Ias sol uciones del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema s ob-
t|enen los puntos(1,2) v(—1,—

Laecuacion dela tangente en el punto (1, 2)esy —2 = —2/9(x — 1), 0 bien, 2x + 9y = 20.
La ecuacién dela tangenteen el punto (—1 — 2)esy + 2 = —2/9%(x + 1), 0 bien, 2x + 9y = —20.
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8. Halar laecuaciéondela tangenteala hipérbolax®* — y* = 16 en el punto (2, —2).
Sea Py(x,, Yo} €l punto de tangenciade la recta buscada. Se tiene,

(@ x3 —y3 = 16, puesto que P, es un punto de la hipérbola.

(o) % = i;— Para(x, y,), m= ::') = I:ii = pendientede la recta que une P, con (2, —2); por tanto,

2xo + 2y = x5 —y3 =16 osea xo+ yo = 8

(e E punto de tangencia es la solucién del sistema de ecuaciones (a) y (b). Reﬁolwendo dicho sistema resulta €l
punto (5, 3). Laecuacion de la tangenteesy — 3 = §(x — 5), 0 bien 5x — 3y =

6. Hallar las ecuacionesde las rectas verticales que pasan por los puntosdelascurvas(/)y = x* + 2x*—4x + 5y (2) 3y
= 2x* 4+ 91— 3x — 3, en los que las tangentes a ellas son paralelas.

Seax = X, laecuacion de la recta buscada.

En(i):y' = 3x* 4 4x — 4; paraxX = X, M= 3x3 +4x..—4.
En (2): 3y’ = 6x® + 18x — 3; para x = xo, m = 2x} + 6x,— 1.

Igualando 3x3 +4x°—4= 2x3 +6.xn—l,x° =% y3 Lasrectassonx =21 yx =3

(a) Demostrar que la ecuaciton de la tangente a la parabola y* = 4px de pendiente m= 0 es ¥y = mx + pim,

(b) Demostrar quelaecuacioén delatangentedelaelipseb’® + a®y* = a*h?en el puntoPy(xy, ¥o) €5 b*xex T atyy = a'b?

(@ Y' =2p/y. S Pylxo, y) €sel punto de tangencia, setieney§ = 4Pxoy M= 2p[y,. ASi pues, y, = 2p/m, xo = {»j/p
= p/m* y laecuacion de la tangente, y — 2p/m = m(x — p/m®), o0 bien,y = mx + p/m.

3
®» y = _%. EnP, m=— Zi" y laecuacion delatangentees y — yy = — z;‘: (x — x,)
0 sea b'xox + a'yoy = b*x} T a'y} = a'b',
Y
8 Demostrar que la tangente a la hipérbola b3x®* — a*y* = &3
en @ punto Py(x,, y,) esla bisectriz del dngulo formado por los
radios vectores de P,. Po(x0, o)
En el punto P, la pendientede la tangente ala hipérbolaes
b'xola'y., y las pendientesde los radios vectores PoF’ y PyF son @
Yol(xe T €) € ¥o/(xo — C), respectivamente. Asi pues, B P
blza Yo (—e, 0)F’ 0 / F(e, 0)
; _ @  m+c /
ag « ) + bxzq e
a*o Zate
(b} — a’y;) + blexo
T (a4 BMwoyo + atewo
o atttren | battem) _ bt Fig. 7-3
*xo Yo + acyo eyo(at + cxo) CYo
puesto que b*x3 — a’y} = @bt y a2 + oy = ¢ty
Yo bixe
Zo—€  a'yo bexo — (bPx; — a’y;) blexo —ah? bt
tag g = b = (@® T &%) — o2 = xeve — a'c = e
1 + To , _ Yo a ToYo a‘cyo oo Yo Yo

a*Yo Zo—c¢

Luego,comotaga = tag 8, a = 8.
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10.

11.

12.
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Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentesa la elipsestxt + aty* = atbt trazadas desde
un punto de la directriz pasa por el foco correspondiente.

Sea Py(x,, yo) €l punto desde el que se trazan las tangentesa la €lipse y Py(xy, y,) v Py(x,,y,) 10s carrespondientes
puntos de contacto. Las ecuaciones de las tz_apgentes en P, y Py 0N bixyx + ady,y — a*h? y bix,x T aby,y — a*ht.
Como ambas pasan por P,, 2 verifican b*x,x, T a*yyy, = ath® y bixyx, + aty,y, = a'ht. Larectabix,x + alyey = a'hh,
gue pasa por P, y Py, es la cuerda de contacto. Sea P(a?/e, 7) un punto de la directriz del lado derecho. La ecuacion

e la cuerda de contacto que pasa por P tiene de ecuacion (b*a%/c)x T a*yy = a*b* y, como se puede comprobar, pasa
por el foco correspondiente Fe, O).

Hallar el dngulo agudo de interseccion de lascurvas (1) y* =4x Y (2) 2x®* =12 — Sy.
(a) Los puntosde interseccién de lascurvasson P(1, 2) y Py(4, —4).

(b) End).y =2/yien(d,y = —4x/s.
En P(1,2),m, =1y my =—4/5; en Py(4,—4),m, = —1/2 y m, = —16/S.

. _m—m _ 1+4/5  aqoans . C
(¢) EnPy: tagg = T+mm — T—4/5 9 y ¢ =83°0’ esel Bnguloagudo de interseccion.

Enpy: tagé = _11/ 2 +8 /156/5 = 1,0385 y ¢ = 46°5’ esel angulo agudo de interseccion.

Hallar los &ngulos agudos de interseccion delascurvas (1) 2x# + 0 =20 y (2) 4p* — x* = 8.

Los puntos de interseccién son (4 24/2,2) v (£24/2, —2).
En (), y' = —2x/y, yen (2), y' = x/4y.

En el punto 2V 2,2), m; = —24/2 y m, = }v/2. Como mymy = —I, e angulo de interseccion es ¢ = %0° (es
decir, las tc):urvas son ortogonales). Por simetria se deduce que |as curvas son ortogonales en cada uno de sus puntosde
interseccibn.

El cable de un puente colganteesta unido a dos pilaresseparados entre si una
distancia de 250 m. Suponiendo que adquiere forma de pardbola con su
punto mas bgjo a una distanciade 50 m del punto de suspension. calcular el
Bngulo que forma el cablecon € pilar.

Se elige como origen el vértice de la parabola wmo Se representaen la
Fig. 74.

i

4x

2, Ll
65 ** YV Y T exm
Enel punto (125, 50), m = 4(125/625) = 08000 y 6 — 38°40".

Laecuacion de la pardbolaesy =

El dngulo pedidoes ¢ =90'— 6 = 51°20°,

13 Hallar la longitud de la subtangente, subnormal tagentey normal a lacurvaxy + 2x — y=5 en € punto (2, 1).

dy _ 24
— y _
[ —yx BN d punto 2, 1), m = —3,
Longitud de la subtangente = y,/m = —1/3. Longitud de la subnormal = my, = — 3.

Longitud de la tangente = 4/1/9 + 1 = 4/10/3. Longitud delanorma = v/9 + 1 = v/10.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

24

26.

21.

28.

20.
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32.

3

Problemas propuestos

Hallar en que puntos de la curva x? 4 4xy + 16y° = 27 la tangente es horizontal o vertical.
Sol. T.H.en (3, —3/2) y (— 3,3/2)
T.V.en (6, —314) y (— 6,3/4)

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a lacurva x® — yZ =7 en el punto (4, — 3).
Sol. 4x T3y = 7; 3x — dy = 24.

Hallar en qué punto la tangente a la curva y = x® 4 5es(a) paraelaa larecta 12x — y= 17, (b) perpendicular a la
recta x T 3y = 2. Sol. (@) (2, 13), (=2, —3); (b) (1, 6), (—1, 4).

Hallar las ecuaciones de las tangentesa la curva 9x? 4 16y* =52 paralelas alarecta9x — 8y = i.
Sol. 9x — 8y == 4-26.

Hallar las ecuaciones de |as tangentes a la hipérbola xy = | trazadas desde el punto (—1, 1).
Soly=QV2—3x+2V2—-2; p=—2V2+ P —2¢/ 22
Demostrar que la ecuacion de la tangente a la pardbola »* = 4px en un punto de ella P(x,, y,) €S, yy, = 2p(x + Xo)-

Demostrar que las ecuaciones de las tangentes a la elipse bx? + a2 = a® de pendiente igual @ m son, y = mx +
vVatm® + b2

Dada ta hipérbola b’® —— a*y* = a%?, demostrar que (a) la ecuacion de la tangente en un punto de ella, P(x,, y,), €S
btxex — aty,y = atb?, (b) las ecuaciones de |as tangentes de pendientem son y = mx + v/ a®m® — b2

Demostear que la normal a una parébola en un punto de ella P, es la bisectriz del dngulo'formado por € radio vector
de dicho punto y la paralela al €je de la pardbola trazada por 6L

Demostrar que toda tangente a una parabola excepto la del vértice, corta a la directriz y al latus rectum (N. del T.:
Cuerda perpendicular al gje por €l foco) en puntos que equidistan del foco.

Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una parabola trazada desde un punto de la
directriz, pasa por €l foco.

Demostrar que la normal a una elipse en un punto de ella P, es bisectriz del angulo que forman los radios vectores
de dicho P,

Demostrar que la cuerda que unelos puntos de contacto delas tangentes a una hipérbola trazada desde un punto de una
directriz pasa por € fosp correspondiente.

Demostrar queel punto de contacto de una tangente a una hipérbola esel punto medio del segmento de tangente com-
prendido entre las asintotas.

Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola o unaelipse en uno de los extremos de su latus rectum
(N. del T.: Cuerda perpendicular al ge— mayoren la€lipse y transversal en la hipérbola— por el foco) esnuméricamente
igual a su excentricidad.

Demostrar que (a) la suma de las coordenadasen el origen de una tangente cualquiera a la curva \/—x +4Vy = vV a
constante, (b) la suma de los cuadrados de |las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva x*?
y4?® = a%3, es constante.

. Hallar los 4ngulos agudos de interseccion de las circunferencias x*—4x +Y =0Y x* +y =8. Sol. 45"

Demostrar que lascurvasy = x3 + 2 ey =2x? + 2 tienen una tangente comun en el punto (0.2) y que secortan en ¢l
punto (2, 10) formando un &ngulo ¢ = arc tag 4/97.

Demostrar que la elipse 4x* + 9y2 = 45 y |a hipérbola x* — 4y* = 5 son ortogonales.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, asi como las longitudes de subtangentes, subnormal, tangente y
normal, a la pardbola y = 4x? en el punto (—1, 4).

Sol.y +8xt4=0,8—x—33=0, —}, —32, §4/65, 41/65.

Calcular la longitud de subtangente, subnormal, tangente y normal a la hipérbola 3x* — 2»* = 10 en el punto (—2,1).

Sol. —1/3, —3, +/10/3, v/ 10.

Determinar en que puntos de la curvay = 2x® + 13x* + 5x + 9 sus tangentes pasan por €l origen.
Sol. x = —3, —1, 3/4.



Capitulo 8

Maximos y minimos

FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE. Unafuncion f(x) es creciente en un punto x = x4 cuando,
dado un A postivo e infinitamente pegquefio, s verifica f(x, — h) < f(x,) <f(x, T h). Andoge-
mente, f(x) es decrecienteen Un punto -ﬁ( = x4 cuando, dado un h positivo e infinitamente pequerio,
se veifica f(xe — h) > f(xe) >f(xo

Sif'(xe) > Q la funcion f(x) es crecienteen € punto X = x4 Y S T (x¢) < Q esdecrecienteen
dicho punto. (Ver Problema 17.) Cuando f'(x,) = Q diremos que la funcion es estacionariaen €l
punto x = x,.

Una funcion es creciente (decreciente) en un intervalo, cuando es creciente (decreciente) o esta-
cionaria en cada uno de los puntos del mismo.

v

) D —,

ol ————f

Fig. 8-1

En la Fig. 81, lafuncion y = f(x) es crecienteen losintervaosa< x < r y t < x < u, decre-
cienteen d r < x < ty estacionariaen los puntos X =r, x = s y x = t. Lacurva tiene tangente
horizontal en los puntos R, Sy T. Los valoresde X, (r, s y t) paraloscuaeslafuncion f(x) esesta-
cionaria(f '(x) = O), reciben e nombre de vaores criticosy |os puntoscorrespondientesde lacurva
(R, Sy T) € depuntoscriticos.

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION. Unafunciony = f(x) tiene un mdximo
(minimo) relativo en un punto X = x,, cuando f(x,) es mayor (menor) que los vaoresdelafuncion
para los puntos inmediatamente anteriores y posteri oresal consderado. (Ver Problema 1)

o<|x—r| < 6. En estas condmones, y = f(x) tiene un mdximo relaivo [= f(r)len X =r. Enla
misma figura, TT¢, f(£)] es un minimo relativo de la curva puesto que f(r) < f(x) en d entorno
0 <ix— 1t < 6. Por tanto, y = f(x) tiene un minime rdativo [= f(r)] en x = t. Obsérveseque Res
d punto de unién de un arco AR ascendente [ f*(x) > () yotro RB descendente[ f*(x) < 0], mientras
gue T une un arco CT descendente [f“(x) < 0] con otro TU ascendente[f '(x) > O]. En & puntoS
S unen dos arcos descendentesy, por consiguiente, en él no habra ni maximo ni minimo relativo.

42
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S lafuncion y = f(x) admite derivada en € intervalo a< x < b, y f(x) tieneun maximo (mi-
nimo) relativo en el punto x = x,, siendo a< x, < b, se veifica f'(x,) = 0. (Ver Problema18)

Para determinar |os maximos (minimos) relativos [0 simplemente maximos (minimos)] de una
funcion f(x) continua asi como su derivada se puede seguir € siguiente proceso:

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

1 Resolver la ecuacion f(xq) = O para calcular los valores criticos.

2 Representar estos valores criticos sobre el ge de abscisas de un sistema coordenado (escala
numeérica); de esta manera se han establecido un cierto nimero de intervalos.

3. Determinar @ signo de f‘(x) en cada uno de los interval os anteriores.

4.  Paracada uno de los valorescriticos x = x,:

S(x) tiene un maximo [= f(xy)], ST '(X) pasade + a—
f(x) tiene un minimo [= f (xg)}, Sf'(x) pasade — a T,
f(x) no tiene ni m&imo ni minimo en el punto X = x,, S f'(x) no cambia de signo.

(Ver Problemas 2-5.)

UNA FUNCION y = f(x) puede tener maximoso minimos[= f (x,)] aunque no existaf '(x,). Losvalores,
x = x,, paralos cuales f(x) esta definida pero no existe f'(x), también reciben el nombre de valores
criticosy junto con aquellos otros para los cuales f'(x) = 0, han de servir para establecer losinter-
valos del apartado 2 del parrafo anterior.

(Ver Problemas6-8.)

Finalmente, se pueden presentar otros casos —de 10s que aqui no trataremos— en los que f(x,)
tenga maximo (minimo) aunque no exista un intervalo, x, — 6 < X < x,, para el cual T'(x) sea
positiva (negativa) ni otro, x, << X < x, + 6, parael quef '(x) sea negativa (positiva).

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. Un arco de curvay = f(x) esconcavo S en cada uno de sus puntos
esta situado por encima de la tangente, Al aumentar x, T '(x) 0 aumenta sin cambiar de signo (como
end intervalob < x < s dela Fig. 81) o cambia de signo pasando de negativaa positiva(como en
el intervalo ¢ < x < u). En cualquier caso, la pendientef’(x) aumenta y f **(x) = 0.

Un arco de curvay = f(x) es convexo, S en cada uno de sus puntos d arco esta situado por
debajo de la tangente. Al aumentar X, '(x) o disminuye sin cambiar de signo (como en € inter-
vaos < x < ¢) o cambia de signo pasando de positiva a negativa(como en € intervaloa < x < b).
En cualquier caso, la pendiente f'(x) disminuye yf "'(x) < O.

PUNTO DE INFLEXION. Es un punto en el cua la curva pasa de concava a convexa o viceversa. En
la Fig. 81, los puntos B, Sy C son de inflexion.

Una curvay = f(x) tiene un punto de inflexion en € punto x = x,
sif “(xe) = 0 6 no esta definiday
sif " (x) cambia de signoen un entorno de x = x,.
La dltima condicion equivale af ""(x,) # O cuando existe la tercera derivadaf "'(x,).
(Ver Problemas9-13)
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA
1.  Resolver la ecuacién f'(x) = O para calcular los valores criticos.
2. Paracada uno de los valorescriticos x = x,:
J(x) tiene un maxima [= f(x,)), Sif "(x) < 0.
f{x) tiene un minimo [= f(x,)], S /" '(x0) = 0O,
sf “(x,) = 0 6 s hace infinito, nada se puede afirmar.

En este Ultimo caso hay que recurrir a criterio de la primera derivada.
(Ver Problemas 14-16.)

Problemas resudtos
1. (a) y = — xstiene un méximo relativo (=0)en x = 0, puesto quey =0 parax = 0ey < O parax # O.
(b)) y = (x— 3)* tiene un minimo relativo (= O) en x = 3, puesto quey =0 para x = 3e y > 0 para x # 3.

) y =125 —l4x= tiene un méximo relativo (= 5)en x =0, puestoquey = S parax = Oey < 5en d intervalo
<x <1

(@) y = v/x—4no tiene ni m&ximos ni minimos relativos. [Algunos autores definen los maximos y minimos rela:
tivos. de forma que esta funcion tiene un méximo relativo en e punto x = 4. Ver Problema 30.]

(~3,43/2) ¥
2. Dada la funcion y = 4x* T 3x* —6x T 8, calcular:
(a) Puntos criticos.
(o) Intervalosen loscualesy escrecientey decreciente.
(©) Maximosy minimosdey.
(a) y =x*4+x—6=(x + 3)(x—2)
Resolviendoy' = O, obtenemos los vaorescriticos x = —3, 2. 0 (2,2/9)
Los puntos criticos son (—3, 43/2), (2, 2/3). 1 x
(b) Cuandoy' es positiva, y escreciente; cuandoy' es negativa, y es decreciente. Fg 82
Cuando x < —3, por gemplo x = <1, y =@ = +, ey escreciente.
Cuando —3 < x < 2. por gemplox =0, y = (+)(—) = — ey esdecreciente.
Cuando x > 2, por gemplo x = 3, y' = (+)(+) = T, ey escreciente.
En el siguiente diagrama se representan estos resultados.
Max. Min.
x < =3 X =—3 — kx<?2 X =2 x> 2
Y=+ yo=— y=+
y creciente y decreciente y creciente
(¢) Veamoss hay maximo o minimo en los valorescriticos x = —3, 2.
Al ir aumentando x al pasar por —3, y' cambia de signo, de + a = Por tanto en x = —3, y tiene un maximo,

igual a 43/2.
Al ir aumentandox al pasar por 2,y' cambiadesigno, de— a +. Por tanto, enx = 2,y tiene un minimo igud a 2/3,
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3. Dadalafunciény = x* + 2x®> — 3x2 — 4x + 4, calcular: (—1/2,81/16), ¥V
(a) Intervalosen los que y es creciente y decreciente.
(b) Mé&ximosy minimos dey.
y=4xtexr—6x—4=2ct2xt HD(x—1)
Resolviendo y* = O obtenemos los valores criticos x = —2, —4, 1.
(@ Cuandox < —2, Y = 2() () (-) = — ey esdecreciente. 0
Cuando—2 < x < —}, y’ = 2(+)(—){(—) = T, ey escreciente. o e x
Cuando—3} < x < 1, y' = 2(4+)(+)(—) = —, ey esdecreciente. -0 0
Cuandox > 1, y' = 2(+)(+)(+) = +, ey escreciente.
En el siguiente diagrama se representan estos resultados. Fig.8-3
Min. Méx. Min.
X <=2 X =—2 —2 <x<— X =—% —J<x<l1 X = | x> 1
y'=— y'=+ y'=_— y':
y decrece y crece y decrece y crece
(b) Veamoss hay maximo o minimo en los valores criticos x = —2, —4, 1.
Al ir aumentando x al pasar por —2,y' cambia de signo de — a T. Por tanto, en x = —2, y tiene un minimo
igual a O
Al ir aumentando x al pasar por —#%, y' cambia de signo, de + a — Por tanto, en x = —4, y tiene un miximo
igua a 81/16.

Al ir aumentando x al pasar por 1, y' cambiadesigno, de—a +. Por tanto,enx = 1, y tiene un minimo igual a Q.

4. Demostrar que la funcién y = x® — 8 no tiene maximos ni minimos.
y' = 3x2 Delaecuacion y' = O, se obtiene x = Q.
Parax <0y x >0, yv > 0. Por tanto. no hay maximos ni minimos.
En x = 0 la curva presenta un punto de inflexion.

8, Hallar los maximos y minimos de la funciony =f(x) = -Xl—z,determinando los |U I
—_— 1
intervalosen los que la funcion es creciente y decreciente. i
|
f'x) = — ——5. Como f(2) no estd definida (e.d., T (x) tiende a infinito !
(x—2) of 2!
cuandox tiendea 2) no hay valores criticos. Sin embargo, para determinar los inter- — i z
valosen los que la funcidn es creciente y decreciente se acude al punto x = 2. |
S'(x) <0 siempre que x # 2. Por tanto, f(x) es decreciente en los intervalos |
X<2 yx>2 :
Fig. 8-4
6. Hallar los maximos y minimos de la funcibnf (x) = 2 + x¥3 determinando losinter-
valos en los que la funcién es creciente y decreciente. v
f(x)= 3% El valor critico esx = 0, ya que f’(x) tiende a infinito cuando x
tiende a O.
Parax <0, f'(x) <0,y f(x) es decreciente.
Parax > O, f/(x) > 0, yf (x) es creciente. (0,2)
Por tanto, en x = 0, la funcibn tiene un minimo igual a 2. x
o
7. Hallar los mdximos y minimos de lafuncion,y = x%/3 (1 — x)V/3, Fig. 8-5

x3 (4 — 5x)
T
Parax <0,y <O; ened intervalo0 < x < 4/5,y' > 0;end4/s<x <1,y <O

Parax > 1,y < 0. Lafuncibn tiene un minimo (igual a0)en x =0 y un maximo (igual aﬁ\’/ﬁ) enx = 4/5.

Derivando, y' = y los valorescriticosson x =0, 4/5y 1.
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8. Hallar los maximos y minimos de la funcion y = ix|.

La funcion esta definida para todes los valores de x y existe su derivada en todos ellosexceptoen x = O. (Ver Pro-

blema 1], Capitulo 4). Por tanto, x = 0 es un valor critico. Para x < 0, f(x) = —1, mientras que para x > O,
f’(x) = T1. La funcion tiene un minimo (= O) en x = O. Dibujando la funcion s llegaria de forma inmediata a este
resultado.

v

9. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funcion
y=13x—10x> — 12x* + 12x — 7.

y' = 12x%— 30x? — 24x + 12 - / x
y = 36x* — 60x — 24 = 12(3x + D (x — 2)

Resolviendo y** = 0 obtenemos |os posiblespuntos deinflexionx = —1/3, 2.
(-1/8, —822/27)
Cuando x < —1/3, y' = +, y el arco es concavo.
Cuando —1/3 < x < 2, »y'* = —, y € arco es convexo. 2,-63)
Cuando x > 2, y' = +, y el arw esconcavo.
x <—1/3 =—1/3 —13<x<2 x=2 x>2
yll = + yll — —_ yll p— +
admnaun cONVEX0D sineave Fig. 8.6
Los puntos de inflexion son (—1/3, —322/27) y (2. —63), ya que y"* cambia de sigrio ¢en ¥ = —1/3 y x = 2

10. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funciony = x*— 6x + 2. Ver Fig. 8-7.
y' = 12x% En x = O puede presentar un punto de inflexion.

En losintervalosx < 0y x > Qy" > O; losarcos son concavos. El punto P(0, 2) no esde inflexion.

¥ v

0,2) 0

(-2, )

Fig. 8-7 Fig.8-8
11. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexiondelafunciony = 3x + (x + 2y, ver Fig. 8-8.

’ 3 o _6 I
Yo=3t+tsargm Y T B
En x = —2 puede presentar un punto de inflexion.

Parax > —2,y" <0, el arco es convexo.
Parax < —2,y" > O; €l arco escéncavo.

El punto (—2, — 6) es un punto de inflexion.

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curvay = f{x) = x* — 6x° + 12x* — 8x en sus puntos de inflexion.

y=f(x):x‘—6x"’+12’—8x
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14.

15,

16.

17.

Para x = x, existe un punto de inflexion si f'*(xg) = 0 y f"""(x,) # O.
fix) = 4x*—18x> + 2d4x —8
(%) = 12x*—36x + 24 = 2(x — DN (x—2)
f7(x) = 24x —36 = 122x —3)

A L.gs posibles punios de inflexion son x = 1,2, Como f*"’(1) # 0 y f""(2) # 0. los puntos(1, — 1)y (2, 0) son de
mfiexion:

En el punto (1, —1). la pendiente m = /(1) = 2 y la ecuacién de la tangente es
y—yn=mx—x) osea y+1=2x—1) o y=2x—3

En el punto (2,0), la pendiente m = f*(2) = 0. y la ecuacién de la tangente es y = 0.

. ., a— X .. . .
Demostrar que los puntos de inflexién dey = estan situados sobre una recta y deducir su ecuacion.
aetosh YEXFa Y
,_ X*—2ax—a* e v s x3 — 3ax? — la*x + a®
Y (xz + az)z y = (xz + az)a
Losvaoresdex = —a,a(2++/ 3), son las raices de la ecuacion .ré — 3ax? — 3ax + a2 =0; los puntos de inflexién

son: [—a, 1/al, [a@ T v/ 3, (1 — v/ 3)/4a], [a2 — v/ 3),0 T +/ 3)/4a]. La pendiente de la recta que pasa por doscua-
lesquiera de estos puntos es —1/4a?, y la ecuacion de la recta que los une, x + 4a2y = 3a,.

Hallar los méximos y minimos de la funcion f{x} = x(12 — 2x)? aplicando el criterio de |a segunda derivada.

(@ f(X)- 12x2 — 8x + 12) - 12(x — 2)(x — 6). Las valores eriticos san x — 2, 6.
(b) f7(x) = 12(2x — 8) = 24(x — 4).
(&) £(2) <0. Por tanto f(x) tiene un méximo igua a 128 para x = 2.

£77(6) > 0. Por tanto f(x) tiene un minimo igual a O para x = 6.
- . - 250 : - .
Hallar los maximos y minimos de la funciéon y = x2 + T aplicando €l criterio de la segunda derivada.

3 —
(@) y* =2x— 2;) = &-—)25£5X El valor critico es x = 5.

® y =2+
x

(¢) y*' > Oparax =15 Por tanto tiene un minimo igual a75 para x = 5.

Hallar los maximos y minimos de la funcién y = (x — 2)#/3,
— 2 —1/3 2
(a) y/ = § (X — 2) = :;(xi—ﬁl_a—.

2—_
S — 2

El valor criticoes x = 2.

(0) V' = — 2 (x—2 = —

(c) Comoy"* tiendeainfinitocuando X tiende a 2, hay que acudir al criterio de la primeraderivada. Parax < 2,y <O0;
parax > 2,y > 0. Por tanto, y presenta un minimo relativo, igual a0, en €l punto x = 2.

Una funcion f(x) es creciente en € punto x = x,, s, dado un h > 0 y suficientemente pequefio. se verifica
f(xa—h) < f(x0) < f(xo T h).
Demostrar que s f’(x,) = O, la funcion f(x) es creciente en e punto X = x,.

Como Jim -[fo’—-j-—%))(—:[(—x") = f(x,) > 0, tendremos ﬂ’ﬁw > 0 para un |4x]| suficientemente
Ax—0

pequefio, Problema 4, Capitulo 3.

Si.dx <O0. f(xg + Ax) — f(x,) <O. y haciendo dx = —h, fix, — ") < f(xg). Si Ax > 0, por giemplo Ax = h,
S(xo T ) > f(xe). Es decir, f(Xo — h) < fxo) < f(xo T h), que es |0 establecido en la definicion.

Ver Problema 33 para una funcién decreciente.
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19.

.

21.

22.

23.
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Demostrar que si y = f(x)admite derivada en el intervalo a < x < b, y f(x) presenta un maximo relativo en el punto
X = x,, Siendo a < x, < b, se verificaf’(x,) = 0.

Como f(x) presenta un méximo relativo en x = x5, para todo Ax, siendo |4x| suficientemente pequefio,

S(xo + 4x) < f(x0) y Slxg + Ax) —f(x) < 0
. flxs + Ax) — f(xp) , . f{xo + dx) —11(x,)
Ahora bien cuando Ax < 6, — 0y s 9 - AET;— 7"7 S o,
y cuando x5 0 LGNS gy piy) i [ F DD/
ax 4220+ Ax

Por tanto, O < f(xe) < O, Yy f'(x,) = 0, como se queria demostrar. Ver Problema 34 para el minimo relativo.

Demostrar el criterio de la segunda derivada para hallar mé&ximos y minimos: Si f(x) y f’(x) admiten derivada en el
intervalo a < x < b, el punto X = x,, siendo a < X, < b, representa un valor critico de f(x),y f"’(xs) > O, lafuncion
f (x)tiene un minimo relativo en X = x,.

Como f'"(x,) > O, f’(x) escrecienteen X = x, y existira un h > O tal, que f'(x, — A) < f' (xo) < f'(xo + ).
Por tanto. para valoresde X inferioresa x,, f'(x) < f'(x,), y para valoresde x superiores a xo, f'(x) = f'(x,). Ahora bien,
como f(xy) =0, f'(X)< O para x < X,,,y f(X)> 0 para X > x,. Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase-
guran laexistenciade un minimo relativo de lafuncién f(x) en el punto X = x,. Se deja parael alumno, la demostracion
del teorema analogo para el maximo relativo.

Considcremos € problema de Situar sobre la hipgrbola 4* — y* = 1 UN punte (X, ¥) cuya distancia a uno dado P(g, 0),
siendo a > 0, sea minima. De la expresion que da la distancia entre do$ putitos, $¢'aeauce D* =(X —ay + r+ y por
pertenecer el punto (X, Y) a la hipérbola, X* = Y2 = ].

Expresando D* en funcién X solamente, resultal

fOX) = (X—a)P +X2—1 = 2X*—2aX + a®— 1

cuyo valor critico de esta funcién es X = ia.

Si tomamos a = 4, no habré ningln punto sobre la hipérbola. porque Y se hace imaginario para el valor critico
X = f. Dibujando la figura correspondiente se veria claramente que el punto de la hipérbola mas préxiro a P}.0)
esel V(1,0. Por tanto, lo que se trata en este caso es hallar el minimo de lafuncién f(X) = (X — 4)* T X?Z— | con
la condicion de que X > 1. (Obsérvese que esta condicién no la lleva implicitamente la funcién f(X). Esta funcion, sin
poner condicion alguna, presenta un minimo relativo en el punto X = £.) En el intervalo X > 1,f(X) tiene un minimo
absoluto en el extremo X = 1, que no es un minimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio del pro-
blema cuando (i) a= /2 y (i) a= 3.

Problemas propuestos
Determinar los intervalos en los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1.
Sol. (a) Crec. x<O; Dec. x>0. (b) Crec. x> 3, Dec. x <3. (c)Crec. —5/2<x<0; Dec. 0 <x < 5/2.
(d) Crec. x> 4.
(a) Demostrar quey = x* + 20x — 6 es una funcion creciente para todos los valores de x.
(6) Demostrar quey = 1 — x* — x? es una funcién decreciente para todos los valores de x.
Hallar los maximos y minimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes
(@ fx)=xt+t2x—3 Sol. x = — 1 minimo relativo = —4
® f(x)=3+2x—x* Sol. x = 1 méaximo relativo = 4
© fx)=x>tT2x*—4x—38 Sol. x = % minimo relativo = —256/27
X = —2 maximo relativo =0
(d) f(x):x°—6x=+9x—8 Sol. x = 1 maximo relativo =4
X = 3 méximo relativo = -8

) f(x)=2—x)? Sol. No tiene ni max. ni min. relativos
N ) =x2—4)? Sol. x = 0 méximo relativo = 16

X = +2minimo relativo = 0
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24,

30.

3L

32

33.

35.

36.

(&) f(x) = (x — 4 (x + 3)® Sol. x = 0 méximo relativo = 6 912
X = 4 minimo relativo = 0
X = —3 ni Maximo ni minimo

h) f(x) =x%+ 48/x Sol. X = -2 méximo relativo = —32
X = 2 minimo relativo = 32

@ f(x) =(x—1DV+ 2 Sol. x = —2 méximo relativo = 0
X = 0 minimo relativo = — ¥4
X = 1 ni maximo ni minimo

Hallar los maximos y minimos de las funciones del Problema 23 (a)-(f) aplicando el criterio de la segunda derivada.
Determinar, asimismo, los puntos de inflexion y los intervalos en los que la curva es céncava o convexa.

Sol. (3) Notiene P.l.; essiempre concava.
() No tiene P.l.; essiempre convexa.
(c) Pl.enx = —2/3; concava para x > —2/3; convexa parax < —2/3.
(d) Pl enx = 2; cdncava parax > 2; convexa parax < 2
(¢) Pl enx = 2; convexa parax > 2; concava parax < 2.
(f) Plenx = +24/3/3; concava parax > 24/ 3/3y x < — 24/ 3/3; convexaen — 24/ 3/3 < x <24/ 3/3.

- oX + b L - .
Demostrar que lafunciéon y = o+ caece de méximos y minimos relativos.

. Hallar los maximos y minimos relativos de la funcién y = x® — 3px + g.

Sol. Min. = q—2p%%, Max. = ¢ + 2p%? s p > O en los demas casos, ni maximo ni minimo.

. Dempstrar quey = (@, —x)* T (@ —x)2 +-.- + (3 —x)?* tiene un minimo relativo cuando x = (a, t a +
ong

a,)n.

Demostrar ques f “/(xs) = 0y f""'(x,) # O hay un punto de inflexién en el punto x = X,.

. Demostrar quesi y = ax® + bx?> + cx * dtiene dos puntoscriticos, en el punto medio del segmento que une los corres-

pondientes valores criticos la funcion presenta un punto de inflexion, y que si solo tiene un punto critico, éste es de
inflexién.

Unafuncion tiene un méaximo (minimo) absoluto en un punto x = X,, cuando f(x,) es mayor (menor) o igua acualquier
otro valor de lafuncién en su dominio de definicién. Comprobar, gréficamente que (@) y = —x? tiene un maximo abso-
Iuto en el puntox = O; (b) y = (x — 3)? tiene un minimo absoluto (= 0) en & punto x = 3; (¢) y = 4/25 — 4x? tiene

un maximo absoluto (= 5) en x =0y un minimo absoluto (= Q enx = 45/2; (d) y = v/ x — 4 tiene un minimo
absoluto (= Qen x = 4.

Hallar los méaximos y minimos de las funciones siguientes en los intervalos dados:

@ y=—xen 2 <x<2 Sol. M&.(=Q en x =0
(b) y=(x—3?en0<x<4 Sol. M&x.(= 9) en x =0
Min. (=0)enx =3
(©) y=Vv25—4xten 2 <x <2 Sol. M&.(=5)en x =0
Min. (=3)en x =+2
d y=4x—4en 41 x7129 Sol. Méx.(=5) en x = 29

Min. (=Q en x =4

~ Nota Estos son los valores maximos y minimos de los que se habla en la Propiedad II, Capitulo 3, de las fun-
ciones continuas.

Demostrar que una funcion f (X) es creciente (decreciente) en un punto X = X,, s €l angulo de inclinacién de la tangente
alacurvay = f(x) en € punto x = x, es agudo (obtuso).

Enunciar y demostrar el teorema andlogo al del Problema 17 para una funcién decreciente.

. Enunciar y demostrar el teorema anadlogo al del Problema 18 para el minimo relativo.

Hallar los maximos y minimos de la funcion 2x* — 4xy 4+ 3y*— 8x + 8y — 1 =0.
Sol. Méx. en (5,3); min en (—1, —3).

La fuerzagercida por el campo magnético creado por la corriente eléctrica que circula por una bobina de radio r sobre

un pequeilo iman situado a unadistancia x del centro de dicha bobina viene dado por £ =
esmaximoen X = §r.

AT Demostrar que F

El trabajo realizado por una pila de fyerza electromotriz constante E y resistencia interna r conectada a una resistencia
decarga R, es proporcional a E*R/(r T R)*. Demostrar que dicho trabajo es maximo paraR =r.



Capitulo9

Problemas de aplicacion de maximos y minimos

PROBLEMAS DE MAXIMOSY MINIMOS. Normamente, en los problemas de aplicacion no sera
necesario demostrar la existencia de un maximo o de un minimo relativo. De un estudio previo

se puede obtener la eleccion adecuada del valor critico.

A veces, un maximo o un minimo relativo de una funcién son un Maximo o un minimo absol utos.
En estos casos estan justificados los términos maximo, mayor que, menor que, etc., que figuran

en los enunciados de ios problemas.

Problemas resudtos

1 Hallar dos nimeroscuyasumasea120 y deformaqueel producto Pde uno deellos por el cuadrado del otro sea méximo.

Sean x y 120 — x dichos nimeros. Por consiguiente, P = (120 — x)x2. dP/dx = 3x(80 — x). Los valores criticos

sonx =0y x = 80.
Prescindiendo de la solucibn trivial x = O, los nimeros pedidosson x = 80 y 120 — x = 40.

2. El4rea de unasuperficierectangular esde 18 m2. Sabiendo queen su interior hay otra deforma que |os margenes superior
einferior son de 3/4 m y que los mérgenes lateralesson de 1/2 m, hallar lasdimensiones de la superficie exterior paraque

€l area comprendida entre los méargenes sea maxima.

Sean x = longitud 18/x = anchura de la superficie, en metros. (Ver figura9-1.)
18 3

El Breaentre margeneses A = (x — 1) P )

A _ 1?8,—% Delaecuacibn idl;i =0, seobtiene e valor critico x = 24/3.

dx  x*
Las dimensiones de la superficieexterior son x == 24/ 3y 18/x = 34/ 3 m.

8/4 Ao B,

< Bo

]
16¢

1/2 18/%

A,

T

Fg 91 Fg 9-2

6b — 10¢ 10¢

3. En uninstante determinado, un barco B se encuentra a 65 millas al este de otro barco A. B barco B empieza a navegar
haciael oestecon una velocidad de 10 millashora, mientrasqueel A |o hace haciael Sur con una velocidad de 15 millas/h.
Sabiendo que |as rutasiniciadas no se nfadifican, calcular el tiempo que transcurrira hasta que la distancia que los separe

sea minimay hallar dicha distancia.

Sean A, y B, las posicionesdelosbarcosA y Ben d instanteinicial, y A, y B, sus respectivas posicionest horas mas

tarde. Ladistanciarecorrida por A en ¢ horases15 ¢ millasy larecorrida por B, 10 ¢ millas.

Ladistancia D entre los barcos viene dada por D? = (151)? + (65 — 1002
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daD 325+ — 650 - . - " : .
= ’T' Delaecuacion dd_lr) = 0O, seobtiene el valor critico + = 2 para el cual la distancia es minima.

Parar = 2, la funcién D2 = (15¢)2 T (65 — 100)2 toma el valor D = 154/13 millas.

Ladistancia minimaentrelosdos barcosesde 154/ 13 millasy se produce 2 horasdespués deiniciarseel movimiento.

4. Se quiere construir un recipiente cilindrico metdlico de base circular y de 64 centimetros cubicos de volumen. Hallar
las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (area total) sea minima, en €l caso en que (a) € recipiente
sea abierto y (4) sea cerrado.

Seanr y hel radio de la base y laaltura en centimetros, A la cantidad de metal y ¥ el volumen del recipiente.
(a) V=nrth=64y A =2zrh t nra,
Para expresar A en _I_unmon de una sola variable se despeja h de la primera relacion y se sustituye en la segunda;
resulta A = 27r(64jnr?) T nrt = 128/r T nrs,
4 128 + 2 _ 2(nr3—64)
dr r? re
Por tanto, h = 64/mr? = 4/ 7, yr = h = 4y 7 cm.
() V=nrth=64,y A = 2arh + 2mr* = 2mr(64/nr®) T 278 = 128/r T 2717
dA 128 sy _ A — - 32)

, ¥ €l valor criticoesr =

4
N

dr r2 re ,Y e valor criticoesr = 2/4/n
Por tanto, h = 64/mr* = 4Y4/n, y h = 2r = 4/4/a cm.

§. El coste total de produccion de x unidades diarias de un producto es de (§x? + 35x + 25) pesetas, y el precio de venta
de una deellas es de (50 — {x) pesetas.

(a) Hallar e ndmero de unidades que se deben vender diariamente para que e beneficio sea méaximo.
(» Demostrar que el coste de produccién de una unidad tiene un minimo relativo.

(a) El beneficio de la venta de x unidadesdiarias es £ = x(50 — $x) — ($x? + 35x + 25).
—gi’— = 15— 35' Resolviendo dP/dx = O obtenemosel valor critico x = 10.
Por tanto, la produccién que proporciona el mayor beneficio esde 10 unidades al dia.

(3x* + 35x + 25) ( X435 4 #) pts.
X 4

(b) El coste de produccién de una unidad es C =

dc 1 15, Resolviendo dC/dx = O resulta x = 10, un minimo.
X

x 4
6. El coste del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la velocidad y vale 1 600 pesetas
por hora cuando la velocidad es de 40 kilémetros por hora. Independientemente de la velocidad, el coste por hora se

Incrementa, por otras causas, en 3 600 pesetas por hora. Calcular la velocidad a laque debe ir la locomotora para que
d coste por kilébmetro sea minimo.

Sea v = velocidad buscaday € = coste total por kilémetro.

Coste de combustible por hora = kv?, siendo & una constante que podemos determinar sabiendo que para
v =40, kvz = ] 600v* = 1600, de donde resultak = 1.

coste (pts/h) v +3600 _ 3 600
Cpts/km) = o o dad (km/my = v vt —
g\,—c = 1— 3 6200 ‘ (V_w):v + 60). Como v > 0, la unica solucion posible para el valor critico es v = €0.
v ¥V
Asi pues, la velocidad mas econdmica es la de 60 kilémetros por hora. P

7. Un hombre, sobre un bote de remos, esta situado en un punto £ a una dis-
tancia de 5 kilébmetros de un punto A de la costa (rectilinea) y desea llegar
a un punto B de la costa a 6 kilémetros de A en el menor tiempo posible. 5 V25 + x?
Determinar el camino que debe seguir sabiendo que puede remar a una velo-
cidad de 2 kilémetros por hora y andar a una velocidad de 4 kilémetros
por hora c B

Sea Cel puntosituado entre A yB al quese dirigeel hombre, y llamemos x
aladistancia AC Fg 9-3
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- q A / 2
B espacio que ha de recorrer en bote esPC = M+ y el tiempo empleado, t; = _veelsgji%:d = 252+ X

El espacio que ha de recorrer andando nor la costa es CB = 6 — x y € tiempo empleado, t. = (6 — x)}}.
El tiempo totalest = t, + ¢, = $V/25 + x* + )6 — x).

% = —2\/—2;f_+—_ﬂ— —llj:—: le;:/z— |5—|+ |x—2— y e valor critico, obtenido de la ecuacion 2x — 4/25 + x* =0,

esx = ¥/ 3 = 2,89. Por tanto, deber4 dirigirse a un punto situado entre A y B, a 2,89 kilémetros de A.

8. Sequiere poner una alambrada para proteger e contorno de un campo rectangular de &rea dada y uno de cuyos bordes
lo congtituye el cauce de un rio. Sabiendo gque en este borde no hay que colocar alambrada, demostrar que la menor
cantidad de alambrada que se necesitaes cuando la longitud del campo esigual a doble de su anchura.

Sea x = longitud e y = anchura del campo. Area = xy. Alambrada necesaria, F = x + 2y.
dFjdx = 1 + 2dy/dx. Para que dFjdx = O deberd ser dy/dx = —}.
dA/dx = 0 =y + xdy/dx. Por tanto,Y — 3x = 0, esto es x = 2y como se queria demostrar.
9. Hallar las dimensiones de cono recto circular de volumen minimo que Se
puede circunscribir a una esfera de 8 cm de didmetro.
Sea x = radio de la base dd cono ey + 8 — altura del cono.

De los tridngulos rectangulos semejantes ABC y AED, deducimos

X __Y*8 Dedondex = HO T _ 6+ 8
8  4y-Tea y:—64 y— 8 '
2 2
Volunien del cono, V = (x)y +8) _ G4ny T 82
3 30—9

v _ Gty + Bl = 24)

dy Wy — 8
Alturadd cono =y + 8 = 32 cm; radio dela base = x = 84/ 2 cm.

. El valor criticoesy = 24.

Fig. 94

10. Hallar lasdimensionesdel rectangulo de &rea maxima quese puedeinscribir en la porcion de pardbola y? = 4px limitada
por larectax = a.

Sea PBB'P' 6l rectdngulo y (x,y) las coordenadas de P. (Ver Fig. 9-5).
Area del rectangulo, A = 2y(a = x) = 2y(a — y*/4p) = 2Zay — y?¥/2p.
dA/dy = 2a — 3y?Zp. Resolviendo dA4/dy = O, el valor critico esy = 1/4ap/3.
Las dimensiones del rectangulo son 2y = %\@E ya—x =a— y}4p = 2a/3.

¥
P B
[}
X a—x x
o v
10
BI
o x 8
Fig. 9-5 Fig. 9-6 Fig.9-7

11. (Hallar la altl)Jra del cilindro circular recto de volumen méximo V que se puede inscribir en una esfera deradio R
Ver Fig. 9-6.

Sear e radio de la base y 2h la atura de cilindro.

V = 2nr2h y r® + h* = R Por tanto, dV/dr = 2n(r® dh/dr + 2rh) y 2r + 24dh Jdr =0.
De la Ultima relacién, dh/dr = —r/h. Por tanto, d¥/dr = 2a(—r3/h + 2rk).

Cuando Ves maximo, d¥/dr = 2a(—r3/h + 2nh) = Oy r?* = 2hs,

Comor? T 2 = R, 2h? + h = RZy h = R/v/ 3. Alturadel cilindro = U = 2R/4/ 3.
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12. Sequiereapuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared paralela, de 10 m de altura,
situada a una distancia de 8 m de la primera. Hallar la longitud L de la viga més corta que se puede emplear al efecto.

Sea x la distancia del pie de la viga a de la pared paralela, ey la distancia metros del suelo al extremo superior.
delaviga (Ver Fig. 9-7)

+
L =4/(x+8 + y2. Delostridngulos semejantes, 1—Y0 = —x;:} e Y= I()Lxxi)
Por tanto L = ]/( + 8)% + 100();+ 8)2 = X 1_ 8 Vx* +100 y
11_4 _ xlee? + 1002 + x(x + 8) (x* + 100)-12] — (x + 8) (x* + 100)42 . x*—800
dx x? ¥ x/x* + 100

El valor critico es x = 24/100. La longitud de la viga més corta es

2V100 +8 lﬁnfloooo +100 = (/100 +4)** m
2foo

Preblemas propuestos

13. Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 20 y (a) su producto sea méximo, (b) lasuma de sus cuadrados sea minima,
(c) & producto del cuadrado de uno deellos por el cubo del otro sea méximo. Sol. (8) 10,10; (b) 10,10; (¢) 8,12.

14. Hallar dos nimeros positivos cuyo producto sea 16 y (a)su sumasea minima. ¢b) lasuma de uno deellos con el cuadrado
del otro sea minima. Sol. (a) 4.4; (b) 82

%5? | Hallar las dimensiones de una caja rectangular abierta de 6 400 centimetros clbicos para que resulte |a mas econémica,
" teniendo en cuenta que el precio de coste de la base es de 75 pesetas y el de las superficies laterales de 25 pesetas por
centimetro cuadrado.
Sol.20 X 22 X 16 cm.

16. Una pared de 3,2 metros de altura esta situada a una distancia de 1,35 metros de una casa. Hallar Ja longitud de la
escaleramas cortade manera que, apoyandoseen el sueloy enla pared, lleguealacimadelacasa Sol. 6,25 metros.

Una entidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesetas por cada mil para operaciones de hasta 50000 pesetas;
para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 0,375 pesetas por cada mil. Hallar |a operacién
Optima de manera que el beneficio del banco sea méximo. Sol. 90000 pesetas.

17

18. Hallar laecuacion dela recta que, pasando p .|[e| punto (3, 4), determinaen el primer cuadrante con losejes coordenados,
un triangulo de &rea minima. 3y—24=0.

19. Hallar un punto de la pardbolay = 4 — x® en &l que |a tangente determine en el primer cuadrante con los €jes coorde-

nados un triangulo de érea minima. Sol. (24/3/3, 8/3).
20. Hallar la minima distancia del punto (4, 2) a la parébola y& = 8x. Sol. 24/°2 unidades.

21. Setrazala tangente en un punto de la elipse x%/25 + y316 = 1 de forma que el segmento de ella interceptado por los
gjes coordenados sea minimo. Demostrar que la longitud de este segmento es de 9 unidades.

22. Seinscribe un rectangulo en la elipse x2/400 + »2/225 = 1 con sus lados paralelos a los gjes. Hallar |as dimensiones de
dichorectangulo paraque(a) el &rea sea méxima, (b) el perimetro sea méximo. Sol. (a) 2002 x 15v/2,(b) 32 x 18.

23. Hallar €l radio R del cono circular recto de volumen maximo que se puede inscribir en una esfera de radior.

Sol. R = %ryv/ 2.

En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar €l radio R del cilindro para que (&) su volumen
seaméximo(b) su &rea lateral sea maxima. Sol. (8) R = %r, (b) R = fr.

¥

&

Demostrar que la menor cantidad de lona empleada en confeccionar una tienda de campaiia cénica de un volumen
determinado ocurre cuando su altura sea dos vecesel radio de la base.

26. Demostrar que todos los triangulos isdsceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el de &rea
minima es el equilétero de lado 3r.

27. Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de area lateral méxima que se puede inscribir en una esfera
de 8 centimetros de radio. Sol. h = 2r = 84/2 centimetros.

28. Estudiar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total maxima en un cono circular recto de radio r
y dtura h. Sol. Si h > 2r, radio del cilindro = $Ar/th — ).



Capitulo 10

Movimientos rectilineo y circular

MOV M ENTO RECTILINEO

B movimiento de una particula P a lo largo de una linea recta queda completamente definido
por laecuacién s =T (t), ley del movimiento,siendot 2 O e tiempoy s ladistanciade Pa un punto
fijo O de la trayectoria.

Lavdocidadde P, en un instante t, es. v= %

S v> QP s mueveen ladireccion creciente de s
S v < O, Pse mueve en la direccion decreciente de s
S v = Q Pesta en reposo en dicho instante.

Laaceeracion de P, en un instantet, es: a = % = %

S a> Qvaumenta; s a<Q v disminuye.

S vy atienen @ mismo signo, la celeridad (médulo de la velocidad) de P aumenta.
S vy atienen signo contrario, la celeridad de P disminuye.

MOV M ENTO O ROULAR

El movimiento de unaparticulaP a lo largo de una circunferencia queda completamentedefinido
por la ecuacion 0 = f(1), ley de movimiento, siendo 0 € angulo en & centro (radianés) barridoen
el tiempo ¢ por la recta que une P con el centro de la circunferencia.

. . d
La velocidaangular de Pen € instantet esw = EB

(Ver Problemas 1-5)

. . d*0
Laacderacidnangular deP, en d instantetesa = o = de

S aes constante para todos los vaores de t, P s2 mueve con una acel eracion angular cons-
tante.
S a= 0 para todos los valores de t, P se mueve con una velocidad angular constante.

(Ve Problema6.)

Problemas r esudltos

En los problemas que siguen sobre el movimiento rectilineo el espacio s se mide en metrosy el tiempo t en segundos.

1. Laley del movimiento rectilineo de un cuerpo viene dada por s = §¢2 — 2¢. Hallar su velocidad y aceleracién al cabo
de 2 segundos.

ds 3 3
= = 2 = = — 22 = N
v - > 1 2 Parat=2 v > 2*—2 =4m/s
a=9i=3, ) Parat =2, a = 3(2) = 6 m/s.

dt
2. El espacio recorrido por un mévil en linearecta viene dado por la ecuacién s = 12 — 6¢% + 9¢ + 4 (ley del movimiento).

(a) Hallar s yacuandov =0. (d) ¢Cuéndo aumentav?
(b) Hallar s y vcuandoa=0. (e) ¢Cuéndo cambiad sentido del movimiento?
(¢) ¢Cuando aumenta s?
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v =ds/dt = 3 — 12t + 9 = 3(t — 1)(r — 3) a=dvldt = 6(t—2)

(a) Parav=0,r=1y3. Parar=1,s=8ya=—6.Parar=3,5s=4ya=6.
() Paraa=Qr=2.Parar=2,5s =6y v= —3.

(c) saumentacuandov > 0, e.d,cuandot < 1yt > 3.

(@) vaumentacuando a > Q e.d., cuando ¢ > 2.

(e) El szlantido dsel movimiento cambia cuando v = O y a # 0. De (a) * deduce que el sentido cambia cuando
t=1yt=23.

3 Laley del movimiento rectilineo de un cuerpo viene dada por s = f{(f) = * — 9¢* + 24t. Determinar cuando aumenta
y disminuye:
(a) El espacios.
(b) Lavelocidad v.
(c) Laceleridad del cuerpo.
(d) Ladistancia total recorridaen los primeros 5 segundos del movimiento.

v=ds/dt =312 — 18t + 24 = 3(t — 2)(t — 4) a = dv/dt = 6(t — 3)

(a) saumentacuando v >0, estoes,cuandor <2yt > 4.
s disminuye cuando v < O, esto es, cuando 2 < ¢ < 4.

() vaumenta cuando a > 0O, estoes, cuando ¢ > 3.
v disminuye cuando a < 0O, esto es, cuando r < 3.

(c) La celeridad aumenta cuando v y a tienen el mismo signo y disminuye cuando’'v y a son de signos contrarios.
Como v cambia designoen¢t =2y f =4y a lo hace en r = 3. hemos de comparar los signos en losintervalos
1<2,2<t<3,3<t<4yr>4.

Enelintervalo t < 2, v> Oya < 0; laceleridad disminuye.
Enel intervalo 2 < ¢t < 3,v<0Oya < Q laceleridad aumenta,
Enel intervalo3 < ¢ < 4,v<O0ya=> 0; laceleridad disminuye.
Enel intervalo t > 4,v > Oy a > 0; laceleridad aumenta.

(d) Parat =0, s =0, y el cuerpo'se encuentra en el origen O. Al principio, el cuerpo se mueve hacia la derecha
(v> 0), durante los dos primeros segundos, alcanzando una distancia del origen O de s = f(2) = 20 metros.

Durante los dos segundos siguientes s mueve hacia la izquierda, y al final de este tiempo. se encuentra en
s = f(4) = 16 metros de O.

A continuacion, & mueve hacia la derecha y, después de transcurridos 5 segundos desde que se inici6 el movi-
miento, s = £(5) = 20 metros de O.

El espacio total recorrido es 20 + 4 + 4 = 28 metros,

0 20
! 4
_______ »

Fg 10-1

4. Una particula se mueve a |o largo de una linea horizontal de acuerdo con laley s = f(f) = ¢* — 6¢° + 120 100+ 3
Determinar :

(@) Cuando aumenta la velocidad y cuéndo disminuye.
(6) En qué instante cambiael sentido del movimiento.
(c) El espacio total recorrido en los 3 primeros segundos del movimiento.
V=ds/dt = 4*— 182 + 24t — 10 =2(+ — 1)* (2t —5) a =dvjdt = 12(¢ — 1)t — 2)

(a) vcambiadesignocuandot =1y ¢ = 2,5; acambiadesignocuandot =1yt =2

Enel intervalot < 1,v<0ya > 0; laceleridad disminuye.
Endintervalol <t <2,v<O0ya <O laceleridad aumenta.
Enelintervalo 2 <t <2,5,v<0ya> 0; laceleridad disminuye.
Enel intervaot > 2,5 v>0ya > 0; laceleridad aumenta.

(b El sentido del movimiento cambiaen el instante ¢t = 2,5en el que v = Q a # 0; pero nokeinvierteen t
gue v no cambia de signo al ir aumentando ¢ al pasar por r = 1. Obsérvese que parar = 1, v=0Yya
tanto, no se posee informacién alguna.

= 1, puesto
=0Yy, por
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(© Parar= Qs =3 y laparticulase encuentra 3 metros a la derecha del origen O.

El movimiento se efectlia hacia la izquierda durante los 2,5 primeros segundos, al find de los cuales |a particula
e encuentra a 27/16 metrosa laizquierdade O.

Parar = 3, s = Q la particula se ha desplazado 27/16 metros hacia la derecha.

El espacio total recorrido es 3 + 27/16 = 51/8 metros.

=93

27/16
Fig.10-2

Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una velocidad inicia de 112 metros por segundo. Sabiendo que la
ley del movimientoess = 112¢ — 16¢%, siendo s ladistanciaal punto de rpartida, calcular (a) lavelocidad y laaceleracidn
en losinstantes I = 3y 't = 4, (b) la maxima altura alcanzada y (¢) el tiempo que tardara en llegar a unaatura de

96 metros.
v=ds/dt =112 — 32 a=dvjdt = 22

(@ Parar=3 v=16ya=—32 Lapiedraestasubiendoa 16 m/seg.
Parat = 4,v=—16 ya =—3 La piedraestabgando a 16 m/seg.
(b) En el punto mésalto, v =0. ]
Resolviendov = 0 = 112 — 32¢, ¢ = 3,5. Paraeste tiempo, s = 196 m.
() 96 =112t — 164, *—Tt + 6 =0, — 1)t —6)=0,r=1,6.

Al cabo de 1 seg deiniciarsed movimiento, la piedraestaa unaaltura de 96 metrosy ademéasesta subiendo, puesto
gque v > O. Al cabo de 6 seg también se encuentra aesaaltura, pero en estecase estd bagjando, yaque v < 0.

Una particula posee un movimiento de rotacion en sentido contrario al de las agujas del reloj, partiendo del reposo,
Unlaley 6 = £3/50 — r, en donde 8 == expresaen radianes y t en segundos. Calcular el desplazamientoangular 9, la
velocidad angular w, y ta aceleracion angular al cabo de 10 segundos.

6 =350 —t =10rad, w = d8/dt = 31*/50 — 1 = Srad/seg, a = dw/dt = 61/50 = 6/5 rad/seg*

Problemas propuestos

Laley del movimiento rectilineo de una particulavienedada por s = > — 6¢* *+ 9¢, en donde |as unidadesson el metro

yd secd;undo. Hallar lasituacion dela particulacon respectoasu posicion inicial(f = Q en O, determinar €l sentido'y la

elocidad del movimiento y averiguar si la velocidad estd aumentando o disminuyendoen los instantes (a) I = 1/2,
G)r=32,0©r=52@@r=4

Sol. () 25/8 metrosala derechade O; 2 mueve haciala derechacon una v = 15/4 metros por segundo; disminuyendo.

(b) 27/ metrosa laderechade O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9/4 metros por segundo; aumentando.

(c) 5/8 metrosaladerechade O; se muevehaciala izquierdacon unav = —94 metros por segundo; disminuyendo.

(d) 4 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9 metros por segundo; aumentando.

El espacio recorrido por una locomotora sobre una via horizontal, con respecto a un Punto fijo, viene dado, en funcion
del tiempo ¢, por s = 34 — 443 4 1444%. Calcular €l intervalo de tiempo en el que la locomotora marcha en sentido
contrario al inicial. Sol. 3<t <8

Estudiar, tal como se hizo en el Problema 2, los movimientos rectilineos siguientes:
ga) S=P—9 24, () s=8—3 4+ 3T 3 (c) s =21° — 12* + 18t — 5, (d) s = 3s% — 28r3 + 90r2 — 108t.
ol. (@ Sedetieneent = 2yen¢ = 4concambio de sentido.
(6) Sedetieneen r = 1y no hay cambio de sentido.
Cc) Sedetieneen =1yent = 3con cambio desentido.
S¢ detieneen ¢ = 1 con cambio de sentido y en I = 3sin cambio de sentido. ,

Laley del movimiento rectilineo ascendente de un cuerpo es s = 64¢ — 162, Demostrar que a los 48 metros de atura,
su velocidad esigual a la mitad de laiinicial.

Desde un tegjado de 112 metrosde altura, selanza verticamente hacia arriba una pelotaque, finamente, regresaal suelo.

Sabiendo que el espacio s metros recorrido desde el tejado en funcion del tiempo t viene dado por s = 961 — 16¢8,

Icialculaalr (a)ella posicién de la pelota, su velocidad y el sentido del movimiento en el instante t = 2 y () su velocidad d
egar a suelo.

Sol. (0) 240 metros desde e suelo. 32 metros por segundo, hacia arriba. (6) = —128 metros por segundo.

Bl angulo 6 (radianes) girado por una rueda en funcidn del tiempo #(seg) viene dado por § = 128t — 122, Calcular la
velocidad angular y la aceleracion al cabo de 3 segundos. Sol. o = 56 radianes por segundo, a = —24 radianes
por segundo a cuadrado.

Demostrar, en los Problemas2 y 9, que cuando & mavil se detiene con cambio de sentido del movimiento, el valor de f
en el que ocurre es el que hace a la funcion s = f(r) maxima o minima, mientras que s la detencion essincambiode
sentido, s verificaen un punto de inflexion.



Capitulo T

Variaciones con respecto al tiempo

VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. S una variable x es funcion dd tiempo t, 1a variacidn
de x en la unidad de tiempo viene dada por dx/d.

Cuando dos 0 mas variables, todasfuncionesde t, estan reacionadas por una ecuacion, se puede
obtener la relacion entre sus variaciones derivando la ecuacion con respecto a t.

Problemas resueltos

1. Ungas de un globo esférico a razén de 2 metros clibicos por minuto. Hallar 1a disminucion de su superficie
en la unidad de tiempo, sabiendo que e radio es de 12 metros.

Sear d radio de laesferaen el instante t. El volumen correspondientees $nr® y la superficie, S = 4nrt.

AV _ pon dr dS _ o dr dSidt 2 ds_g(ﬂ 2 S
Tendremos,_dt_ 4nr dt"E__smI’ avidr —_,dedonde,a ~T\lF) = Ed=—3 m?*/min

2 De un embudo conico sale agua a razén de 1 centimetro cubico por segundo.
Sabiendoqueel radio dela base esde 4 centimetrosy la altura de 8 centimetros,
cdcular e descenso del nivel en la unidad de tiegno en e instante en que la
superficie libre se encuentra a una distancia de £ %ntimetros de la base del

embudo. 2

Sear € radio, h la altura de la superficie del agua en e instante r y Ve
volumen de agua que contiene €l cono.

Delos tridngulos semejantes, r/4 = h/8 6 r = 4h.

V=j}arth=5nhd y dVidi = }nh® dh/dr.

Fig. 11-1

CuandodV/dt = -1 y h= 8 — 2 = 6, tendremos dh/dt = —1/9n cm/seg

3 Seformaun monticulo conico de arena cuya alturaes constantemente, igual a los 4/3 del radio de la base. Hallar:(a) €
incremento del volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo ademds que éste
aumenta a razon de 25 cm cada minuto; (b) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste es de 6 metros
y € volumen aumenta a razén de 24 metros cubicos por minuto.

Sear = radiodelabase y h = alturade conoen el tiempo t.

_4 _ 1 4, dV _ 4 ., dr
Comoh_3r,V—3nrh——§nr,y7——3—nr i

dr 1 dv . dv dr 1
(a) Cuandor =3y F D d 37 m3/min. (b) Cuandor =6y 7 = 2% g5 = 77 m/min,

4. Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B, situado 32 millasa sur de A, o hace
haciad este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar (a) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan o sepa-
ran a cabo de una hora de haberseiniciado el movimiento. (b) Idem, después de 2 horas; ) el momento en que dgan
de aproximarsey comienzan a separarse asi como la distanciaa que se encuentran en dicho instante.



VARIACIONES CON RESPECTO AL TIEMPO (CAP. 11

Sean 4, y B, las posiciones inicialesde los barcos, y A, y 5, las correspondientes 4.
al cabo det horas. Llamemos D a la distancia que los separat horas después de ini-
ciado d movimiento. 3

dD _- 400t — 512

' = (32— 160° + (126 el bt A,

(@ Cuandot=1,D =20y dD/dt =—5,6. Seaproximan arazén de 5,6 min/h. 2 \D
(b)) Cuandot =2 D =24y dbjdt = 12. Se separan arazén de 12 min/h. n
(c) Dejaran de aproximarse cuando dD/dt =0, e.d. cuando ¢ = 512/400 = 1,28 h, ] 18t
en cuyo momento D = 192 millas. . Bo B,
Fig. 11-2

Dos lados paralelos de un rectdngulo se alargan a razén de 2 centimetros cada segundo, mientras que los otros 2,

acortan de manera que la figura resultante, en todo momento. es un rectangulo de &rea constante e iglyual a 50 centi-

metros cuadrados, Calcular |a variacién en la unidad de tiempo del perimetro P cuando la longitud de los lados exten-

gblg_s es de (a) S centimetros (b) 10 centimetros. (¢) Hallar las dimensionesdel rectangulo cuando € perimetro dga
e disminuir.

Sea x = longitud de losladosquesealargan e y = longitud de los otrosladosen € tiempo t.
dP _ _(dx  dy vy dy dx _
(a) Cuandox =5,y =10 y dx/dt =2

Por tanto 53—{ +102)=0 6 % -4, y ;j—ﬂ: =22—4) =4 cm/s(disminuyendo).
(b) Cuandox =10,y =5 y dx/dt = 2.
d
Por tanto 1 —?’—' +s52)=0 6 Tf =—l, v -‘% — 22— 1) = 2cem/s (aumentando).

(¢) B perimetro dejara de disminuir cuando dP/dt = O, e.d., cuando dy/dt = —dx/dt = — 2..

Por tanto x(—2) T »(2) = 0, y el rectédngulo es un cuadrado delado x =y = 54/ 2cm.

Sear el radio de unaesferaen € instantet. Hallar dicho radio cuando su incrementoen la unidad de tiempo esigud,
numéricamente, al de la superficie.

»

Superficie de la esfera, S = 4nr?, s . Snri.
dt dt
ds dr dr ar . 1
CuandoT’—d’,W—&an yelradlo&sr_acm. p
Un peso W esta unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa por R )
una polea P situada a una atura de 20 metros con respecto a suelo. El otro I L2
extremo de la cuerda, se encuentra unido a un' vehiculo en € punto A, |
Situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el
vehiculo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular 1a velocidad w
alaque se éevael cuerpo cuando se halle a una altura de 6 metros. s v A
o8
Sea x el espacio recorrido por €l cuerpo ey ladistancia horizonta hasta i I
€l punto A en d instantet.
dx Fig. 11-3
Tenemosque cacular — cuando— =9y x =6.
dr dt
. dy 30+ x dx
3 — + 92 — 2 = = .
Ahorabien, »*=(30T x)?—(18)* y 7 5 i
30 +
— dy 6 dx dx 9
= = _— =Y. 9= " . _— = — .
Parax = 6,y = 18v/3 y —— =9 Portanto, v dr dedonde =7 vV 3m/s

Un foco de luz estd situado a una atura de H metros sobre la calle. Un objeto de h metros de altura se encuentraen
d punto O justamente debajo del foco y se mueve en linea recta, a partir de esta posicion inicial, alolargo delacdle
a una velocidad de v metros por segundo. Hallar la velocidad V del extremo de la sombra sobre la calle al cabo de
t segundos. (Ver Fig. 114.)
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10.

11

14.

16.

17.

18.

19.

21,

Al cabo de ¢ segundosel objeto ha recorrido una distancia vr. Sea L
y = distanciadel extremo de la sombra a O.
y-vt _h _ _hHwr _dy He 1,

v TE® T wgn Y Vo T E—n - T—WH H

Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor- h
ciona alavelocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende ol vt
delarelacion A/H. Cuando h— 0O, ¥ = v, mientras quesi h— H, V au- T
menta mucho més rapi damente. oy —-I

Problemas propuestos

Lasdimensionesde un depésito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Se llena de
agua a razén de 2 metros clbicos por minuto, hallar la variacion de la atura del nivel, con respectoal tiempo, cuando
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 1/8 m/min,

Un liquido penetra en un tanque cilindrico vertica de 6 metros de radio a razon de 8 metros cibicos por minuto.
Hallar la variacion de la altura del nivel del agua con respecto a tiempo. Sol. 2/97 m/min.

Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metrosde
dtura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del
extremo de la sombra, (b) la variacion de la longitud de la sombraen la unidad de tiempo.

Sol. (a) 1613 m/s. (b) 4/3 m/s.

Un globo se eleva desde un punto A de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su ascenso se observa
desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por A y a una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la
variacion de la distanciadel punto B al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metros/segundo.

Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar (a) la velocidad a la que se mueve e extremo superior
cuando € inferior se aleja del edificio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de él

de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol. (8) 3/2 m/s., (b) 25/72 cada segundo.

De un recipiente conico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razén de 4 metros cuibicos por minuto.
Hallar la variacion, con respecto al tiempo, de la altura de la superficielibre y del radio de ésta cuando la profundidad
dd aguaes de 6 metros. Sol. 100/81zx m/min, 10/277 m/min,

Un barco. cuya cubierta estéa a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia
ége por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. Sabiendo que cuando
d barco = encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximéndose con una velocidad de 3/4 metros por
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Sol. 9/13 m/s.

Un muchacho lanza una cometaa unaaltura de 150 metros. Sabiendo que la cometa se alejadel muchacho a una veo-
cidad de 20 metros por segundo, halar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis-
tancia de 250 metros del muchacho. Sol. 16 my/s.

Un tren que sale a las 11 horas de la mafiana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kilGmetros por hora, mien-
trasque otro, que sale al mediodia desde la misma estacion, se dirige haciael sur a una velocidad de 60 kil émetros por

hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 150v/2/2 kr/h.

Un foco de luz esté situado en la cuspide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del
foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que ésta cae segin la ley s = 16r2, hallar la velocidad
ala que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s.

Un barco A se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto O, y se mueve hacia € oeste a una velocidad
de 20 millas por hora. Otro barco B, a 60 millas de O, se mueve hacia el norte a una velocidad de 15 millas por hora.
Determinar: (a) s 10s barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 horay aqué velocidad, (b) idem al cabo de 3 horas,
(¢) e momento en que estdn mas proximos.

Sol. (8) Aprox., 1154/82 millas/h; (b) Sep. 9 4/10/2 millas/h; (¢) 1 h. 55 min.

Un depbsito conico, de 8 metros de dikmetro y 16 de profundidad, se llena de agua a razdn de 10 metros clbicos por
minuto. Sabiendo que el deposito en cuestion tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el
nivel se eleva a razon de 1/3 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depdsito en |a unidad de

tiempo. Sol. (10 — 37) m*/min.

Unasolucion llega a un depdsito cilindrico de 30 centimetros de didmetro desputs de haber pasado por un filtro cénico
de 60 centimetrosde profundidad y 40 de dikmetro. Hallar la velocidad a la que se €leva la superficie libre de |a solu-
cién en d cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en el filtro es de 30 centimetros, au nivel desciende a razén
de 2,5 centimetros por minuto. Sol. 10/9 cm/min.



Capitulo 12

Derivada de las funciones trigonométricas

MEDIDA EN RADIANES. Sea s la longitud de un arco AB corres-
pondiente al angulo AOB de una circunferenciade radior,y S
el &readd sector AOB. (Si s corresponde a 1/360 de circunferen- B
cia, LAOB=1° 94 s=r, LAOB =1 radian.) Suponiendo
que LAOB es de u grados, tendremos

; - T =T 0

(i) S=T1g0% Y S 360" r A}
Supongamos ahora que / AOB es de 8 radianes; en este caso, Fig.12-1

(i) s=0r y S=136r

Comparando (i) con (ii) se aprecia, claramente, la enorme ventaja que representala medida de un
angulo en radianes.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 8 un nimero real cua-
quiera. Tracemos un angulo cuya medida sea 6 radianes de for-
ma que su Vértice esté situado en el origen de un sistema carte- Plz,v)
siano de coordenadas, siendo €l ge x e origen de angulos. ’
Tomando un punto P (x, y) sobre el otro lado del angulo, a una
unidad de O, se verifica: sen 8 =y y cos 8 = x. El dominio de \'
x

definicion de sen 8 y de cos 8 esd conjunto de los nimerosrea-
les; d campo de variacion de sen 8 es 1 1 y<1 y d de °|
cos 8, —1 < x < 1. De las expresiones

sn 8 __1 Fig. 12-2

se deduce que € campo de variacion de las funciones tag 6 y sec 8 es el conjunto de los nimeros
2n—1 .
5 n,(n=1,2,3,...).Sedeja
como gercicio para € alumno la consideracion, desde este punto de vista, de las funciones cot 8
y csc V.
En € Problema 1 s= demuestra que

reales, mientrasquee dominiodedefinicion(cos 6 = Q es8 %= +

. sen8
llmT: 1
00

(S d angulo == mideen grados, este limite valex/180. Por esta razon se utilizalamedidaen radianes,
en loscéculos)

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una funcion derivable de x; en estas condiciones,

d _ du d _ . du
14. T (senu) = cos u ix 17. o (cotu) = —csctu v
d du d . die
15. &(‘,osu)——senu I 18. E(secu)—secutagua
d du d du
— — 2y — el - _ o
16. ™ (tag u) = sec?u e 19. x (cscu) CcSC U cot u dx

(Ve Problemas 2-23).

60
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Problemas resueltos

1 Demodrarque: lim ené _ L.
o
B
Como ¥R _ N8 -\ deraremos solamente fim -0 D
-—06 6 6504 E
En la Fig. 12-3, sea 8 =/ AOB un 4ngulo en el centro, positivoy pe- ? cl la
quefio, de radio OA = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada O >
desdeBa OA y D lainterseccion de OB con un arco deradio OC, tendremos, OC — cos 6. CB — sen 8
sector COD < ACOB < sector AOB
oon lo que $6cos*8 < tsenBcosf < 36 Fig. 12-3
Dividiendo por 46cos 8> O, tenemos
cOS 0 < 4$1—8. < #
S 8 T cos B

. 1 0 . sen8
4+ H . —
S 0-0*; £tendri cos 86— 1, <8 -1, y1x ol_lg]+ g < 1; dedonde, oLTZT =1,

2 Deivar 4 (sen U) = wsu %, siendo u una funcién derivable de x.

dx
Sea y = senu
tendremos vl Ay moon(y L Au)
Ay = sen (Ut Au) — senu = 2cos (u T $4u) sen §du
dy sen }Au
A_ll = ¢os (u + §4u) *All
. dy + i SEN$Au
du _4152+ A —Ali_rn cos(u T 34u) Jm “Yda = cosu
y derivando la funcién de funcién,
d d / du du
E(senu) = E(senu)-z = cosu
d d d du du - du
&(cosu)— o [sen(3= —u)] = an [sen(3n — U)] - cos(in—u)z = Tsenu ..
du du
d d sen u COS u* Cos az—sen u(—senu dx 1 du du
4 E(tégu)za.(cosu)= cos?u = d = sectu gy

Hdlar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12.
, d d
S5, y =sen 3x 4 cos 2x. y =cos3x—a-(3x)—sen2xz(2x)=3cos3x—25en1x
6 y=tagx’ y' =secix? % (XP) = 2x sec?xa
7 y=tag*x =(tagx)’. vy’ =2tagx(%(atgx)=2tagxsec’x
8. y=cot(l —2x?). y' = —csct (1 —2x?) ;; (1 —2x%) = 4xcsc* (1 — 2x%)

9y =sec® v/x = sec? x2,
¥y’ = 3secx' d (sec x%) = 3 sec? x/% * sec x!/* tag x'/* * a4 %) = - Ve
dx dx 2/% sec® V/x tag V/x

10. ¢ = 4/csc 20 = (csc 20)r2,
o' = ¥(csc 20) ¢ %(csc 20) = —3¥(csc 28)-¥? - ¢sc 28cot 28° 2 = —4/csc 260 * cot 28
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11, f(x) = x*sen x. f(x) =xt ZZT (sen x) + sen x % (x) =x%cosx + 2xsen x

d d
— {co —cosx — (x
X {cos x) . )

Cos X , —x X __cosx
12. f(x) = ~ " f'(x) = s = senx'
Hallar las derivadas indicadas en los Problemas 13-16.
13 y =xsenXx;y"". y' =xcosx + senx
y'" :x(—senx)+cosx+cosx=-—xscnx+2cosx
y'''=—xcosx-—senx—2senx = —XCoOS X —3senx

M4, y=tag*(3x —2); »"".
v =2tag(3x —2)sec*(3x —2)-3 = 6tag(3x — 2) sec*(3x —2)
y'' = 6[tag 3x — 2) - 2sec (3x — 2) * sec (3x — 2) tag (3x — 2) * 3 + sec* (3x — 2) sec* (3x — 2) * 3]
= 36 tag® (3x — 2) sec* (3x — 2) + 18sec*(3x —2)

+
15, y = senGx +y)y. Y =cosG AN A+yey = TN

16. seny + cosx = 1;y"".
cosy:y' —aenx =0 e Y =(senx)/(cosy)

cos ycos x —senx(—seny) 'y’  cosxcosy +senxseny:y’

ye= cos? y cos? y
— cosxcosy F gen x seny (sen x)/(cosy) _ cosxcosty T senixseny
cos®y Cos®y

17. Halar f'(=/3),T *“(=/3),f *'*(z/3), en lafuncianf (X) = sen X cos 3x.
S/(x) = -3 senXxsenix *+ cos 3x cos x
= (cos 3x cos x — sen 3x sen x) — 2 sen x sen 3x
= cos 4x — 2 sen x sen 3x. ['@3) = —% — 2(V/372)(0) = —}
/7"(x) = —4sen4dx —2(3 senx cos 3x T sen 3x cos x)

= —4 sen 4x — 2(sen x cos 3x +scn3xcosx)—4senxcos Ix

= —6 sendx — 41 (x). [@f3) = —6(—V/3]2) — (V32— = 5v/3
S77(x) = —24 cos 4x — 4f'(x). f a3y = 24— — 44— =14
18 Hallar los angulos agudos de interseccion de las curvas v

Dy =senXy(2y =cos2x end intervao0 < x < 2.

(a) De la ecuacién 2 sen?x = cos 2r = 1 — 2senSx, e
obtiene n/6, 5n/6, 7n/6 y 11x/6, que sONn |as abscisas
de los puntos de interseccion pedidos.

(b) y' =4senxcosx en (1), e
y'=-2 senzx en (2.
End puntos/6, m =/ 3 y my = —4/ 3.

3 3-_-4/3:d4 in-
© tagé — \/Ii;/— v/ 3; el dnguloagudo dein

Fig. 124

terseccién es de 60°. En los demés puntos |os dngulos
deinterseccion también son de 60°,
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19, Un terreno rectangular esta limitado por dos caminosM y N, y B
en uno de sus vértices P se encuentra el extremo de un pequeiio
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de
108y 256 metros, respectivamente. hallar la longitud de la trayec-
toria més corta por la que se puedeir de un camino a otro cru-
zando € terreno y pasando por €l extremo del lago.

S¢a s la longitud de la trayectoria buscada y ¢ el angulo que
forma con el camino A1,

Camino N

$s=AP 4+ PB — 108csc 8 + 256 sec 8

ds/dd = —108 csc8 cot 8 T 256 sec 8 tag 8

—108 cos® 0 + 256 sen?® 6
sen? 8 cos?8 Fig. 12-8

Camino M

De —108 cos® 8 T 256 sen? @ = 0, tag?8 = 27/64 y €l vaor criticoes 8 = arc tag 3/4.
Por tanto, s =108 cc® T 256 sec8 — 108(5/3) T 256(5/4) = 500 m.

20. Estudiar la funcién y = f(x) =4senx —3 cos x en el inter-
vdo [0, 2x].

Cuando x =0, y =f(0) = 4(0) —3(1) = —3.

flx) — 4 &n x— 3 ¢0s x. De la etuacidn Jfix) =0 Mhlﬁl

fax 3+ m 34, oon 10 aue loa puntos do toremidn won ol ae x
son x = 0,64 radianes y x =7 + 0,64 = 3,74 radianes.

S =4cosx T 3senx. De |aecuacion f'(x) = O, s&deduce
tag x = —4/3, con lo que los valores criticos son x =& — 0,93
=221y x=2r—093 = 5,35.

f(x) = —4senx + 3 cos x. Delaecuacionf™ (x) =0, se de- Fig. 12-8
duce tag x = 3/4, c$n lo que los valorescriticosson x = n — 0,93 ig.
=221 x=nT 0,64 =378

f'"(x) = —4 cos x — 3 sen x.

(@) Parax = 2,21, sen x = 4/5y cos x = —3/5;f"" (x) <0y, por tanto, en x = 2,21 hay un minimo relativo e igua
as5. Enx = 5,35, s tiene un minimo relativo igual a—5.

® 064+ 0 y f(3,78) # 0. Los puntos de inflexion son (0,64;0) y (3,78; 0).

(¢) Lacurvaesconcavadesde x =0 a x = 0,64; convexa desde x = 0,64 a 3,78, y concava desde x = 3,78 a 2.

2. Cuatro barras de longitudesa. b, ¢, d estan articuladas formando un cuadrilétero.
Demostrar queel drea A es méaximacuando |osangul osopuestosson suplementarios.

Sea8 el angulo formado por las barras de longitudesa y b, ¢ €l angulo opuesto
y h lalongitud de la diagonal opuesta a dicho angulo.

Hemos de calcular el méximo de la funcién.

Fig. 12-7

() A =14absen8 T §ecdsen g con lacondicion
(2) ht=a® + b2 — 2ab cos 6 = ¢* + d2— 2cd cos 4. Derivando con respecto a 8

€ j—;—éabcoso+1}cdcos¢—¢— y (2" abser10=cdsen¢79—

Despejando dé/d6 en (2') y sustituyendo en (1), resulta,

abseng__o 6 sen ¢ cos O +cos psen 0 = sen(d + 6) =0

ab cos 8 + cd cos ¢ dsen &

de donde ¢ + 8 =0 6 x, con lo que queda demostrads-ptescindiendo de |la primera solucién.

~
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2. H 40piloto de un bombardero. que vueaa 2 kilémetros dealturay a una velocidad de 240 km/h
240 kilémetros por hora, observa un blanco terrestre haciael que s dirige. Cacular

la velocidad a la que debe girar € instrumento Optico cuandoe dngulo entre laruta
dd avibny la lineade miraesde 3.

= —240 km/h, 8=130°, y x=2coté.

[CAP. 12

de 4o db 3
_ R _ _ av =
=-2 ¢csc*8 a7 0Sea— 240 = —=2(4) a’ Y o = 0 rad/h = > grados/s,

&8 28

Fig. 12-8

23. Unrayo deluz parte de un punto Py se propaga por €l aire a unavelocidad v,
incidiendo sobre un punto O de una superficie de agua situada a unidadesde
longitud por debajo de P. Sabiendo queen € interior del agua se propaga a
una velocidad v, y que pasa por otro punto Q a una distanciade b unidades
de lasuperficie,demostrar queel paso deluz dePa Q se verificadelamanera a

més rapida cuando sen 6, = %, siendo 6, y 8 los angulosde incidenciay

-—>7T

sen 0,
refraccién con la normal a la superficie.

Seat d tiempoqueemplealaluzen ir dePa Q y c la distancia de A a B;
en estas condiciones.

|
Q

{ =

a sec 0, b sec 4,
—atag T btagé
wo T y c=aagh % Fig. 12-9

Derivando con respecto a 6,,

d

di _ asech, tag b, + btag 0, sec 0, _.de.
a9,

el _ + .
dé, " Vs M, y O=asec*d, T bsect 8

De la Ultima ecuacién, ‘:'—?: == %:::, Para que f sea minimo se precisa que
d’ _ asecoltagol + bmo,taga. _asec’ol) =0
do, o Vl v. b SOC’ 0’ -

de donde se obtiene la relacion pedida

Problemas propuestos

3 J—
= 21im E2E @) lim ¥0%F () lim XUE () ljm 1O
v 2x =0 senbx >0 x sen? 3x —

Sol. (@) 2, () a/b, (c) 8/9, d) O

24, Halar: () lim &
=0

COos ¥

1 o
25. Deducir laférmula 17 de derivacibn utilizando lasrelaciones(a) cot u= —— y(®) cot u = TN Deducir asimis-

senu
mo las férmulas de derivacion 18 y 19.

Hallar |as derivadas dy/dx 0 dp/df en |los Problemas 26-45.

26. y = 3sen 2x Sol. 6cos 2x

27. y =4cos ix Sol. 2 senix

28 y=4iag5x Sol. 20 sec® 5x

XN y=1}cot8x Sol. —2 csct 8x

0. y = 9sec §x Sol. 3sec #x tag §x

3L y = {cscdx Sol. y = —csc 4x cot 4x
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32
3,
A
3.
.
3r.
38,
39,

“O

41.

L2

43.

ES|

51,

y = senX — XCcosX + x* +4x + 3 Sol. xsenx + 2x + 4
e=1%senb Sol. (cos 0)/(21/ sen )
y=N2x Sol. (-2 cos 2/x)/x?
y=cos(l —x% Sol. 2x sen (1 — x%)
y =c¢os (1 — x)? Sol. y = 21 — x) sen (1 — x)?
y=nQlx—2 Sol. 3sen (6x — 4)
y=sf(2x—23) Sol. —% {cos (6x — 9) — cos (2x — 3))
y =4 tag X sen 2x Sol. sen 2x

_ 1 -3 sec28tag 20
8= Gec2b—1n Sol. —ec 26— 1)

_ tag20 sect 20 — A4 csc 40
¢ T—cot20 Sol. 2 (1 — cot 26)*
y:x'senx+2xcosx~2senx Sol. x* cos X
sen y = cos 2x Sol. _2s>e—n2x

cosy
. __ 2sec*2x
cos 3y = tag 2x Sol. Jsen 3y
_ cos y — cos (x + ¥)
xcosy =sen(x +y) Sol. xseny ¥ cosx ¥ )
_ + : $x dVx
. Sx=Asenkt T Bcos k¢, Sendo 4,8,k constantes, demostrar que il —kx y i (—1)"k¥x.

Demostrar: (8 y** +ay = Osiendoy = 3sen(2x + 3.y +y" +y ty=0sendoy =senx + 2cos x.
Edudiar lasfuncionessiguientesen el intervalo O < X < 27r:

@ y=}sen2x (©) y=x—2senx (&) y =4cos*x — 3cos X
() y = cos® x — cos x @y =senx(1 T cosx)

Sol. (8 Max. enx = n/4, 5»/4; min. en X = 3n/4, Tn/4; P.l.en X = 0, n/2, , 3n/2
(b)) Max.enx =0, #; min. en X = a/3, 57/3; P.I. en X = 32°32’, 126°23°, 233°37", 32728
(©0 Max.enx =35=f3; min.enx =a/3; Pl.enx =0 =
(d) Max.enx ==/3; minen x = 5x/3; P.1. en X = 0, =, 104°29°, 255°31’
(& Max.enx =0, 2n/3, 4x/3; min. en X = =3, 7, 57/3; P.l. en X = n/2, 3n/2, n/6, 5n/6, Tn/6, 11/n6

Sabiendo que el 4ngulo de elevacion del sol es de 45° y que va disminuyendoa razon de # radianes por hora. hallar la
velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobrela tierra. Sol. 25m/h

Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye el angulo de inclinacion del hilo con la horizontal cuando la longitud
deéste sea de 240 metros. Sol. 1/48 rad/s.

La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectilinea gira a una velocidad de 4n radianes
por minuto. Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto mas proximo, (b) en
wn punto situado a 4 800 metros del punto més préximo. Sol. () 240%x my/s, (b) 20007/3 m/s.

Las longitudesde dos lados de un triangulo son 15y 20 metros. Hallar (a) la velocidad de variaciondel tercer lado cuando
el dngulo formado por los otros dos es de 60° y aumenta a razén de 2° por segundo (b) la velocidad a la que aumenta

d Brea Sol. (a) /v 39 ms, (b) 2z m¥s.



Capitulo 13

Derivada de las funciones trigonométricas inversas

FUNCIONES TRIGONOMETRICASINVERSAS. La funcién inversade x =seny esy = arc N x
(o bien, sen-x). El dominio de definicion del arc sen x es—+ < x < 1, esdecir, &l campo de va-
riacion dey; el campo de variacion de arc sen x es el conjunto de los nimeros reales, es decir d
dominio de la definicién de sen'y. El dominio de definiciony el campo de variacion de | as restantes
funciones trigonomeétricas inversas se establece de forma anaoga.

Lasfunciones trigonométricasinversas son multiformes. Con objeto de evitar confusionesde re-
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco lla

mado rama principal. En los gréficos que figuran a continuacion la rama principal se representa
COoN un trazo Mas grueso.

v

e

y = arc sen x y = arccosx y == arc tag x
Fig. 13-1
Funcién Rama Principal

y = arc sen X —in sysSin

Yy = arc cos X 0§y§_n

y = arc tag X —In<y<in

y = arc¢ Ccot x O<y<m

y = arc Sec X —mSy<—§n 0sSy<in

y = arc CC X —n<ys—in, O<ysin

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una funcion derivable de x:; entonces

d 1 du d 1 du
2N — (arcsenu) = - 23. — (arccot U) = — ———— —

dx( ) T ol ) 1 + & dx

d 1 du d 1 du
21. Fm (arccosu) = — w:‘?— ax 24, . (arcsecu) = I PP

d 1 du d 1 du
22. I (arctagu) = T ax 25. e (arcccu) = o —1 A&



yl(zysaqx'l']_) = 1+x’—y' COs ¥ Y y = (1+x’)(2y Senx'f'l)
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Problemas resudtos
o d _ 1 du d _ 1 du
1. Deivar: (@ p (arc sen u) —ﬁ P (b) e (arc sec U) = AT dx
(@ Seay = arcsenu, siendo u una funcion derivable de x. Tendremosu = seny y
de d dy dy 5 dy
E—E(seny) (seny) —cosyd =4v1—u Zx
. . . dy 1 di
tomamosel signo positivo porquecosy > Oen el intervalo — $# <y < 4n, Por tanto, e = -\/__l—_-_—_u' 2%
(b) Seay = arc sec u, siendo u una funcion derivablede x. Tendremosu = sec y y
du dy — dy
vy e (secy)——-secytagydx u\/u—la
tomamosel si gno positivo porquetagy = Oen losintervalosO <y < 4z y —n <y < —}=. Por tanto,
g(arcsecu):—l Q_
dx uy/ A1 dx
Hdlar la primera derivada en los problemas 2-9.
1
2. y =arcsen(22—3) d"— d -8 = T—/—/———
\/1—(2:: 3y " 3z —2'—2
- dy _ 1 d ., _ __2
3 y = arccosz' dr = T =& = T
_ dy _ 1 d _ 6
4y = arctag 82 dz = TF @2 dz %) = Thozv
1+2
§. f(x) = are cot I—o
fl@) = — 1+z - 1 A=z =A+a)(-1) _ 1
1+I 142 1 (1 x)‘ 1+x‘
1 +< ) 1 +<1 —
6. f@) = Ve —% T o arcsen%
1 1
Flz) = z+ia—2z%) 1" (—22) + (as_xn)m + = = 2‘/‘1:_,,1
4 V1—(x/a)* @
. v = xarccsc%+ V1-—=2t
v = d 1 + l.i — M-8 (9 — !—_
y xLT/'lL: ()|t el @ g = weay
= _'._1
x x
= 1 b
8. y = b arc tag(a tag a:)
_ 1 1 d /b _ 1 a! b
vV = 3 b "dz(Ztagx>] = G T T bz o
1+ ztag 2>
= sec’z  _ 1
T o'+ b tagix ~  alcostz + b'sen’x
1
9. y'senz + y = arctagzx 2yy’ sen x + ylcosz + y = T+t
1 R (1+ 22y cos x
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10. En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un
objeto parte de B y se mueve hacia el centro O a una velocidad de 10 metros por
undo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando €

objeto se encuentraen e punto medio de BO.

Sea x (metros) la distanciade Pa B en € instante t; [lamandor al radio de
circulo, 9 angulo OLPYy sel arco interceptado por 8, tendremos

S=r(260),y 8 = arc tag OP/LO = arc tag(r — x)/r.

ds d6 1 ‘_1).dx —2 dx
r] dr

V7l SRl e TR v S Y —2x+2* dt

Fig. 18-2

Cuando x = }ry dx/dt = 10, sera ds/dr = —16 m/s.
La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s.

11. La aristainferior de un cartel de 12 metrosdealtura, estasituado a6 metros por encimade losojos
de un observador. Suponiendo que la visién méasfavorablese obtienecuando €l 4ngulo subtendido
por € cartel y los ojos es méximo, calcular la distanciade la pared ala quese debe situar el ob-

servador.
Sea 9 el angulo subtendido y x la distanciaa la pared, DelaFig 13-3, se deduce tag (8 T ¢) 1
= 18/x,tag ¢ = 6/xy

_ _ tag(6+ ¢)—tagyp _  18/x —6/x - 12x ¢
tagf=tag {0+ )~ = Tt Prass - TTATHED — = + 108 s 8
F 4
_ 12x d9  12(—x*T 108) .
x = 64/3 =10,4. El observador se debe situar a unadistanciade 10,4 m dela pared.
Problemas propuestos
12. Deducir las férmulas de derivacién 21, 22, 23 y 25.
Hallar dy/dx en los Problemas 13-20.
13. y = arc sen 3x Sal. 3 17. y = x*arccos2/x Sol. 2x arccos£+—l—)
V1—=9x2 x Vxr—4
14. y = arccos ix Sal. -1 18 yzé-—arcseni Sol _®
Vi—ax Va—x* a (@ — xn
15. y = arc tag 3/x Sol. _x’_i-—Q 19. y =(x —a) V2ax—x* + a’arcscnxg'a Sol. 24/2ax — X2

— _ 1 Vxt—4 + 1 X 8
16. y —al’c%(x l) sol. '—m U). y-——x’— ?arcse,c 2 Sol. 4x’vx=—__4_

En la vertical del centro de un terreno ¢ircular de 30 metros de radio S quiere situar un foco de luz a una aturatd

21.
guela iluminacién en € perimetro sea maxima. Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contorno esdi-
rectamente proporcional al coseno del dngulo de incidencia(dnguto entreel rayo luminoso y la vertical) e inversamente
proporcional a cuadrado de la distanclaat foco. hallar laaltura que debe tener este.
Ind: Sea x la altura, y la distancia del foco a un punto de la circunferenciaexterior y 8 el angulo de incidencia,
., cos€ kx =
Tendremos/ = k = & o Sol. 154/ 2 metros.
22. Dos barcos parten de un mismo punto A, uno se dirige haciael Sr a una velocidad de 15 millas por horay d otro

hacia e Estea una veocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo después hacia el Norte. Hallar la vdoddad
de rotacion de la linea que los une al cabo de 3 horas de iniciado €l movimiento. Sol. 20/193 rad/h.



Capitulo 14

Derivada de las Funciones Exponenciales y Logaritmicas

NUMERO e = lim (1 + %‘,": lima + kyve
k-0

| DY)

1 1 1
= l+1+2_!+_3!_+---+n—!+ o= 2,71828. ..

(Ver Problemal)

NOTACION. Sa>0ya#1 yS a =X, entoncesy = log. X.
y=logex =Inx y = log,, X = log x

El dominio de definicidn es x > O; € intervalo de variacién e€s el conjunto delos nimeros reales.

) v v

e

_/ &
%
[7]
y=ln3 v‘-:‘“ ﬂ=0_"

Fig. 14-1

REQ_AS DE DERIVACION. S ues unafuncién derivablede x,

d 1 du 4 ()= avlng ¥

26. d_x(lo&u)_ y log.edx, @>0a#1l 28, dx(a)—a lnadx, (a= 0
d 1 du d du

21. E(lnu)zaa 29, a(e“)—eua

(Ver Problemas2-17))

DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una funcion denvable, y = f(x), es un producto de factores, €
proceso de derivacion se smplifica tomando previamente logaritmos neperianos, 0 10 que es igual,
aplicando laformula

d d
30. e 0=y s (iny)
(Ver Problemas18-19)
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Problemas resueltos

1, Demostrar que: 2 < lim (l + %)'< 3.

“—> 40

Desarrollando por € binomio de Newton, siendo n un nimero entero positivo,

(1) - it )15 by
.+n(n1—12)n32<) <><> )

- 1+1+<1__> 1-1Y1-2). L

(- (o) 4

[CAP. 14

Evidentemente, paracualquiervaor den # 1. ( —) > 2. También, S en (|)cadad|ferenC|a 1 - —’ (l —3-)

. Sesustituye por un nimero mayor 1, tendremos

< 3 (puestoque
Por tanto, 2< (1 + %r< 3.

S n—+ = tomando valores positivosenteros; tendremos

1 2 1
1-=-1, 1-=>1, .., y <1——>< ——) (1——) 2
1 _

Estoconducea lim (1+4+L) = 1+41+-L+2 4 oo+ 4. 2,71828.
et n 2! ! k'
1 du d 1du
2 Derivar 2U) = = loga - = =&
d (loga V) log € i y dxlnu 5 dz
Sea y = log, u, suendo u unafuncién derivablede x. Tendremos
Y + Ay = loga(u+ Au)
Ay = loga(u+A4au) — logsu = 1ogﬂu’téu = 10g-,<1+Au—“
Ay _ 1 Ay 1, u Au) _ 1 an\V4"
Au Au10g°<1+7 % ulog..(l +—— = ;log..<1+—
y
dy _ 1 .. A | wan
= dhmen(145)7 = s, ':5".., 1+“) e
As{ pues, derivando como funcibn de funubn — (log. u) = — (lo u) - = —1 g.e&.
1 du
Cuandoa =e¢, log,e = log,e =1 vy x(lnu) =0
= - Eii - ; . d 2 =
3y = log.(3x*—5) T = 3= log. e o (32* - 5) a,si—slogae
dy 1 d 2
— 2 — =¥ _ . «— - =
4. y = In(z+38?* = 2In(z+3) dx 2:':+3 dx(:c+3) 13
5. ¥ = In'(z+3)
- : - 1 .4 2In(z+3)
¥ = 2In(x+3) = 2In(x+3) 213 dzx P
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6. ¥ = In(2*+2)(x*+38) = ln(z’+2)+ln(z’+3)

;o 1 s 1 _ 3 2x
vV = Fxe _( MR R dx +8) = 1zt Z+3
4
. f@ = Ing——s = Inz' — In(Bz—4) = 41” — 21n(3z—4)
Bz = 4) 1d 1 4 6
o) = 4y @ - gy G = Loty
_ _ 1 cos3x
8. Y = Insen3x y = ~nir dx(sen:!x) = 3 = 300t 3x
9. y=Inxz+V1+z)
y = LHEA+2)@) 144 ) 1
s+ A+ T Tz A+ A+ T g
. d du d du
10. Dedudr E(a“)z allna—_- y (e = e .
Say = a%, dendou una funcién derivable de x. TendremosIny =u Ina,
d _ldy _ padn dy _ du I
dr ny) = y dz %3zt 4 — vlnag o g (@)= e Inaz
Cuando a = e, Ina_lne— 1. conlocua —(eY) eu ‘z
Ly=ek v s WG - jew
12, y = & v = e”'i(x’) = 2ze*
’ dx
13. y = a** v = o ]na-‘;i(&t’) = 6za*'lna
W y = '3 y = z‘-—i(3=) + 3’-i(x’) = z3°In3 + 322z = z3*(xIn3 + 2)
dz dx =z n
d d
15 _ e¥—¢e "~ (Gu+e-“)§(eu_e_") T (e T e g (et gm ey
VT g )= @ Fe =y
(e +e")[ale™ + e=4)] = (e - e=*7)[a(e™ — ¢™*)]
- (e~ + e =y
- glen +2+ et = (¢dr—24 ) 4o
(e—+ e~ (e*r + e7o)?

16. Hdlar y", enlafuncién y =& Inx.

y' = e“’g—x(lnx)+|nzdiz(e") = %_ e*lnz = %‘y
d -y — L-=x_—
y" xaz(e ) € a;(x) ., _ —ge T—g"* _ é_. + e~ " ln:t = _e-z<£+_l__
- z* v = z? x z Jf

17. Halar y*’, en la funcién y = e~**sen 3x.

y = e-¥® % (sen 3x) + eni3x % (e=%) = 3e-%*cos 3x — 2e~¥sen3x = 3e~*cos3x — 2y

y' = 3e-is :jd; (cos 3x) T 3cos 3x i (™) — 2y’

= —9e-* sen 3x — 62-2% cos 3x — 2(3e-** cos 3x — 2¢-%* sen 3x)

= —e-=(12cos 3x T 5sen Ix)
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Hallar la primera derivada aplicando la derivacion logaritmica.

18. ¥y = (X*+2)°(1— 2% Iny = In(x*+2P(1—-x% = 3In(x*+2) + 4In{1 —2?

- _‘_i_ 2 — a3 _ 2 301 — B4 6x _ 12z
y = ydI[3ln(:+2)+4ln(1 )] = (+2Q -2 e Bl e
= 6x(x*+2)'(1 — 2% (1 — 4x — 32%)
— )2
19. y = :1(1_*—1‘:')])“ Iny = lnz+2dn(1—2)—3In(1+z)
, (=2 |1 4 = _ (-2  42'(1-2)  2'(1-—2")
(1 + xi)l/i z 1 —_— x: 1+ 12 - (1 _+_ zi)lll (1 + z!)l/l (1 + xl)lll
_ (1—b5x*—421—-2Y
- (1+ a%)*?
20. Hallar (a) los maximos y minimos relativos y (b) los puntos de inflexién
de la curva y = f(x) = x%e*. v
fl(x) = 2xe* + x*¢"™ = ze'(2+2x)
f'(x) = 2¢"+ 4ze* + z%e¢* = & (2+ dx + xY) ' ‘ z
f'"(x) = 6e* + 6xe* + xte* = €(6+ 6x+ ) -2-V2 -2 -2+V2
(@) Resolviendo f’(x) = 0 obtenemos los valores criticos x = 0y x = —2. i
Fig. 14-2

S ’(0) > 0y (0, 0) es un minimo relativo.
S (—2) < 0 y(—2, 4/e?) es un maximo relativo.

() Resolviendo f'(x) = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexién en x = —2 + / 2.
S (=2—V2#0yf"(—2 + 1/ 2) # 0; los puntos x = —2 + 4/ 2 son puntos de inflexién.

21, Estudiar la curva de probabilidades y = ae—***, a > 0.
¥

(@) La curva esta situada por encima del eje x, puesto que e—**** > 0 para
todos los valores de x. Cuando x - + o9, y — 0, con lo que el eje x

es$ una asintota horizontal. /\
a

(0) y' = —2ab'xe~¥=* ¢ ' = 2ab*(2b*x? — 1)e~¥'", } }
-vZ/2b O| vy %

Cuandoy’ = 0, x = 0; y cuando x = 0, y** < 0. El punto (0, a)
es un maximo de la curva, "
Fig. 14-3

() Cuandoy’ =0, 2°x*—1=0, y x = +4+/ 2/2b son posibles puntos de inflexién.

_Vvz Ve

2|b 0 2‘b
yv' >0 ’ ' <0 y'>0
concava convexa concava

Los puntos (= V/2/2b, ae~") son puntos de inflexi6n.
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22. La constante de equilibrio K de una reaccion quimica, varia con la temperatura absoluta T segun la ley
K= K, e-V#T-To1roT siendo K,, q y T, constantes. Hallar la variacion de X por grado de variacion de T expresando
d resultado en tantos por ciento.

El tanto por ciento de la variacion de X por grado de variacion de T viene dado por % —%_— = 1(17"7_@
_ T—T, , dinK) __ 9 __ 50q,
Por tantoin K = In K, — {4 T y a7 o7 T2 7o
23, Estudiar lafuncidon delasvibracionesforzadasy = f(r) = e~Vs* sen 2. y
(@ Cuandotr=Qy =0 Laintersecciéncon €l giey esO. ot
Cuandoy =0, sen 21t =0y ¢ —L —, 04, 1,4, ... N 1
Estosson Ios puntos de mtersecmon con el of  \i i~ ¢
} i/ Y o
(b) Cuandot =...,—}, — f4, %, ..,5en 27t =1yy = e~ ,i%‘ 1}
Cuandot = ..., —4, —hL } §i ., en27t =3 yy = —el, I
Lafuncion dadaoscilaentrelasdoscurvasy = e~V ey = —e=¥y, Fig. 14-4
siendo tangente a ellas en los puntos mencionados.
© Y =) =e V¥ (2ncos2nr — } sen 2nr)
y" =f(1) = e Vs {(} — 4a%) sen 2at — 27 cos 2nt}
Cuandoy' =0, 2 cos 2nr — § sen 2nr = 0, esto es. tag 2nt = 4a.
Str=§= 37 es eiangulo positivo mas pequeno que satisface esta relacion, tendremos quets = ..., § — %
E—1 &— =} 5 E son los valores criticos.

tienen

el mismo_signo; por tanto, los valores criticos dan lugar. aternativamente. a mdximos y minimos de la
funcién. Estos puntos estdn situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas

Y = e Wy ey = _e—lltl.

Paran =0,1,2,..., f/'(§ + fn) yf“($ + "-: )tienen signo contrarioy f*'¢¢ + fn) yf"(f + —"—'fi

8n
(d) Cuandoy'* =0, tag2nr = A 1 —16nt"
S t=19n=0,475es el menor dngulo positivo que satisface esta relacion, tendremos, t = ..., n—1, n— 4§,
a0 T4, ] + 1, ... son los posibles puntos de inflexién. Estos puntos, situados ligeramente a la |qu|erda de los

puntos de mtersecmon de la curva con €l gje x, son puntos de inflexion.

2. Enlaecuacion s = ce=* sen(kr T 0) del movimiento de vibracién amortiguado y en la que ¢, &, k y 0 son constantes,
demostrar que a = —2v — (kZ + b¥)s.

v =ds/dt = ce=% [—b sen (kr T 0) T k cos (kt T O]

0 = dv/dr = ce=* [(b* — k*) sen (kr T 0) — 2bk cos (kt T 6)]
= ce~¥ [—2b{—b sen (kt T 0) T k cos (kt T Of — (k* T b¥ sen (kt T+ O]
= —2bv — (k» T b¥)s
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Problemas propuestos

Hallar dy/dx en los Problemas 25-35.

25. y=In@x—5  Sol.4/@x—5) 31 y=In(ntagx)  Sol. 2/(sen 2x Intag x)
26, y=InvV3—x* Sol.x/(x*—3) 32. y=(Una¥)/x* Sol.(2— 41nx)/x?
27. y =In3x*  Sol. §/x R y=#xnx—3 Sol.xInx

28. y=In(@x*t x—1) Sol.(6x+3/x*+x—1) A y=x@Eenlhx—cosinx) Sol.2senlnx
20, y=x*Inx—x  Sol.Inx s, =xln(1_+x')+4arctag}x-—-2x

Sol. In(4 T x%
0. y=In@ecx Ttagx) Sol.secx

36 Hallar la ecuacién de la tangente a lacurvay = In X en uno de sus puntos{x,, y,). Deducir un procedimiento para
trazar la tangente a la curva utilizando |a intersecciéon con € gey.

37. Estudiar lafuncibn:y = x*In x. Sol. Min.enx = 1/4/ ¢, Pl. enx = 1/e¥s,

3B Demostrar queel dngulo deinterseccién delascurvasy = In(x —2) ey = x* — 4x + 3end punto(3, 0)es¢ = arc tag 1/3.

Hallar dy/dx en los Problemas 39-46.

30. y=e*™ SOl Se** LB y=ePfcosx SOI.—e“'(cosx"'senx)
40. y=¢€"  Sol.3x%* 44, y=arcsene* Sol.ef v/ 1—e*

41, y =e* 3 SOl 3e*» 2 cos 3x 45 y =tagle®™  SOI. 6e®* tag e®* sect e

42, y=3-*  Sol.—2x+*3-*In3 ¥, y=e" Sol, e+

47. Sy = X8 demodtrar quey'"' = (x* + 6x + G)e*.
48. Sy = e %sen 2x + cos 2x), demostrar quey** +4y Ty =0

49, Estudiar lafuncibn: (@) y = x%-%, (b)y = x%e—=
Sol. (8) Max.enx =2; min.enx =0; PL.enx =2 4+ /2
(b)) Max.enx = Zl;min.enx=0;Pl.enx = £1,51, x = +047.
50, Hdlar d rectangulo de &rea maxima que tiene uno de sus vértices sobre la curvay = e=<* y uno de sus lados sobre
el gex
Ind: A = 2xy = 2xe~#, siendo P(x,y) un vértice dd rectdngulo sobre la curva Sol. A = 4/ 2/e.

51. Demostrar quelascurvasy = eu ey = e ¢o8 ax son tan?ent&sen los puntosx = 2nnfa (r = 1,2,3,...) y quelascurvas
y = e—/at ey = e" ¢os ax son mutuamente perpendicularesen los mismos puntos.

52. Dadalacurvay = xe*=, demostrar (a) queel punto ﬂ%, —1/e) es un nimero relativo, (b) que & punto(-2 —2/e%) ¢s
un punto de inflexibny (¢) quelacurvaesconvexaalaizquierday céncava aladerechadd punto deinflexibn.

Hallar dy/dx en los Problemas 53-56, aplicando |a derivacion logaritmica.
8, y=x So.x(1%tInx) 55 y = xtetcos3x  Sol. xBe™cos 3x {2/x T 2— 3tag 3x}
5 y=xins Sol. 2 xtin -1 |0 5. y=x" Sol. e—** x*-** (1/x — 2x|n x)

57. Demostrar (3) % (xe®) = (x + e, (b) % (=*-1lnX) = ('l-:l)l



Capitulo 15

Derivada de las funciones hiperbdlicas

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que u es un nimero redl,

mientras que no se advierta otra cosa:

ell__ —N
senhu=%—"°

eut+e

cosh u= 5

tagh U — senh u _ e —e™
U= oshu e +e

1 e - eu

coth u = faghu =g W#0)
1 2
hu= =
e coshu e T eg-u
cschu = L = 2 (u #0)

senh u e —e M’

FORMULAS DE DERIVACION. S u es una funcion derivable de x,

d
31 ™ (senhu) = cosh u

d _
32 ix (coshu) = senh u

gl R RIB

d
33 o (tagh u) = sech®*u

d _ o du
3. E(cothu)——tsch ¥

d du
35. e (sechu) = sechutaghua

36. % (csch ) = —cesch ucoth u %;i
Ver Problemas 1-12.

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS,

senh-tu=1In(u +VviF u?), paratodoslos valoresde u coth-* u=#%In 'l%: , @w>1
1 v
cosh-'u=In(u + Vut—1), (uz sech-lu=In —— + ———, O<usl
vl
tagh-'uy = In :+:, W<l csch'lu—ln(u +u) u #0)
(Unicamente figuran los valoresprincipalesde cosh=1x y sech~'x.)
FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una funcion derivable de x,
d - 1 du .
37. ‘%:(Scnh"lir) = \/1%_?32 40. ——(coth ‘u) = 1—w dx’ (w*>1)
d o _ 1 du d cran — -1 du
38. E(COSh u) = -—;._:-l-—d_x’ (u>1) 41. dx (sech™tu) = u_\/l—.:—ujdx’ o0<u<l)
d 1 _ 1 d__u 1 i -1 = __—L__dl LX)
39. —-(tagh™x) = 757, (' < 1) 42. Z-(csch™'u) Vo & (u+0)

Ver Problemas 13-19.
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Problemas resudtos

1. Demostrar: coshtu —senh?u = 1.
("] -u\ 2 ¥ __ o, 2
cosh’u — senh® 4 = (e +ze ) — (e ze > = Ke™+2+e ™) — e —2+e™™) =1
2. Derivar: % (senhu) = coshu :—:, siendo & una funcién derivable de x.
d hui _d ser—e™N e“+e"‘d_u: du
dg (SN dx( 2 > = T2 ar Oy,
dy
Hallar x en los Problemas 3-12.
3. y = senh 3x % = cosh 3x % (3x) = 3cosh 3x
4. y=coshix %:%ﬂh&x-ad;(évx)zisenhix
- + e a _ t n. 9 N 2 2
5. y = tagh (1 T x®) E—sech (l+x)-7;(l+x)~2xsech(l+x)
1 dy L,d (1y_1 .. 1
6. y = COth ? 'J; = — csch?® ‘; Zx— (?) --A P csch "
7. y=xsechx® %zx.i-(sechxzwrsechxa-ad;(x)
= x(— sech xt tagh x%2x + sech x2
= —2x?sech x2 tagh x® + sech x*
8. y=csch*(x*+ 1) % =2 csch(xe T 1)-% lesch (x2 T 1)]
— 2csch(x@ + 1)[—esch (x2 + 1) coth(x2 T 1) * 2x]
= _4xcsch?(xé T 1) coth(x + 1)
0. y = }senh 2x — 3x % = }(cosh 2x)2 — } = ¥(cosh 2x — 1) = senh?x
_ gy _ 1 tay) — 2 _

11.  Hallar lascoordenadas del punto minimo de lacatenariay = acosh ?.

‘ = 1 X1 _ X 7] _i ;x__l_ el -|-'¢'17/'
f(x)—;(asenh;)—senh;, f(x)—acosha_a( T )

2

zja __ e—z]a

Cuandof (x) = d 5

=Qx=0;f"O > 0 E punto(0, a)esel minimo.
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12 Hallar los puntosde infiexién de lasfunciones(a) y = senh x, (b) y = cosh x, () y = tagh x.

@ f'(x) =coshx, f''(x) =senh X, yf’**(x) = cosh x.
f'(x) =senhx =Qcuando x = 0; f*(0) # 0. El punto(© Q es un punto de inflexion.

(b f(x) =senh x,f*"(x) = cosh x # O para todoslos valoresde x. No tiene punto deinflexion.
senh x 4senh®x — 2

cosh® X, Y f'''(x) = cosht x
f"(x) =0cuando x = O, f**(0) # O. El punto (0, Q es un punto de inflexion.

(€) f'(x) =sech®x, f'(x) = 2 sech!X taghx = 2

13 Deducir: (a)senh='x = In(x 4+ 4/x® 4+ 1),

1
-1 -1 b 2
(b) sech—'x = cosh x_ln1+vl_x,0<x<l.

(@ Seasenh-!'x =y; tendremos x = senh y = §(e¥ —e*) osea e —2xe? —1 = 0.

Despejando e?: e¥ = X + v, puestoquee* > Q. Por tanto, y = In (X +VvEFD.

(6) Seasech-! x =y, tendremosx = sechy = coshy = % ,ey = cosh-! (%) =rch-!x.

cosh y’

- 2 -
También. x =$Chy=moe"x—2e'+x =0.

. 14+ v 1—xt

VgV = Y ° 0~ > 0 =In: — 3
Despgjandoev: e - ,cuandoy > O Portanto,y =In1 4 4/1 x,0<xsl.
14. Deducir: d (senh-tu) = L .
dx V14wt dx
Seay = senh-! u. siendo u una funcién derivable de x. Tendremossenhy = u.
dy du dy 1 du 1 du 1 du

coshy e =ax Y dx ~ coshy dx A/ + senh? y & Tt dx

Halar dy/dx en los Problemas 15-19.

15. y =senh!3x =L =

16, y = cosh™!e® _(_i_y_ = 1 . d (e = e
dx ez: 1 d.'c ek_l
_ dy 1 d
17 = h 1 - = _— e — 1
y = 2 tag (tan &x) dr 2 [ tagix  dz (tag 3x)
=2—1?t%g%l—\~sec’§x°-.} =_1£ctaé2_t§.1_=secz
-1
L1 dy 1 d /1 x ~1
- 1= 2 = e | = = =
By = coth™Z dr ~ 1\’ dx(x) 1 z*—1
1 —<— 1- =
x x
19. y = sech™'(cos x) dy _ =1 . 9[ (cosx) = ENX

dr  osz V1—=costz ¥ cosz /1 — cos*z

= secx
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Problemas propuestos

20. (8) Representar lasfuncionesy = e* ey = —e~* y promediar |as orde-
nadas de las dos curvas paratodos |0s valores de x con objeto deob-
tener puntos de la funcién y = senh x. Trazar esta curva v

(b) Representar la funcién y = coshx aplicando (a) a las funciones ‘
y=e*ey=e> T P

21. Dada la hipérbola x° —y° =1, demostrar: (a) que el punto P(cosh u,
senh u) es un punto de la hipérbola, (b) que la tangenteen A corta a la A z
recta OPen el punto Td, tagh u). (Ver Fg. 15-1) [4)

22, Demostrar: (a) senh(x+y)=senhsthy+coshxsenhy
(b) cosh(x Ty) = coshx wshy T senhx senhy
(¢) senh2x = 2senhx coshx

(d) cosh 2x = coshtx + senh® = 2cosh? x — 1 .
— 2senhtx t 1 Fig. 15-1

2tagh x
1 4 taghx

(e) tagh2s =

Hallar dy/dx en los Problemas 23-28.

23. y=senhix Sl. 3 cosh =
24, y =cosh?3x Sol. 3senh 6x
25. y = tagh 2x Sl. 2sech?2x
26. y = Incosh x Sl . tagh x
27. y = arc tagsenh % S, sechx
28, y =Iny/tagh 2x . 2csch 4x

29. Demostrar: (d) Si y = acosh g, severificay™™ = % VI+0o9
() 9y = A cosh bx + Bsenh bx, siendo b,4,B constante, se verificay' = by.
30. Demostrar: (a) cosh~2 u=In(u + Ve —iux1.

® tagh-tu = jin 12

yJut <1,

31l. (8 Representar lacurvay = senh~'x, trazando la simétrica de la funcién y = senhx con respecto a |a bisectriz del
primer cuadrante.

(b)) Representar la rama principa delafuncion y = cosh-'x trazando |a simétrica de |a mitad derecha de la funcion
y cosh X con respectoa la bisectriz del primer cuadrante.

32. Deducir las férmulas de derivacion 32-36 y 38-40,42.

Hallar dy/dx en los Problemas 33-36.

33. y =senh—! §x . 1/ x2 44
34y = cosh-1(1/%) Sol. —1/xA/T—=*
35. y = tagh-!(sen x) Sl. secx

36. x =asech-1(y/a) — va* —y* . —yVaE—p



Capitulo 16

Representacion de curvas en forma paramétrica

ECUACIONES PARAMETRICAS. Las coordenadas (x,y) de un punto P de una curva pueden ser

funciones, x = f(w), y = g(u), de una tercera variable o parametro u; las ecuaciones x = f(u)

y = g(u) reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la curva dada.

Ejemplo:

(@ x=cosé, ‘y 4 sen?8 son,las ecuamon% paramétricas, Siendo el parametro 8 de la pardbola 4x* + y =4,
ya que, 4x ty=4cos?8 t 4sen?8 = 4.

® x=4§,y=4—1resotra representacnén paramétrica de la curva, en la que €l pardmetro est

t=-38

(b)

Fig.16-1

Obsarvese, sin embargo, que e primer sistema de ecuaciones paramétricas Sol0 representa una porcion de la
curva, mientras que el segundo representa la totalidad de ella

LA PRI MERA DERIVADA Z—wenedada por & yldu

dx T dx/du’
d%y ay _ d {dy\  du
LA SEGUNDA DERIVADA E e W(—‘E) I
Problemas resudtos
1 Halar = dy % sendo s =8—sn8 y =1—c¢cos8.
d dy dy _ dyldd _  sne
BTt gewnl Y o T 2ide  T—cos€
dy d sen 0 ,d0 cos8—1 1 1
dx? —W(l-—-—cosﬂ dx (1 —cos 6)?

T—cos6  (1—cos8)
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_ 1 — pf —
Hallar dx yd,, siendo x = efcost, y =€ sent.

+
x _ el(cos t —senr), @ _ e'(sen ¢ + cos 1), dy _ dyldt _ sent T cost

dt dt dx dx/dt cost—sent
d’ _ d {sent+costy d_x _ 2 . 1 _ 2
dxt  dt \cosr—sen t) dt  (cost—senr? e'(cost— sent) el(cost —wni)?

Hallar la ecuacion de la tangente alacurva x = 4/, y =t — 1/4/¢ enel punto parar = 4.

dr 2\/:; @~ 1t 21 Y dx T dxjdt

dx 1 dy_l 1 _d)_/__dy/dt=2\/—’+%

Parat=4: x=2,y=17/2, y m=dy/dx = 17/4.
Laecuacion de la tangente es(y — 7/2) = (17/4)(x — 2) o sea 17x — 4y = 20.

La posicion de una particula que se mueve a lo largo de una curva viene
dada. en funcion del t|empo t, OPor las ecuaciones paramétricas
x=2—3cost,y =3% 2sen, en donde x seexpresaen metrosy r en
segundos. Hallar la variacion en la unidad de tiempo y el cambio de direc-
cion (@) de la abscisa en el instante ¢ = =/3, (b) de la ordenada en el ins-
tante s = 5#/3, (c) del angulo 8 deinclinacion de la tangente en €l instante
t = 2n/3.

dx/dt = 3sen1, dyldt = 2cos t, tag8 = dy/dx = §cotr

(@ Cuando r=mn/3, dx/dt =34/ 3/2. Laabscisa aumentaa razon de 2
34/73/2 m/seg. o)

(b) Cuando ¢ = 5n/3, dy/dt = 2(3) = 1. Laordenada aumentaa razon Fig.16-2
de 1 m/seg.

d —6 csc?r _ —62V/3r _ 24 ; -
() 6 =arctag(fcott), y - = ST dcorr Para t = 2n/3, dt = oF a4V 3y al” El angulo dein

clinacién de la tangente disminuye a razén de 24/31 radianes/segundo.

Problemas propuestos

Hallar dy/dx y d%y/dx? en los Problemas 6-9.

S.
6.

10.

12.

14.

X=2+t,y=1+t°? Sol. dy/dx = 2t, d¥y[dx* = 2

x=t+1t,y=1¢+1 Sol, dyfdx = /(2 — 1), d¥/dx? = —213/(:* — 1)?

x =2sent, ) =cos2t Sol. dy/dx = —2 sent, d¥/dxt = %

x =cos*8, Yy =sen*6 Sol. dy/dx = —tag 8, d*y/dx* = 1/(3 cos* 8 sen 8)

x=alcos § T dsen¢), y = a(sen ¢ — & cos @) Sol. dy/dx = tag ¢, d®y/dx* = 1/(ag COS® ¢)

Hallar la pendiente de la tangente a la curva x = e~*cos 2t, y = e~*sent en el punto ¢+ = 0. Sol. —2

Hallar |as coordenadas cartesianas del punto de mayor ordenada delacurva x = 96¢,y = 96t — 162, Ind: Calcular t
para que y sea méximo. Sol. (288, 144).

Hallar la ecuacion de la tangentey dela normal alacurva (8) x = 3el,y = Se~* enel puntor =0, (b) x = acoes*8
Y =asen®8 en § = §n.
Sal. (a) 5x+3y—30 0, 3x — 5y + 16 =0; (b) 2x + 2y — a=0, x — y=0.

Hallar la ecuacion de la tangente a la curva x = acos®s, y = asen?® r en un punto P(x,y). Demostrar que lalongitud,
del segmentq_ de tangente interceptado por los gjes coordenados es igual a a
Sol. xsent Tycostr = 4asen2s.

Dadalacurvax = 2—1, y = £ —r, determinar los puntos en los cuales la tangente es (a) horizontal y (b) vertical.
Demostrar que en los puntosen que la curva se corta consigo mismo, las dos tangentes son mutuamente perpendiculares.

Sol. (@) t=+v3/3, (b) r=0.



Capitulo 17

Curvatura

DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO. Seay = f(x) una funcion cuya primera derivada es una

funcion continua. Sean A (ver Fig. 17-1) un punto fijo de la Elyrva, s la longitud del arco compren-
dido entre A y otro punto cualquiera de ela P (x,y), @(x T Ax, y T Ay) un punto de la curva
muy proximo al anterior y As la longitud del arco comprendido entre Py Q; la variacion de la
longitud del arco s (= AP) por unidad de variacion de X y dey vienen expresadas, respectiva
mente, por

ds _ .. As dy ﬁ — AS _ dx\

El signo, mas o menosde la primera formula corresponde a los casos en que s aumenta o disminuye
a aumentar x y en la segunda férmula, segin que s aumente o disminuya al aumentar y.

Cuando la funcién se defina por sus ecuaciones paramétricas, x = f(u), Y = g(u), la variacion

. d 2 z . , .
de s con respectoa U viene dada por d_zs; =+ V(‘Z_") + (%}i\) El sgno mas 0 menos atomara
u u

segln que s aumente o disminuya al aumentar u,

Para evitar la repeticion del doble signo supondremos en |o sucesivo que sobre cada arco consi-
derado se ha elegido un sentido tal que la derivada de la longitud de arco sea positiva

(Ver Problemas 1-5.)

Q(xz + Az, y + Ay)

Fig.17-1

CURVATURA. La curvatura K de unacurvay = f(x) en un punto P de ellaesigud a la variacion del

angulo de inclinacion = de la tangente en P por unidad de longitud de arco s Es decir,

a*y _dz
K=% - im2 = da? . K = W

% as—0 AS 2732 °? 27 3/2
* dy dx
@ @)

81
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De la primera de estas formulas se deduce que X es positiva cuando P esta sobre un arco concavo
y negativa cuando pertenezca a un arco convexo.

No es extrafio encontrar en otros textos €l valor de X definido de manera que siempre resulte
positivo, esto es, como el valor absoluto de la férmula anterior. Por esta razon, en las soluciones
de los problemas no tendremos en cuenta el signo de K.

EL RADIO DE CURVATURA R de un punto P de una curva viene dado por R = |1/K| siempre que
K #o.

EL CIRCULO OSCULADOR o de curvatura de una curva en un punto P
esel circulo deradio R situado en la region concavade lacurvay tan-
gentea ellaen P.

Para construir el circulo osculador se procede como sigue: s traza

la normal en el punto P hacia region concava de la curva y, sobre P x
ella, llevaunadistanciaPC = R. El punto Cesel centrodel circulo 0
buscado. Fig.17-3

EL CENTRO DE CURVATURA. Correspondiente a un punto P(x, y) de una curva es el centro C del
circulo osculador en P. Las coordenadas( a, ) del centro de curvatura vienen dadas por

)], ot

— — , = +
? oy S
dz? dx?
dx dz dx
0 bien - x + i +<dy> B = vy — dy[l +<du>}
s dx Y &
day* dy®

LA EVOLUTA de unacurva es e lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma.
(Ver Problemas 6-13)

Problemas resudtos

o (&) <1+ (2

Sea s (ver Fig. 17-1) la longitud de arco de un punto fijo P a otro variable P(x,y) de H_na curvql_y = f(x) cuya
derivada es continua. Sea Asla longitud de arco desde P hasta otro punto muy préximo Q(x T Ax, y T 4y) y PQ'la
longitud de la cuerda que une Py Q.

Tendremos As ﬁQS I;?( , ¥, COMO(PQ)? = (4x)* T (4p)?, resulta
As * (az)t + Ay _ ( >
( 1) = (e (52) = (o) oo = (o) o ()}

As P
Cuando Q £ aproximaa Palolargodelacurva, Ax -~ 0, Ay - 0y Q= cutrrcda%E - |. (Para demostrar esto

ultimo, ver Capitulo 41. Problema 22.) Por tanto,

(#) - () - am{e @} = (W)

ds 1/ D
3 2. _ = - = — 2
2 HaIIar i L enel punto P(x,y) de la pardbolay = 3x o l/l + (dx) V1 + (6x)* = /1 + 36x
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s & ' 24 gyt =
3. Hallar = dy en el punto P(x, y) delaelipse x? T 4y* = 8.
dy _ _z . dy\' _ 2 2*+16yF _ 32 —3a* ds _ . [32—=3z*
(8) gz = —1 1+< ) 1Y% T Tiep T n-de Y @z - NT =4

® 9 = _ 4y - d:c _ g 6 _ #rley | 243y ds _ . [z+3y
dy ; x x? T o2—y y dy ~ 2—y

4. Hallar % en el punto P(0) delacurva X = sec 8, y = tag 6.

ds d d
des = (—x + a%) = Vsec’g tag’ ¢ + sec'd = |seco|Vtag? § + sec’s

de de

5. Las coordenadas (x, y), metros de un mévil P, vienen dadas por x =cost — 1, _
y=2sent T 1, en dondet esel tiempo en segundos Hallar la velocidad de Palo ¢t = §r

largo delacurvaen el instante (a)t = 5/6, (b)t = 57/3 y (c)la velocidad méxima
y minima de P.

ds _ »\/ dz I-l» dy'\’ = Vtag*t + 4 cos’t = 1+ 3 costt -
t dt di t= §=

(a) Parat = 5n/6, ds/dt =/ 1+ 3 = V/ 132 m/s. t=gx
(b) Parar = 5n/3, dsfdt = +/ 1 + 3(1) = 4/ 7/2 m/s.

d das —3 t t
(c) SeaS= C = v/ 1Tt 3costr. Tendremos — = —estent 0
dt di S
Resolviendo dS/dt = O obtenemos los valores criticos t = 0, 7/2, N, 37/2. t=4r
Parat =0 y =, lavelocidad ds/dt = 4/ 1 + 3(1) = 2 m/seg €S mixima.
Fig. 17-4
Para t = xj2 y 3n/2, lavelocidad ds/dt = v/ 1 + 3(0) = 1 m/s.
es minima
6. Hallar lacurvaturadela parébola ¥* = 12x en los puntos (a) (3, 6), (b) (3, —3), (c) (0, 0)
dy _ 8 36 dy _ _6,dy _ 36
dx_ ’ 1+< > 1+ »’ VY dx? Iy de 7
cdy g (Y, Py L _ e V2
2 ’s \/’5‘
g _g). W _ _ ) _g5 dy_4 _ 43 _4vs
(b) En (4, 3) dx 2, 1 + <dx 5: x’ 3 ’ Yy K 53/2 5 .

dy e dx Yy 2 dax 1
(© En(0,0), ax no esté definida. Pero =7 =0,1% (E) =0 g & =5 Y K=—1}.

7. Hallar la curvatura de la cicloide cuyas ecuaciones paramétricas son
X=08—sen8, y=1—cos 8, en € punto de mayor ordenada —mas
dto— de un arco.

Hallemos el punto de mayor ordenadaen €l intervalo O < x < 2=

dy/d6 = sen 8, con lo que € valor critico en dicho intervalo es x = =.
Como d?y/d6* = cos 8 <0 cuando 8 = = es un maximo relativo y, por
tanto, €l m4s alto delacurvaen el intervalo.

Para calcular la curvetura,

dz _ dy _ ., dy_ —sen8 Ay _d/ snl \ do _ -1 _
e — — COse, %_ sen v, dx 1 — tose’ dx? d 1 —cosé dx (1—0059)’

Para @ =N, dy/dx =0, d*/dx* = —1/4, y K = —1/4.
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8. Hallar la curvatura de la cisoide »%(2 — xX) = x® en € punto (1, 1).

. L . . v
Derivando la ecuacion dada, implicitamente, con respecto a x, tendremos
© —»T@—n2y =3 vy A
©® —2y'te—x2y T e— 2209 —2" = 6x T
De(), paax=y=1, %+ +2y'=3 ey =2 o
De), prax=y=1ey =2 —4t2+8—4=6¢ y =3
Por tanto K = 3/(1 + 4)¥* = 34/ 5/25.
9. Hallarel punto de maxima curvatura delacurvay = Inx. Fig.17-6
dy _1ody 1 o
E = x' - P Yy K= (l + xl)ﬂll

_‘ég = (12:—;)1”. yel vaor criticoes x = 1/4/2. El punto pedidoes (1/4/2, —} In 2).

10. Determinar € centro de curvatura C de la curva y = f(x) en uno de sus puntos P(x,y) en €l cual y' # Q.
(Ver Fig. 17-3)
El centro de curvatura C(a, B) esta situado: (7) en la normal en P y (2) a una distancia & de Psobrela region cén-
cava de la curva. En consecuencia,

e @ ) (04— X} 4 (B = Rt = LT OPP
) pg—y= 5 {a—x) y @ @—xyP+B—y2=R o
De (1), u—x = —y(f —Yy); sudtituyendoen (2),
aY 3] + ne
L T S L4
(yl!)’ Y

Para determinar el signo, observemos que cuando la curvaes concava, y** > 0 y, como C debeestar por encima de P,
g — »y > 0. Por tanto, e signo es positivo en este caso. (Se deja para el alumno la demostracién de que el signo es

cuando y** < 0) As{ pues

@=L TN =

2
g = 1+0Y)

y+ =iy de (D), a=x2XULTON]

¥y

11 Hallar la ecuacion del circulo de curvatura de 2xy +xt y =4 enel punto(1, 1).
2y + 2xy’ +1 +y’ =0,enQ,l),y =-—1 Dedondel + @) =2
4yt 2xy’’ + y'" =0; en (L 1), y'" = 4/3.
4/3 3vV2 —12) _ S 2 5

K=——— R=—»—-. =l———————=— - = e
3’ 2 @ a3 3 Peltgg =3

La ecuacién pedidaes (X — a)® + O—BF=R*o(x— 52 + O — 5/ =9)2.

12. Hallar la ecuacién de la evoluta de la parabola y* = 12x.

dy _6 _ V3 dy \' 36 3 &
En P S had - 4 = L = 2 Y
(2, %) iz =y = 1+<da:> 1+y, 1+x, Y g
V3/z (1+ 8/x 2V3(zt3
= x——( ) = z+L = 3x+6
—-\/5/2::"' \/5
— 1t 36/y*  _ _ 4"+ 86 3
B v+ ‘-3W = Yy —- L= - %6
Las ecuacionesa = 3x T 6, B = —y*/36 = pueden considerar como |as ecuacio-
nes paramétricas de la evoluta, estando ligados |os parémetros x ey por medio de la
ecuacion de la pardbola. En este caso, la eliminacién de los pardmetros es sencilla
Deﬁaej ando, x = (a— 6)/3,y = —+/ 368 y sustituyendoen la ecuacibn de la paraibola,
tendremos:

(368)"3 = 4(u—6) & 818 = da—6)?

Fig. 17-7
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13. Hallar la ecuacion de la evoluta de la curva x = cos 8 4+ 8 sen 8,
y =sen8 — 8cos 8.

En P(x, y): % = fcos b, —:% = @ sen 0, % = tag 0,
ﬂ_ sec?f  sec*d
dx®*  f@cos8 6
2
a = —%:x—ﬂsen@:cme
sect 8
ﬂ—y+m=y+0cose=sen0

a=vcos 8, S = sn8 son lasecuaciones paramétricas de la evoluta

Problemas propuestos

Hallar la derivada de la longitud de arco en los Problemas 14-19.

14. x2+ya =125 Sol. ds/dx = 5/v/ 25 — x*, ds/dy = 5/A/ 25 — y*
15, y* =x° Sol. dsjdx = ¥V & + 9x, ds/dy = /4 + 9y 3y
16, x¥? 4 y¥3 = gus Sol. ds/dx = (a/x)/3, ds/dy = (a/y)!/*®

17. 6xy = x* +3 Sol. ds/dx = (x* + 1)/2x?

18. 27ay? = 4(x — a)* Sol. dsjdx = v/ (x T 2a)/3a

19, y — U eosh X/q 3O drdax = cosh x/n

20. Dadalacurva x = f(u), y = g(u), deducir (ds/du)* = (dx/du)* + (dy/du)?.

Hallar ds/dt en los Problemas 21-24.

2l x =, y=r Sol. tv/ 4 + 9r2 23. x =2cost, y =3sen!
22. x =cost,y =sent Sol. 1 24, x =cos*t, y = sen’t
25. Siendo dyldx = tag ¥, demostrar que dx/ds = cos ¥, dy/ds = sent.

, d) dr dr  dx "
26. Siendo T = arc tag (d_.:) demostrar que K = S ax ds \Ey’)z}”"

27. Hallar la curvatura de las curvas dadas en los puntos indicados.

Sol. /4 + 5costt
Sol. 3 sen2:

28.
29.
30.

31

32.

33.

(a) y=x¥3enx=0 x=1,x =—2 Sol. 0, v/ 2/2, —4/17/289

1 V2
(b) x*=4ayen x =0, X = 2a SOI.Z’V
(©) y=senxenx =0, x =4n Sol. 0,4
(d) y=e*en x=0 Sol. —2

Demostrar que (a) la curvatura de una recta es cero y (b) la curvatura de un circulo es el reciproco desu radio.
Hallar los puntos de maxima curvatura de lasfunciones(a)y =e', (b)y = x%3. Sol.(a)x =} In}, () x = 1/¥/5.

En un cierto sistema de coordenadas, un tramo de via férrea consta de una parte sobre el ge x negativo hasta el ori-
gen O, después pasa por el punto A(1, $) a través de la curva de transicion y = }x* y, finalmente, sSiguea lo largo de
un arco del circulo 144x® + 144y? — 96x — 264y + 9 = O. Demostrar que(a) la curva de transicién es tangente al
tramo recto y al circular en los puntos de unién y (b) la curvatura de la curva de transicién esceroen O e igual al reci-
proco del radio del tramo circular en el punto A.

Hallar el radiodecurvaturade(a) x® + xy? — 6y2 = Oen(3, 3),(b) x = a sech~y/a — v/a® — y*en(x,y), (c)x = 2atag§,
y =atag?8, (d) x =acos*8, y = asen'8.
Sol. (2) 5/'5, (b) av/ @ — /Iy, (c) 2a Isec? 8], (d) 2a(sen* 8 T cost §)*/*
Hallar el centro de curvatura(a) en el Problema 31 (a),(b) de lafunciény = sen x en un maximo.
Sol. (a) C(—7, 8), (b) C(F=, O).
Hallar la ecuacién del circulo osculador gl_e la parébola y* = 12x en los puntos (O,0) y (3, 6).
Sol. (x — 6)* + y* = 36,(x — 15)* + (¥ T 6)* = 288
Hallar Igl_ecuacic')n delaevoluta
() bx* T a?y* = a%?, (b) x23 T y13 = @23, (&) x =200st + cos2t,y = 2sent T sen2L
Sol. (a) (aa)® + (8B)> = (@ — 632 (b) (@ T By T (a— ByI® = 2078
(c)a= 4(2¢cost —cos 2t), f = 3(2senr —sen2t)



Capitulo 18

Vectores en el plano

ESCALARES Y VECTORES. Las magnitudes, tales como el tiempo, |a temperatura, etc., que se de-
terminan Unicamente mediante un nimero, reciben el nombre de escalares. En ci?nsecuencia, las
magnitudes escal ares obedecen alasleyesdel algebraordinaria; por giemplo, 5seg. T 3seg. = 8 seg.

Sin embargo, existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleracion, el impetu,
etcétera, que, para su determinacién, exigen e conocimiento de un modulo, una direccion y un
sentido; se denominan magnitudes vectoriales. Cualquier magnitud vectorial es susceptible de re-
presentarse geomeétricamente mediante un vector o segmento dirigido quedando definida su direc-
cion por el angulo que dicho segmento forma con una recta del plano y, dentro de ella, su sentido,
por € lugar que sefidla laflecha, y su médulo por la longitud del segmento respecto de la unidad

de medida elegida. Las magnitudes escalares se representan por letras, a, b, ¢, ..., en forma ordi-
naria, mientras que las vectoriales s indican con letras en negrilla, a, b, c, ..., 0 bien, en laforma
OP [ver Fig. 18-1(a)]. El mddulo de un vector, a 0 OP, se representa por |a| o por |OP|, respecti-
vamente.
P B
B
a/ b —a //( y‘l b
a A
a
P a
P
a=bh
(a) (b) (© (d)
Fig. 18-1

Dos vectores, a y b, son equiyolentes, a = b, cuando tienen e mismo maddulo, direccion y sen-
tido. Dos vectores de igual modulo y direccion, pero de sentido contrario, ay —a, reciben el nombre
de opuestos. Més general, si a es un vector y k un escalar positivo, ka es un vector de igua direc-
cion y sentido que a pero cuyo modulo es k veces el de a; s k es negativo, se trata de un vector
de igua direccion que a, de modulo igua a k veces el de a 'y de sentido opuesto al de a.

Un vector, mientras no se advierta lo contrario, carece de una posicion fijaen € plano, de ma-
nera que se puede trasladar o desplazar paralelamente a si mismo. En particular, s a'y b son dos
vectores [Fig. 18-1(b)], podremos trasladarlos paralelamente a s mismos hasta conseguir que tengan
un mismo punto inicial P u origen comun [ver Fig. 18-1(c}] o bien que & extremo de a coincida
con el origen de b [Fig. 18-1(d)].

SUMA Y DIFERENCIA DE DOS VECTORES. Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(b); su suma
0 resultante, a +- b s halla de una de las maneras siguientes:

(i) Trazando los vectores como s indica en la Fig. 18-1(c) y completando €l paralelogramo
PAQB de la Fig. 18-2(e). El vector suma es PQ.

(i) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-1(d) y completando € triangulo PAB
de la Fig. 18-20. En este caso, € vector suma es PB.
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(9 (k)
Fig. 18-2

S deduce, pues, Fig. 18-2(f), que con la suma de tres vectores s puede formar un triangulo
siempre que uno de ellos seaigua U opuesto a la suma de los otros dos.

Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(b); para hallar su diferencia, s procede de una de las
formas siguientes:

(i) Sumando a minuendo el opuesto al sustraendo: a—b = at (—b), ver Fig. 18-2(g).

(iv) Trazando los vectorescomo en la Fig. 18-1(c) y completando € tridngulo. En la Fig. 18-2(h),
el vector BA=a—Dh.

Sean a, b, c tres vectores y k un escalar; s verifica:

1 a+b=b+a (Propiedad conmutativa)
2 a+(b+c)=@+b)+ec (Propiedad asociativa)
3 k@tp=katkb (Propiedad distributiva)

(Ver Problemas 1-4.)

COMPONENTESDE UN VECTOR. Sea a= PQ, Fig. 18-3(i), un vector y PM y PN dos rectas cuaes-
quiera que pasan por P. Trazando el paralelogramo PAQB, tendremos,

a=PA + PB

De esta manera, el vector a se ha descompuesto seguin las direccionesPM y PN, siendo PA y PB las
componentes de a seglin dichas direcciones PM y PN.

Fig. 18-3

Consideremosahora un vector a en un sistema cartesiano de coordenadas [Fig. 18-3()], siendo
igualesla unidad de medidasobreloseesx ey. Losvectoresi definido por los puntos(0,0) —origen—
y(1, Q -extremo— y j por los puntos (O, O y (G, 1), cuyos sentidos son los positivos de 10s ges,
reciben el nombre de vectores unitarios, del sistema, y sus médulos son la unidad.

Trazando desde el origen Py desde d extremo Q de a las perpendiculares alos ejes x ey y lla-
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PRODUCTO ESCALAR. El producto escalar de dos vectoresay b se de-

PROYECCIONES ESCALAR Y VECTORIAL. En la ecuacian (1), €

VECTORES EN E. PLANO [CAP. 18

mando M, N. Sy T los respectivos puntos de interseccian, tendremos MN = a,i, siendo a, positivo
y ST = a,j, Siendo a, negativo. Asi, pues,
MN = RQ = a,i, ST = PR a,j, y

a = aji + a, 0))
Los vectores a;i y a,j reciben el nombre de componentes vectonales de a en |as direccionesindicadas
y &, y a, € de componentes escalares, cotnponente x y componente y, 0, Simplemente, componentesde a.

S la direccion de a se define por medio del angulo 6, siendo 0 < 8 < 27, medido en €l sentido
contrario a de las agujas del reloj desde € ge x positivo hasta € vector,

a| = da: Ta @)
y

tag0 == ag/al (3)
e cuadrante de 8 viene determinado por

a = (acosb, a, = |ajsenb
S a=ai T a,jy b=Dbj + b,j, tendremos

4 a=Dbsysilosa=>5bya =b, 6. a-+b=(a +bi+(a: + byj
5. ka=kaji T kayj 7. a—b=(a —b)i +(a — byj

(Ver Problema 5.)

fine por
a‘b = la| |b| cos@ C))

siendo 6 ¢! menor de los angulos formado por dichos vectores con el
mismo origen (ver Fig. 18-4).
De (4) se deduce

8 a‘b=>b-a (Propiedad conmutativa)

O a-a= (allaj]=1/a® 0 |aj=+Va-a

10. a‘b=0 g9 (i)a=Q o (ii))b=Q o (iii) aes perpendicular a b
1. ici=j-j=1;i-j=0

2. a b= (ai Tayi) (b T bs) = ap, T agh,
13 a(b+c)=a‘b+a'c (Propiedad distributiva)

14. @Tb)-(c+d=a-c+a-dtb-c+b-d

escalar a, se denominaproyeccion escalar de a sobre un vector dedirec-
cion la del ge x, mientras que a,i es la proyeccion vectorial sobre la
misma direccion.

En el Problema 7 se calcula la proyecciénescalar a~-“t:f y la pro-

yeccion vertical (a- .‘—:I—) |:_l de un vector a sobre otro b. (Obsérvese Fig. 18-5
que si ladireccion de b esladel e x, - = i.)
En estas condiciones, "

15. a* b = producto del modulo de a por la proyeccién escalar de b sobre a
= producto del modulo de b por la proyeccion escalar de a sobre b. (Ver FHg. 18-5.)

(Ver Problemas 8-9.)
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DERIVADA DE UN VECTOR. Sea la cuiva representada
en la Fig. 18-6 dada por sus ecuaciones paramétricas v /

x =f(u)Y = gw)

H vector i
r=xi Ty = iflw) + g wil ~&
que una € origen con e punto P(x,y) de la curva, | B AP %{ ;
u

recibe el nombre de vector de posicién 0 radio vector
de P. En lo sucesivo, los vectores de posicion los re-
presentamos por laletrar, esdecir, a= 3i T 4j, repre- z
senta un vector «libre», mientras que r = 3i +

el vector que une el origen con el punto P(3, 4).

) Fig. 18-6
La derivada de r con respecto a ues

= i (3

Llamando s a la longitud de arco medido desde un punto fijo P, de la curva de mancra que s
aumenta con u y = es € angulo que dr/du forma con €l ge x positivo,

d d ,
tag v = dyldu = d—i = pendientede |a tangente a la curva en P

dx|du
_ [{azY (@Y _ as
- du du) ~ du

y su direccion y sentido, los de la tangente en P. Este vector se suele representar con su origen en
el punto P.

S ahora suponemos que la variable escalar ues la
longitud de arco s (5), tendremos. v

B mdédulo del vector dr/du es

dr
du

i i © .
estando determinada la direccion y el sentido de t =t
por ¥, mientras que su modulo viene dado por
V(dx|ds)® + (dy|ds)? = 1. Es decir, t = drfds es € r

vector tangente unitario a /a curva en P. z

Como t es un vector unitario, t y dt/ds SOn perpen-
diculares (ver Problema 11). Representando por o un
vector unitario aplicado en P, cuya direccion y sentido Fig.18-7
sean las de dt/ds, cuando P se mueve a lo largo de la
curva (Fig. 18-7) el modulo de t permanece constante; por tanto, dt/ds indica la variaciéon de lain-
clinacion de t. Asi, pues, d mddulo de dt/ds en Pesigua al valor numérico de la curvatura en P,
es decir, |dt/ds| = |K|y

dt
ds = |K|n @)

(Ver Problemas 10-13))
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Problemas resudtos

1 Demostrar: a+ b=b+ a
DelaFig. 188, atb=PQ=bta

2. Demostrar: @t b +c=aT®+c
DelaFig. 189, PC =PB+BC=(a+b) T c. También, PC=PA T AC=a+(® +¢)

Fig. 18-8 Fig. 18-9

3. Seana,b. c tres vectorescon su origen en 2P y susextremos, A, B, C, alineados, como indica la Fig. 18-10. S C divide
aBAenlardacionx :y,siendox +y =1,

c=PB +BC =b+x(a—b)=xa+(1—x)b =xa+yb
Por gjemplo, s C esel punto medio deBA, ¢ = 3@ T b) y BC = 4@ —b).

4. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.
Llamando Q al punto de interseccion de las diagonales (Fig. 18-11),

PB=PQ+QB=PQ—BQ O b=x(a+b—ya—b=x—ya+(x-+yb
X+y=1yx—y =0 Dedonde x =y =4y Q esd punto medio de ambas diagonales.

B C

'S

P
Fig. 18-10 Fig. 18-11

5. P)ados los vectoresa=3i + 4] y b =2i—j, determinar €l médulo, direccion y sentido de (o) ay b, (b)a + b,
c) b— a.

(@ Paaa=3i+4i: 1al = Va2 +a2=4/3"+4 =5, tag 8 =ay/a, =4/3, a = lalcosh, y cosf =3/5
Por tanto 8, situado en el primer cuadrante, es $3°8".

Parab =2i—j: |bj=4/4+1=4/5,; tagd = —1/2,cos8 = 2/4/ 5; 8 = 360° — 26°34" = 333°26".
b) a+b=(i+45)+Qi—j) =S+ 3
a4+ bl =15 + 3% = 4/34; tagh = 3/5, cos® = 5/4/34; § = 30°58".

© b— a=@i—j)— @i + 4j) = —i—5j.
lb—a = 4/26; tag0 == 5, cos 8§ = —1/4/26; 8 = 25841',
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6. Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un tridngulo isdsceles es perpendicular a dicha base. (En la
Fig. 18-12, |a] = |b].)

Del Problema 3, como m esel punto medio de la base,
m = $(a +b)
Dedonde m'tb—a)=3@+b)(b—a)
—ja-b—a-atTbb—b-a)=}§b-b—a-a)=0

como queriamos demostrar.

Fig.18-12 Fig.18-13
7. Descomponer un vector a en sus componentesa, y a, paralela y perpendicular, respectivamente, a otro vector b.
EnlaFig. 1813 a=4a —a, a =cb, y a *b =0 Dedonde

2, —a— a,= a—Ch, ag'b=(@—chb)rb=ab—ecb*=0
a

b a'b
yec= BE" Por tanto, a; = |b|’ b y ag=8—cb= a——lill_’ b.
La proyeccidénescaar dea sobre bes igua aa. Igl’ y la proyeccion vectorial de a sobre b%( Ibl) %

8 Descomponer a = 4i + 3j en suscompcaentes g, y as paralelay perpendicular, respectivamente,ab = 3i + i.

a'b _12+3 3 .,

Del Problema7, ¢ = b 10 Portanto 8, = cb = */ji + 3/j vy a8, = a—a, = —}i 4 ?/,i.

9. Cdcular i trabajo realizado al aplicar una fuerza b= 2i + j sobre un objeto que lo desplazasegun la direccion del
vector 3i

Trabajo realizado = (proyeccién escalar de b en la direccion de a) (distancia recorrida)
— (blcos®) la] = b-a = i+ 31 T4) =10

10, S a=ifw Tifiw) y b =igw) T ig,(u), demostrar que d—‘i (a*b) = %a ‘bt+a. %’.

a-b = (i +if) Ga +ig) = fie, + fign:

A
2 @w =i +in+in (=50
= (figr + fi8) + (i + figD)
d . db
= Gf; + D G + 180 + G + 1S Ggl +lg) = o b +ac

11 S a=ifiw T %W es de modulo constante, demostrar gue a y da/du son perpendiculares.

De a*a = constante # 0, obtenemos, Problemal0, — (a a = Sﬁ‘ ata: % = .% =0

Dedonde a* %i =0conlocua ay (% son perpendiculares.

Asi, pues, la tangente a una circunferenciaen uno de sus puntos P es perpendicular a radio correspondientea P.



92 YECTORES EN EL PLANO [CAP. 18

12. Siendor =icos*8 T jsent8, caculart

dr/d0 = —1isen20 + jsen 20
ds dr dr dr —= dr dr do 1 1
E“|E“ r i S Tl A Tiaive Ly

13 Siendo x = acos*8, y =g sen?, cacular t y n para 8 = {#.
r = alcos’0+a]sen’6
dr/dd = —3d cos*8sen 8 T 35 sen?fcos 6
ds/d8 — |dr/d8] = 3asenOcosf

4t do 1 1
d (lsen0+]cos0)z - Z!czcos;ﬂ‘-'-3asen!9l
1 1 adt \/‘ f dt 2 1 dt 1 1
Parao—*u't‘—_T—l ‘\/— d? I+ = lg IKI E E,n—m—lz——_zl'i‘ﬁ

14. Demostrar quee vector a= ai + b) es perpendicular a larecta ax + by +c=

Sean Pi(x1, yy) Y Py(x,, J’a) dos puntos de la recta Tendremos ax, T by, + c=Qax,Th,Tc=Q yres
tando la primeradela segunda,

a(xy—x) + b0y —y) =
Ahora bhien
atey— x) T b0s — y) = @ + b)) * [(x; — x)i + (0 — W]
=a'PP, =0

Por tanto, a es perpendicular (normal) a la recta.

15. Deducir, con ayudadel célculo vectorial ;

(@ laecuaciondela recta que pasa por € punto P,(2, 3) y es perpendicular a la recta x +2y+5=0;
(b) laecuacion de la recta que pasa por los puntos Py(2, 3) y Py(5, —1).
Témese €l punto genérico P(x, y) de la recta pedida.

(a) H vector a =1 T+ 2j, Problema 14, esnormalalarectax+2y+5 Q Por tanto, P, P =(x—2)i+(y—3)j
es paralelo a a, esto es:

x—2i+t(—23j =kit+2) (sendok unescaar variable)

Igualando componentes, tendremos X —2 =Kk, y — 3= 2. Eliminando k, la ecuacion pedida es
y—3=2x—2 6 2x—y—1=0.

() Tendremos P,P=G—2ity—3 y PP =3i—4
Ahora bien a=4i + 3 es perpendicular aP, P, y , por tanto, a P, P. La ecuacién buscada es
a'PP=@+3[x—2)i+(—3j]=0 6 4dx+3y—17=0

16. Deducir cogl_ayuda de célculo vectorial, ladistanciadel punto Py(2, 3) a
la recta 3x

L/
iemos desde un punto de la recta, por gemplo A(4, Q el vector i\
a = 31 T 4 perpendicular ala misma Ladp stancia pedidaes *

d = |AP,|cos @

Como a- AP, = |a| |AP,| cos 6 = |a| d; tendremos 0 A4.0)

d = a‘AP, (@Bit+4)-(22+3) _ —6+12 6

al 5 5 -5

Fig. 18-14
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17.

18.

19,

24,

eB BB

N

B C R B
-}b A -}C
8 P a a
P .

Problemas propuestos

Dados los vectores a, b, ¢ (ver Fig. 18-15), construir / \
(a) 2a d +b
b — @ A s 3

(c) a+2b Flg 18-15

Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paraleloal tercer lado e igual a
su mitad. (Ver Fig. 18-16)

Siendo a. b, ¢, d los lados consecutivos de un cuadrilatero, demostrar que a +btctd=0 (Ver Fig. 18-17)

Ind.: sean Py Q dos vértices opuestos. Expresar PQ siguiendo dos caminos diferentes.
B
‘ b
a®
c -8 P TA

Fig. 18-19

Fig. 18-16 Fig. 18-17 Fig. 18-18

(I?/emclJ:strar ]%l_.le al unir consecutivamente |los puntos medios de |os lados de un cuadrilitero seobtiene un paralelogramo.
er Fig

Siendo |a| = |b] eigual al radio de lacircunferencia de la Fig. 18-19, demostrar que € &ngulo inscrito en una semicir-
cunferencia es recto.

Hallar el médulo y €l dngulo que forman con el e x positivo los vectores siguientes:
@iti®—iti@itvii@i—vii

Sol. (a) v/2; 8=1n, (b) V' 2; 8=13n/4, (C) 2; 8 ==/3(d)2; 8 = 5n/3

Demostrar que s U se obtieneal girar un Angulo 8 el vector unitario i alrededor del origen y en el sentido contrario al
de las agujas del reloj se verifica u=1icos8 + jsen8.

Demostrar, aplicando el teorema del coseno, que a- b = [a] |bl cos 8 = #{ |a|* + [b]* — je[*}.
Expresar en laformad + byj:

(a) €l vector que uneel origen con el punto P(2, —3);

Eb) €l vector que une los puntos Py(2, 3) y Py(4, 2);

c) el vector gue une los puntos Py(4, 2) y Py2, 3,); el vector unitario en la direccién y sentido de 3i + 4f;
(e) €l vector de médulo 6 que forme un 4ngulo de 120" con €l eje X positivo.

Sol. (@ 2—3) ® 22—} -2 Ti @yt (9 a8 T3v3j
Aplicando el célculo vectoria deducir |a formula de |a distanciaentre 10s puntos Py(x,, y,) Y Py(xe, Y.
Tres vértices de un cuadrilatero, OAPB son los puntos 00, O), 4(3, 1) y B(1, 5). Hallar las coordenadas de P.

(@ Halark deformaquea=3—2jyb=1 + Kj sean perpendiculares.
(b) Hallar un vector perpendicularaa = 2i T 5j.

Demostrar las propiedades 8-15 del producto escalar.
Hallar las proyeccionesvectorial y escalar debsobrea, siendo(a) a = i—2j,b=—3 +j;(p)a=2 T 3, b= 101 + 2
Sol. (@) —i 25, —/S5, (b) 4i T 6, 24/ 13-

. Demostrar que por traslacion de tres v gr_?s a, b, c se puede obtener un tridngulo siempre que (&) uno de ellos sea

igual alasumadelosotros dos o (b) a

Demostrar quea=31—6}, b=4 + 2j,c = —1 + 41 son los lados de un tridngulo rectdngulo. Comprobar que el
punto medio de la hipotenusaequidista de |0s vértices.

Hallar el vector tangente unitario t = 4r/ds, siendo:

(@) r =4icosO Tt 4 sen8; (b)r —eel + e-%; ©r =6 T oy,

Sol. (@) —isen 8+ j cos 6, ()~ — % 1~ 20
‘ Ve Ve T
(& Cadcularen lacurvadel Problema 33(a). () Cacularnen lacurvade Problema 33(c).

(c) Calcularty n, siendo x = cos 6 +ﬂseno,y:lsen8—8cos8.

Sol. (a) —icos 8 — Jsen 8,(b) ——F—; —28

e +49" + ————j,()t=icos®Fjsend n=—isend +jcosO

1+46°°



Capitulo 19

Movimiento curvilineo

VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Sea P(x, y) un punto mbvil alo largo delacurva

de ecuacion
x =0,y =g
siendo t el tiempo. Derivando e vector de posicion
r=ix+tijy )]
con respecto a t, obtenemos e vector velocidad
__ar dx

T dt dt

v

vl

Ldy . .
+]7 = 1V, + J¥y 2

siendo v, = dx/dt y v, = dy/d}.

El mbdulo de v viene dado por o i

dt

La direccién de v en P es la tangente a la trayectoria en P, como indica la Fig. 19-1. Llamando r
al angulo que forma la tangente con el ge x positivo, tag * = v,/vx, CON las componentes determi-
nadas por v, = |vj cos 7 y v, = |v| sen t.

ACELERACION EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Derivando (2) con respecto a t obtendremos
el vector aceleracién

v dr _ . d&x 4.4y . .
=@ T de T htae | lae T4 &

sendo a = di*x/dt? y a, = d?y[dt2.
El médulo de a viene dado por

la| = Va.a=Vva?+ a?

La direccibn ¢ de a es tag ¢ = a,/a, estando determi-
nado €l cuadrante por 8 = |a| cos ¢ y a, = |a| sen ¢.
(Ver Fig. 19-2.) a v

En los Problemas 1-3 se estudia el movimiento de %
dos formas distintas. En la primera de ellas se emplea ai P
el concepto de vector de posicion (1), del vector velo-
cidad (2) y del vector aceleracion, para lo cual se pre- r
cisa conocer las ecuaciones paramétricas de la tra-
yectoria. En la segunda, la mas corriente, se utilizan
las componentes x ey de estos vectoresy no s precisa
conocer la ecuacion de la trayectoria en forma para-
métrica. Los dos procedimientos, por supuesto, con-
ducen al mismo resultado pues ambas soluciones son,
en esencia, iguales.

Fig. 19-2

(Ver Problemas 1-3))
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COVPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION. De (6), Capitulo 18,

obtenemos
dr _ drds _ _ ds
@ - dsat - Y@ (4)
de donde
_ dv _ _d dt ds
8= 3 Tt tad (5)

2 2
_ Lds  dtids\ _  d% ds
= ta-t—z + ds(dt) = tzt—z' + IKin (a'z)

par (7), Capitulo 18.

La formula (5) expresa analiticamentela descom-
posicion del vector aceleracion en P segin |a tafigente
y normal en él. Llamando a, y e,, respectivamente,
dichas componentes, sus modulos son

d’s _ @s/dty _
| v lel=TFo=T%

en donde R es el radio de curvatura de la trayectoria
en d punto P. (Ver Fig. 19-3)

Como |a]* =a T a2 = a* + a2, tendremos

lae| =

al= faff —at

que es otraforma de determinar |a.|.
(Ver Problemas4-8)

Fig.19-S

Problemas resudetos

1. Estudiar el movimiento definido por las ecuaciones x = cos 2, y = 3 sen 2xt, Determinar el modulo y direccion de
los vectores velocidad y aceleracion en Jos instantes (a)t = 1/6 y (b)r = 2/3.

~ Latrayectoria del movimiento eslaelipse 9x* +y2 = 9, comenzando, en el instante inicial £ = O,enel punto(1,0),
siendo el sentido decirculacion el contrario al delas agujas del relgj.

Primera solucidn.

ix tiy = icos2ns T 3 sen 2nt

dr/dt = iv, T jv, = —2nisen 2t T 67j cos 2mr
avidt = ia, Tja, = —4n% cos 2nt — 127% sen 2at

-
(1

(a) Para t = 1/6:
v = —V3zi + 82§ a = —27% — 6y3x%

y
V[ = Vvev = \[ (=V3a) + 3 = 2V3r

tag r = v/vs = —V3, cosr = vdJlv| = -1/, y r=120°
lal = Vara = \/ (—2e") + (-6V3 a7 = 4VT 7
B¢ = afa. = 3V3, cosp = afal = —VVT, y o= 259

b) Para ¢t = 2/3: . .
®) By = VBari—8 y  a = 2%+ 6vEa

v| = 2V3r;, tagr = ~V3, cozr = 1/2, y T = 5r/3
la] = 4V7#% tag e = 8V3, cose = 1/27, y ¢ =179
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Segunda solucion:
X = cos2xt, v. = dx/dt = —2rsen2st, a = dz/dt* = —4g'COA2¢
y = 3sen2zt, v, = dyl/dt = 6rcos2st, a = dy/d® = —127*%n2rt

(@ Parar=1/6:

v, = —=V3x, v = 3m, v = Vvi+ i = 2V/3r

gz = v/vs = —V3, cosr = wdlv| = —1/2, y r=120°
a. = =2z, a = —6V3¢, la] = Vat+al = Wi
gy = ay/a. = 3V3, cosy = a./|a| = —1/2V7, y Y = 259°¢’

() Parat = 2/3:
v. = \/-3-11', v, = —3=, Ivl - 2\/51
tagr = —\/§, cosr = 4, Y r=05s/3
a. = 27%, a, = 6V/3x, la] = YNLPL
tagy = 3v3, cosy = 1/2y/7, y y = 719°¢’

Un punto mévil recorre la circunferencia x* + y* = 625 a una velocidad de médulo |v] = 15 en el sentido contrario
al delasagujasdel reloj. Hallar r, [a] y ¢ en €l punto(a) (20, 15) y (5) (5, —10v 6). (Ver Fig. 19-4)

Primera solucién. Tendremos

(i =1} T ¥ =225

y, derivando con respecto a,

(i) v.a, + v, = 0.

Derivando x* + y»* = 625, obtenemos

(i) xv, Ty, =0

Y xa,t vty tvi=0

O

v xa, Tya, =25
Resolviendo (i) y (iii) simult4neamente, resulta

(v) ve = + ey v
Resolviendo i) y (iv) simultineamente, resulta ®.~10V%)

(vi) a, = % Fig. 19-4

(@ Dela F,il% 194, v, < 0 en (20, §5). De (v), v. = —9; de(iii), v, = 12. Por tanto, tag r = —4/3, cos v = —3/5,
T = 126°52. De (vi), a, = —36/5; de (iv), 2, = —27/5; y ial = 9. De donde tag ¢ = 3/4, cos ¢ = —4/5,y
@ = 216°52.

() Delafigura, v. > Oen (5, —104/6). De (V), v. = 6V 6; de(ii), v, = 3 Por tanto, tagr = v/ 6/12, sen r = 1/5,
y T = 11°32'. De (vi), a: =—9/5; de(iv), o = 18V 6/5; y lal = 9. De donde tag ¢ = —24/6, cos 4—-1/5,
y ¢ = 101°32.

Segunda solucién.

De las ecuacionesparamétricas x = 25 cos 8, y = 25 sen 8, obtenemos. en P(x, y),
r = 25icos 0 + 25jsen ¢

V= ﬂ = (—2S5i sen 8 + 25j cos 0) _aP_ = —15isen & + 15jcos 0
dt dr
a= %.[Z = (—15icos 8 — 15jsen 6) dd—? = —9%i¢cos§—9jsen8

como |v} = 15 es equivalentea una veocidad angular constante d9/dr = 3/5.
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(@ Enel punto(20, 15), sen 8 = 3/5 y cos 8 = 4/5.
v=—9%t12);tagr = —4/3,cos r = —3/5, y T = 126° 52
a=-—"i—"%/j; |a]| =9; tag ¢ =?*/,, cos ¢ =—s Yy P = 216° 52.

(b) Enel punto(5,—104/6), sen 8 = —2/,\/ 6 y cos B = 1/5.

v=6V6i T 3j;tagr = V612, cos t =¥/ 6,y r = 11" 32
a=—Yd T 19,y 6); j|a| =9; tagp = —2v 6,c0s 4 = —1/5,y ¢ = 101°32°

3 Una p((alrtic;JIa recorreel arw del primer cuadrante de |a parabola x* = 8y y siendow, = 2 Hallar |v|, 1, |a| y ¢ end
punto (4, 2).

Primera solucién.
Derivando x* = 8y dos veces con respecto a ¢, y teniendoen cuenta que v, = 2, obtenemos

2xv, =8%, =16 0 xv,=8,yxa, ++} =0

En@4,2):v, = 8/x = 2; |v| =24/ 2;tagr =1,cos r =3V 2,y r = }n.
a=—, a=0;a|=1,tagp =0,cos ¢ =—1,y ¢ =m.

Segundasolucion.
Utilizando |as ecuaciones paramétricas x = 44, y = 208, tendremos
r = 4i6 T 2j6°
a9 dé 2 do d9 1 1
v—4l-zr— +4j07’- -3l+2j,comov,—40-2‘— -ZyW = 559 -—?'_l‘

En € punto (4, 2), 8 = 1. De donde
V=2i+2j; lvl=2v2;tagr =1,c08t =}V 2,y r = }n.
a=—1; |a| =1;tag¢=0'cos¢=—l'y¢=n_

4 Hallar el modulo de las componentes tangencial y normal de la aceleracién en €l movimiento x = e‘cos ¢,y = e'sent

en funcién del tiempo't.
r=ix+Jy =ie‘cost+je'sent

v :ie'(cost—sem)+je'(sent+cost)
a=—2e‘'sent T 2je* cos ¢

Dedonde {a| = 2¢*; ds/dt = |v] =/ 2 e'y |a)| = |d*/di?| = +/ 1€, |ay) =V Ta|*—a} =4/ 2¢"

5 Unapartlculase muevedeizquierdaaderechasobrelapardbolay = x* a velocidad constanteigud a 5. Hallar el modulo
de las componentestangencialy normal dela aceleracién en el punto (1, 1).

Como la velocidad es constante, |a| = ld%/d*l =0 En(1,1),y' =2x=2yy"" =2

RTIET 3
El radio de curvaturaen (1, 1) esR = L +I.8,'|)2] - 5\2/5_ y laa| =% =24/5

6 LafuerzacentrifugaFejercida sobre una partlculade peso Wen un punto de su trayectoriavienedada por F= %V [an .

Hallar |a fuerza centrifugaejercida por una particulade 5 kF de pesoen losextremos de losges de |a elipse cuyas ecua-
ciones paramétricas son x = 20cos ¢,y = 15 sen¢, siendo las unidadesde longitud y tiempo el metro y segundo, res-
pectivamente. Témese ¢ = 10 m/s*.
r = 20icost T 15 sen {

V=—sen’ T 15§ cos ¢

a =—20icost~—15jsen¢
dis 175sen tcos ¢

— - == * + ! B
. vl 1/400 sen® ¢ T 225cos* ¢, an 4/400sen* t T 225 cos* ¢
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En losextremosdel e mayor ¢ =00 =n):

lal = 20, la| = |d*s/de*| = O, |a.l = 20, y F= (5/10)(20) = 10 kp

En los extremos del eje menor (¢ = /2 0 ¢ = 3n/2):

jal = 15, lai) = Q la,| = 15, y F=(5/10)(15) == 7J kp

Dadas | as ecuaciones del movimiento de un proyectil x = vof cos y, y = vot Sen'y — $gt*, siendo v, lavelocidad inicial,
y el angulo de proyeccién, g = 10m/s*y en donde x €' y se miden en metros y ¢ en segundos, hallar:

(@) laecuacion del movimiento en coordenadas rectangulares,
(b) el alcance, (¢) el ngulo de proyeccion para el alcance maximo,
(d) lavelocidad e inclinacidn del proyectil al cabo de 5 segundos de vuelo, si v, = 150 metros por segundoy y = 45°,

@

(®)

©

(d)

Vo

Fig. 19-5

Despejando ¢ en la primera ecuacion ¢ = x v y sustituyendo en la segunda:

V¢ COS

= vol—>—)senp—1 —* Vs tapw—_ &8
Y=V Y, cos v¥—z2 vecosy | gy 2vicost y

Cuandoy = vytseny — 3g* =0, ¢t =0y 1 = (2vo Sen )/8.
2vyseny

9
Parat = 2v,,senw)___ vl sen 2y

, el acance = x = v,,c0sy(
4 .4

dx 2v§ cos 2y

Paraguex seamaximo ., = p =0,c082p =Qyy = {=.

Cuando ve = 150y y = 37, x = 754/ 21ey = 75v/ 2 t — 5¢8, Por tanto,
ve=T15vV2yw, =75/ 2— 10
Parar=5: v, = 75¢ 2y w, = 75v/ 2 — 50. Por tanto,
tagt = w/v. = 0,5284,—=27°48' y |v] = /7 T v} = 120 m/ses.

Un punto P se mueve sobre la circunferenciax = r cos 8, y = r sen # a velocidad lineal de médulo constante v. De-
mostrar que, S el radio vector de P se mueve con una velocidad angular O y una aceleracién angular a, (Q) V=rey

®)a=rv o' +ad.

d,
(a) v,=—rsenﬁ-%=—rscnﬂ'coyv,=rcosﬁ-§€—=tcosﬁ-w.
v=4 1+ =4/ (*sen’ B + rcos* fo* = rw
L B enp e _
b a,—T——-rwcosﬂ t rsen fi @ = —rw?* cos f§ — ra sen .
o4 = 4;; =—fwsenﬁ'-‘£+rcosﬂ-—q§f— = —rw®sen f + racos f.

ad=a+a=rw'+aY)ya=ryVo' +ad
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9.

10.

11

12.

13.

14.

15.

Problemas propuestos

Hallar €l médulo y direccién de la velocidad y aceleracién en:
(a) x=¢e,y =e¥—4e*{ 3parat =0
®) xr=2—t,y=28—tpaat=1
(€) x=cos3t y=scent parat = }=»
@) x=¢e'cost,y=e'sent parar=0
Sol.(a) |vi=4"5,1t=296°34" la|=1,¢=0
(b) 1v/=4/26,7=101°19; |a| =12, ¢ = 4=
© IVl=4/3,7=161°34’; |a| =V 4, ¢ = 353" 40’
(d) Ivi=v21=}n;la]=2,¢=ix

Una partkula se muevesobreel primer cuadrante del arw de pardbola y* = 12x wn v, = 15. Halar v, |v|, 7; &, a, |a|,
y ¢ enel punto (3,6).

Sol. v, = 15, |v| = 154/2, * = {a; a4, = 0, &, = —75/2, |a| = 75/2, ¢ = 3m/2.

Una particula se muevea lo largo de la parabola clbica y = x*/3 con una wmponente de velocidad v, = 2 constante.
Hallar el médulo y direccion de la velocidad y de la aceleracién cuando x = 3.

Sol. |v] = 24/82, ¢ = 83°40'; |a| =24, ¢ = ¥

Una partlculase muevea lo largo de una circunferenciade 6 metros de radio w n una velocidad constante de 4 metros
por segundo. Hallar el médulo de su aceleracién en un punto cualquiera. Sol. Ja| =0, lal = las] = 8/3 m/s.

Hallar el médulo y direccién de la velocidad y de |a aceleracién asf wmo los médulos de las componentes tangencia y
normal de la aceleracién del movimientodefinide por

(8 x=3t,y =93¢, parat =2

) x=<coss +sen/ y=snf—sco3f/cuando =1,

Sol.(@) IVl =34/2,7v="1%/4;1a]=6, ¢ =37/2; |a] = la.| = 3V 2
(b) Ivi=1Lt=1la|=v2 ¢=102°18; || = la,| = 1

Una partfcula se muevea lo largo delacurvay = §x* — ¢} In x de tal formaque x = ¥¢, t > 0. Halar v, #, [V}, 7;
a, a, lal, ¢; lal Y lasl cuando f = 1.

Sol. v, =1,v%=0,Ivl=1,7=0,a, =18 =2,18| =45, $ =63' 26", |a] = 1, |aa| = 2.

Una particula se mueve a lo largo de lacurva y = 2x — x® con unacomponentede velocidad v. = 4 constante. Hallar
losmédulos de las componentestangencia y normal de la aceleraciéon en la posicion (a)(1, 1) y (5) (2, 0).

Sol. @) lal =0, las| = 32;(B) lal = 64/VS, |a,) = 32/V/5



Capitulo 20

Coordenadas polares

LA POSICION DE UN PUNTO P en un plano con respecto a un P(p, o)
punto fijo O del mismo, s puede definir por medio de las p
proyecciones del vector OP sobre dos rectas mutuamente
perpendicularesdel plano que pasen por O. Esteesed sistema
cartesiano de coordenadas rectangulares. Otra forma de o z
determinar € punto en cuestion es por medio dela distancia
o= OPy d angulo 0 que OP forma con una semirrecta
fija OX de origen O (polo). Este es d sistema de coordenadas Fig. 20-1
polares.

A cada par de numeros (e, Q le corresponde un Unico punto, pero esta correspondencia no es
biunivocaya que, por gemplo, a punto P de lafigura le corresponden|as coordenadas (e, 8 £+ 2nm)
Yy [—e, 0 &= (2n + D=}, Sendo » un nimero positivo cualquiera, incluido € cero. En particular,
las coordenadas polares del polo son (0, 8), en donde 0 puede ser cualquier 4ngulo.

La curva tuya ecuacién en eoordenadas polares es g = f(8) o F(g, 8) = 0 esta formada pot
todos los puntos de coordenadas (¢, Q que satisfacen la funcion o ecuacion anterior.

EL ANGULOy que€ radio vector OP formacon la tangente PT
alacurvaen un punto P(g, Q de €ella, viene dado por

d . , _ d
tagy:ed—i’= —eer,sendoe = d_i

B vaor de tag y juega el mismo papel en el sstemade
coordenadas polares, que € de la pendiente de |a tangente
en e sstema de coordenadas rectangulares.

(Ver Problemss 1-3,)

Fig. 20-2

EL ANGULO DE INCLINACION de la tangente a la curva en un punto P(g, 8) de ela viene dado por

_ @cosB + o senf
tgr = —oen0 T g cosO

(Ve Problemas 4-10.)
LOS PUNTOS DE INTERSECCION de dos curvas de ecuaciones
e=A0 y e=/0)
s hallan resolviendod sistema
[(0) =1:(0) ()
Ejemplo 1:
Hallar los puntos de interseccién deg = 1 + sen§y o = 5 — 3sené.

Igualando! + sen8 = 5 — 3sen 8, obtenemossen 8 = 1.
Por tanto, 8 = #n y (2, $n) esel Unico punto de interseccion.
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Cuando €l polo es un punto de interseccion puede ocurrir que no aparezca entre las soluciones
de (). El polo es un punto de interseccion sempre que hayavaoresde 8, 6, y 0, paralos cuaes

Si(6y) =0y f3(0:) = 0.
Ejemplo 2:

Hallar los puntos de interseccion de g = sen8y ¢ = cos 8.

De sen O = cos @ )
= obtiene & punto de interseccion (3v/2, $a). Ahora bien, en este caso, las curvas dadas son circunferencias que
pasan por €l poloy, sin embargo, este punto no essolucidn de (1) porque sus coordenadas, en laecuacion g = sen 8,
son (0, 0), mientras que en laecuacion g = cos 8 son (0, §=).

Ejemplo 3:
Hallar los puntos de intersecciénde ¢ = cos 28y g = cos 8.
Igualando ¢os 28 = 2cos*8 — | = cos 8§, obtenemos(cos 8 — 1)(2 cos 8 + 1) =0.

Dedonde 8 = 0, 2#/3, 47/3; y los puntos de interseccion son (1, 0), (—4, 27/3), (—4%, 47/3). El polo es también
un punto de interseccion.

EL ANGULO DE INTERSECCION ¢ de dos curvas en un punto
de interseccion P(p, O, que no sea € polo, viene dado por

_ tagy, —tagy,
1808 =T tagvi tag v,

siendo ; Y y, |0s Qngulosgue forma el radio vector OP con
las respectivas tangentes a las curvas en P.

Como vemos, € procedimiento de calcular este angulo
es analogo al utilizado en coordenadas rectangulares sin
mas que sustituir |as pendientes de las tangentes por las tan-
gentesdelos Qngulosqueel radio vector formacon lastangen-
tes a las curvas en el punto de interseccion.

Fig. 20-3

Ejemplo 4:

Hallar los 4ngulos agudos de interseccién de lascurvase = cos8y ¢ = cos 28,

Los puntos de interseccion ya s calcularon en € giemplo 3.

En el polo: este punto viene dado por 8 = i# delacurvae = cos8y por 8 = =/4 y 3n/4 de la ¢ = cos 28, Por
tanto, en el polo habr4 dos intersecciones, siendo € angulo agudo de cada una de las curvas dadas a 3.

Para 0 =cos8 Para 0 =cos 28
tag y, = — cot 0 tag y, = —} cot 28

Enel punto (1, 0): tagy, = —cotO = o y tagy, = 0. Por tanto, yy = ¢s =ty ¢ = 0.

V36 _
En el punto (—4, 27/3): tag v, = V33 v tag y, = —V3/6. tag ¢ =\/?:3+ = 34/3/5 Y el dngulo agu-

. . , 116
do deintersecciénes ¢ = 46°6.
Por simetrfa, este es también el d4ngulo agudo de interseccion en el punto (—4, 4#/3).

(Ver Problemas 11-13)

. d . ,_
LA DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO viene dada por d—; = V? 4 (0'):siendoo’ = ’e
haciendo el convenio de que al aumentar 8 también lo hace s
(Ver Problemas 14-16))
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eat 2(0")* — po”

LA CURVATURA de una curva se expresa por K = (& (@ypn

(Ver Problemas 17-19.)

MOVIMIENTO CURVILINEO. Supongamos que una particula P se mueve a lo largo de una curva
cuya ecuacion, en coordenadas polares, es g = f{6). Expresando la ecuacion de la curva en forma
paramétrica:

X=pcosf =g, y=psen8=n0)
El vector de posicion de Pes
r=OP=xi+)4' zgicos8+gjsen8=e(icose+isen8)

y € movimiento de P se puede estudiar como se hizo en el Capitulo 19.

Otro procedimiento es expresar r y, por tanto, vy a, en
funcion de los vectores unitarios segun el radio vector de P
y su perpendicular. Veamos cudl es la expresion del vector
unitario en la direccién de r.

u,=icos8+jsen8

cuyo sentido es el de crecimiento de g; €l vector unitario
segun la perpendicular a r con el sentido del crecimiento
de 6, viene dado por

uoz—isen8+jcos0

A partir de estas expresiones es facil llegar a las siguientes:

du, du, d0_u£ dug “de
@t ~ T dr  a Y @ T % Fig. 204
De

l'=elle

Como se demuestra en €l Problema 20,

dr d do
V=g = Yo g s = vellp + vole

y
_av d% db - d* do db
’“_dt__“"[d:z e )]"'""[ @ v d:]
= dgllp + aslls
Aqui, v, = dt Yvs=p g‘ta son, respectivamente las component&s de v en la direccion del radio
. . . + de do .
vector y en su perpendicular, siendo g = dt’ ( ) = 0—2- dz’ — I T , las correspon

dientes componentes de a
(Ver Problema 21)

Problemas resudtos

1. Demostrar quetagy = ¢ ;i;, siendo v €l 4ngulo formado, en el punto P(e, 8) de la curva ¢ = f(6), por €l radio vec-
tor OPy la tangente PT.

En la Fig. 20-5, Q(p 4+ 4e, 8 4 46) esun punto de la curvamuy proximoa P. Del tridngulo rectangulo PSQ,
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tag A = SP - SP _ psen 46
SQ 0Q — OS ¢ + d¢ — o cos 46
sen 46
— esen A8 _ 46
el —cosA46) T dp~ 1—cos A8 Ao
e 46 de

Ahorabien, cuando Q — P alolargo delacurva. A8 — QO
0Q—->OP,PQ—>PTy L A—> L vy

Cuando A8 - 0, “ZQS >1ly 1 _401%5 AB O(ver Ca-
pitulo 12).

= 1 = —e ==
Dedonde, tagy = dl;Lno tag A Zid0 eﬁ% Fig. 20.5
Calcular tag v en los puntos dados en las funciones de los problemas 2-3.
2 o=27%cos8; 8 =n/3. (Ver Fig. 20-6.)
Para0 =n/3:0 =2+ } = 5/2,0’ = —sen8 = —/3/2, y tag y = glo’ = —5//3.
)

Fig. 20-6 Fig. 20-7

3 o = 2sen 38; 8 = n/4. (Ver Fig. 207)

Para8 = nf4: ¢ = 2(1/4/2) = V2, ¢’ = 6c0s B = 6(—1/V2) = —3V2, ytagy = ele’ = —1/3.

_ gcos +le’scn0
4. Demostrar que tagr = Tewn8Tocos®

Delafiguraded Problemal, z =y +3 y

tagy T tag¥d dp tos@
tags = tag(y + 6) = — =
l—tagytag 8 l_eig sen
do cos@
+ do
. ¢ cos 8 do Seni__ gc058+o’sen0
%% cos 8 — p en 8 —esen0+g'c050

5 Demostrar ques ¢ = f(6) pasa por €l polo y8, satisfacealaecuacionf(8,) =0

la direccién de la tangentealacurvaen el polo(Q 8) viene dada por 8,.
En 0,8): o =0y ¢’ =f(6).

_ ocoshtosent

T —€senot-coso0

_ 0Fsens - r0y _ et

= 0Fcoss fioy | 9"

A . sen8-f(6)
Se' =0 tagr _eh—{%l cos@ ') —

Sig'#0: tagr

tag 0,

Fig. 20-8
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En los Problemas 6-8 hallar la tangente de la curva dada en el punto considerado.

6. ¢ =1—cos0 0 =3z Ve Fig. 209

Para0 = 3n: senffi=1,cos0 =¢g,p=1,p ' =senf=1,y

_ ecos8+e‘senf _ 1-0+1-1
tagr_-—-gsenﬂ—%g’coso —1-1T1-0 =
P
T
z
(0]
Fig. 20-9 Fig. 20-10

7. e = cos 38; polo. Ver Fig. 20-10.
Cuando ¢ =0, cos 38= 0. Por tanto 3B = =/2, 37/2, 57/2, y 0 = =/6, =[2, 5x/6.

Del Problema 5, tagz= 1/4/3, ©, y —1/4/3.
8 ob=a; 0=mn3.
Para § = n/3;: sen@ = V32, cos 0 = §, ¢ = 3a/n, y ¢’ = —af0® = —9a/n?.

tag T — ocosf T o’send ____nThfi
« T “gsenf +po'cos®  AV3n+3

9. Hallar los puntosen losque la tangente alacurvag = 1 + sen 8 es hori-
zontal o vertica

. (1+ sen6)cos® + cossend
EnPl, 0): tagT = —q+ sen8) sen 0 + cos"8

- LT 2senf)
= — w5

(@ Haciendo cos @ (1 -+ 2sen Q = O obtenemos:
0 = =/2, 3n/2, Tn/6, y 11x/6.

0 F 4
Siendo (sen 6 T 1) (2sen @ — 1) = O obtenemos:
0 = 3n/2, n/6, y 5n/6.
(b) Para 6 = a/2: Hay una tangente horizontal en (2, #/2). Fig. 20-11

Para 0 = 7#/6 y 11=/6: Hay tangentes horizontales en los puntos

Para 8 = =/6 y 57/6: Hay tangentes verticalesen (3/2, #/6) y (3/2, 57/6).

Para 8 = 3=/2: Ver Problema 5, hay una tangente vertical en el polo.

10. Demostrar que €l 4angulo que forma el radio vector de un punto cualquiera de la cardioide ¢ = a(1 — cos 6) wn la
curva, es la mitad del que forma el radio vector con el ge polar.

Dado un punto cualquiera P(g, 0) de la cardiode, tendremos:

¢ =asenb, y tagy = /o’ =(1 —cosO)fsenf =tagdfd o y =140
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11.

12.

14,

15.

16.

17.

En los Problemas 11-13 hallar los angulos de interseccidn de los pares de curvas dadas.

e=13cosh, g =1+ cosh. i

(a) Resolviendo ¢ = 3cosf =1 + cos 8 obtenemos los puntos de interseccion
(312, 7/3) y (3/2, 57/3). Lascurvasse cortan también en e polo. 0

x
(b) Para ¢ = 3cos 8: o'=-3senf y tagy, = —coth.
1+ cos€
Parag=1+4cos8: o’ =—senb vy tagw,:._%
(O Para8=a/3: tagy, = —1/V3, tagy, = —V/3, y tag¢ = 1/4/3. Fig. 20-12

El 4ngulo agudo de interseccion en el punto (3/2, =/3) y por simetriaen €1(3/2, 5=/3), esx/6.

Enel p%|| o: Graficamenteo teniendo en cuenta el resultado de Problemab, se puede ver que las curvas dadas son
ortogonales.

o =sec?40, o = 3csc? 3.
(& Resolviendo ¢ = sec®$8 = 3 cxc? 48 obtenemos|os puntos de interseccion (4, 2#/3) y (4, 4n/3).
(b) Para p =sec?30: o' = secS40 tagdl y tagy, = cot 0.

Para o = 3csc? 30: p' = —3 csc j0cot 40 v tag yw, — — tag 0.

(©) Para8=2n/3: tagy, = 1/4/3, tagy, = —4/3, y ¢ = 4n. Las curvasson ortogonales.

e =Sen20, g =cosb.
(@) Lascurvasse cortan en los puntos (v/3/2, 7/6), (—V/3/2, 57/6), y en el polo.
(b) Parap=s5en28 o' =2cos 28y tagy, = 3 tag 20.
Para g =cos0: p’=—senl y tag y, = —cot 0,
() Para 8 =n/6: tagy, = V/3/2, tagy, = —1/3, V tag ¢ = —34/3. El angulo agudo de interseccion en los pun-
tos (V/3/2,7/6) y (—\/3/2, 57/6) es ¢ = arc tag3V/3 = 79°6".
En e polo, los angulos agudos de interseccién son 0° y .

Hallar ds/df en € punto P(g, 6) en los Problemas 14-16.

o = cos 20.

o' =—2sen20 Yy ds/dd =/0® + (0')* = V/cos? 20 + 4sen®20 = 4/1 T 3 sent® 20,
o(l + cos 0) = 4.
—psn8+ 0 T cos ~0 Dedondee’ = 40 = _4sn8
: 1t cos8 (1 T cos9)?

ds AT TN — 4/2
a6 et + @) = (1 + cos 6)*"2

¢ = sen® §0. Hallar ds/df para 8 = }=.
o’ =sen*$6cos 40 y ds/dd = /sen® $6 T sen’ }6 cos? §6 = sen? 36.
Para 8 = §n, ds/dd = sen’' }a = 1/4.

et To2(0)* — 00"
e Tem®

Por definicion, K = drjds. Comot =8 +vy vy

G by Aty A ) ey e
ST @B db da a3\ T gg) Sendoy=arctag g

Demostrar que K =
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dy _ [ = eV ()t — pp” DU: VP (0 et Y MY ok |0 et Y3
da - 1+(p/pl)z p’+(p')’ y dﬂ p’+(p')’ p2+(pl)2

Por tanto,

K = %, +d¢\_ 1T dyds _ 1+ dyrds _ o't 26— pp”
“as't T4 )T Tdtde T gy 0 W FETPT
ot + (o)

18. ¢ =2+ sn8 Hallar lacurvaturaend punto P(g, 8).

_ g’+2!g')’—ge" _ (2 + sen 6 + 2coste + (sen#)(2 + sen ) 6 + <o ea
k= {o* T )y {2 T sen6)t T costg)}? ~ (5 F 4 senoye

19. o(l —ws8) = 1. Halarlacurvaturaen8 ==/2 y en 8 = 4=/3.

—sené —cosp | 2 sente

o= 2= = "o—
p (1 —cosg)t’ P =~ T —coss) ' (T —cose)’ y K = sen’ £4.

Para8 =n/2, K = (1/v/2)* = V/2]4; paa8 = 4a/3, K = (V/3/2)* = 34/3/8.

20. A partir dela relacion r = gu,, deducir lasformulas de v y aen funcion de u, y ue.

r = pu,
_odr o yde 9 dp do
V=3 T W T Pgr T Mg T Uy
_ dav _ _dyp dp do d’ dpde _ (ﬂ’
a8 = g5 T W T Wegige T Pege T Yegs gr T MM\ g

_ oo [de _ (deY ds g dpdo
= “o[ﬁ P(a) ]* “O[Pazz + 23 dt]

21. Una particula se mueve en e sentido contrario al de las agujas del reloj a lo largo de la curva ¢ = 4sen 28, siendo

d6/dt = } radianes por segundo. (a) Expresar v y aen funcion de u, y ug. () Cacular Iv| y la] para 6 = n/6.

r=4sen2eu, dp/dt = 8 cos2¢deldt = 4cos28, d%/dt* = — 4 sen2¢
(a) v = upgftz + pusg-% = 4u, cos2e + 2u, sen 2¢

_ dp _ (de ' o dpds
* = “"l:dtz "(dt ]+ u“l:pdt’+2dtdt:|

= —Su, sen?2e + 4u, cos 2e

(b) Parae = #/6: |, :§i+%j, u = —

vl = V7, |a| = $VoL

i i.- v =

.4 V3, e _19._ V3
7 5 4

N| =t

Problemas propuestos

Cdcular tag y en los puntos dados, en los Problemas 22-25.

2 g=3—senb para8=0, 8 =3n/4 Sol. 3 3v2—1
23. ¢ =a(l —cos8) para 8 = n/4, 8 = 3nj2 Sol. v2—1, 4
24, o1 —ws8) = a para8 =n/3, 8 = Sn/4 Sol. —V33, 1T /2

5. @* = 4sen B para 8 = 5n/12, 8 = 273 Sol. —1/4/3, v/3
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Cdcular tag T en los Problemas 26-29.

2.

27.

30.

p =2+ senf para 8 = n/6 Sol. —3/3 28. ¢ = sen®813 para 8 = n/2 Sol. —/3
o* = 9 cos 28 para 8 = #/6 Sol. 0 29. 201 — sen8) = 3 para 8 = n/4 Sol.1t4/2
Hallar los puntos de la curva ¢ = sen 28 en los que la tangente es horizontal o vertical.

Sol.T.H.en 8=0, n, 54°44’, 125°16°, 234°44’, 30516
T.V. en 8 = a2, 3n/2, 35°16’, 144°44°, 215°16’, 32444

Hallar los angulos agudos de interseccidn de las curvas dadas en los Problemas 31-33.

3L
32.
33.

4.

37.

38.

40,

41.

42,

g =%en8, o =n28 Sol. ¢ =796 para8==f3 y 5n/3; ¢ =0 enel polo.
e = V2send, gt = cos 28 Sol. ¢ ==n/3 para 8 = n/6, Sn/6, ¢ ==/4 enel polo.
p* = 16sen 20, o* = 4 csc 20 Sol. ¢ = a/3 en cada interseccion.

Demostrar que cada uno de los pares de curvassiguientes se cortan en dngulo recto en todos los puntos de interseccion.

(@) e =4cosh, g =4n8 () fcos2B=4, p*sen28=9
® o=eb po=e"® (d) e=1%cosb, o=1—cosb
Hallar é éngulo de interseccion de lastangentesa ¢ = 2— 4n8 en e polo. Sol. 27/3

Hallar la curvatura de cada curvaen € punto Pfe, 8):
@ o=e% & e=snb (c) o*=4c0s28 (d)e=3snb + 4cos8
Sol. (a) 1/(v/2e®), ) 2, (&) 3/ cos 28, @) 2/5

Sea @ = f(0) la ecuacién en coordenadas polaresde unacurvay s lalongitud de arco a lo largo de ella. Partiendo de

_ _ i A\t (dx\Py (dy)! (di)'=-+ s
x =gcos b, y =psen8y teniendoen cuentaque(do) = (do (W) , demostrar que 50 o' T (e

Suponiendo que s aumenta en la direccion creciente de 8, hallar ds/dd en |as curvas siguientes:
(a) ¢ =acos8, (b) ¢ =all + cos 6), (¢) o = cos 28,

Sol. (@) a, ) av2 + 2¢os8, (©) V1 + 3sen* 8.

La po(si)cign de L)Jna particula que se mueve a lo largo de la curva ¢ = f(8) viene dada, en funcion del tiempo t, por
e = &(0), € = k().

) X ., ) de 3 a_ dS I_ da de
(@ Multiplicar la relacion obtenidaen el Rob. 37 por (7) paraobtener v = (—dz_ = g’(E—) + (_dT) .

: _ d6 _  dO/dt _ o db. _ 1 do
(b) A partir detagy = g—de = ede/dt’ obtener seny = -g- ar yeosy =— .
duQ _ _d& Ang, - d0
Demostrar que g e Gt y a ""—dt .

Una particula s mueve sobre la cardioide ¢ = 4(1 + w s8) wn d8/dt = n/6 radianes por segundo. Expresar v y aen
funcion de u, y ug.

t

Sol. v = ——2fE—uQsen0+£u9(l + cos8), a= — g

2
3 3 ue(l'l'ZCose)——z—g— ug sen 8
Una particula 2 mueve en el sentido contrario al de las agujas dd reloj sobre la curva ¢ = 8 cos 8 con wna velocidad
constante de 4 unidadesde longitud por segundo. Expresar v y aen funcionde u, y ug.

Sol, v = —4u,5en8 + 4ugws8, a = —4u,cos8 —4ugsen8
S una particula de masa m se muevea lo largo de una trayectoria por la accion de una fuerzaF constantementedirigida

haciael origen, F = »a, 0 sea, a= 7’17 F de maneraque ag = 0. Demostrar que cuando ag = 0, p* % = k (constante)

y la velocidad con que el radio vector barre el area comprendida por la curvaes constante.

kl

Una particulase muevea lo largo delacurvag = 7] 5 o sendo k la
constante definidaen el Problema43 anterior. 1 —cos

con ag = O. Demostrar quea, = —

vo_|| —



Capitulo 21

Teoremas de valor medio

TEOREMA DE ROLLE. S una funcién f(x) es continua en €l intervalo cerrado a < x < b, derivable
en € intervalo abierto a < x < by ademas f(a) = f(b) = O existe al menos un valor de x, X = x,,
comprendido entrea y b en el que se verificaf '(x) = 0.

La interpretacion geométrica de este teorema es: S una curva continua corta al ge x en dos
puntos x = a'y X = b existe al menos un punto x = x, comprendido entreay ben el cual latan-
gente a la curva es paralela al ge x. (Ver Fig. 21-1)

(La demostracién se encuentra en el Problema 11.)

Corolario. S f{x) es una funcion que cumple las condiciones dichas anteriormente en el teorema
de Rolle, savo que f(a) = f(b) # Q existeal menos un vaor de x, X = x, comprendido entreay b
en e que = verificaf'(x) =0 (Ver Fig. 21-2)

(La demostracién se encuentra en los Problemas 1-2.)

¥y )

[
I
|
|
|
[
|
|
|
|
|

o] Ie (o, 0) ol 0

Fig. 21-1 Fig. 21-2

TEOREMA DEL VALOR MEDIO. S f{(x) es una funcion continua en €l intervalo cerrado a < x < b
y derivable en d intervalo abierto a < x < b, existe a menos un valor de x, x = x,, comprendido

entrea y b en e que s verifica

Sy —fla _ v
b—a S P+ (b, /(b))
Geomeétricamente, significa que s P, y P, son Pa, f(a))

dos puntos de una curva continua, existe al menos
un punto de la misma comprendido entre P, y P,
en el cua la tangente es pardela a la recta Py P,.
(Ver Fig. 21-3)

(Lademostracion seencuentra enel Problema12.) 0

R|l—-—— — — —

El teorema del valor medio admite varias ex- Fir.21.3
presiones de gran utilidad: g
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1)) f)=f@ Tt (b—a) f(x), *eentreayb.
Por un smple cambio de notacion sellegaa
(ID) ) =f@ T (x —a)-fi(x), *oeentreayx.
_ De la Fig. 21-4 s deduce que x, = at 6(6 — a), b
sendo 0 < 6 < 1 Efectuando esta sustitucion, (I) ad- 0 @z
quiere la forma Fig. 21-4
(111 fB) =f@)+Gb—a) fla+0b—a), 0<6<1
Poniendo (b— @) = h, (III) obtenemos
av) f@atn=f@thra@ton) 0<6<1

Finalmente, poniendo a= x y h= Ax, (1V)llegamosa

v) Sx + dx) =f(x) + dx [ (x + 0 4dx), 0<O<1
(Ver Problemas 3-9.)

TEOREMA DE CAUCHY. Si f(x) y g(x) son funciones continuas en €l intervalo cerrado a< x<b
y derivables en € intervalo abierto a< x < b, siendo g'(x) # 0, existea menos un valor de
X, X = xo, cCOMprendido entre ay ben € que se verifica
S)—fla) _ Sf'(xo)
gb)—gl@  g'(xo)

En d caso particular de que g(x) = X, este teorema coincide con el del vaor medio

(La demostracion se encuentraen @ Problema 13))

GENERALIZACIONDEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. S f(x) y sus(n — 1) primerasderivadas
son continuas en €l intervalo cerrado a< x < b y existe la derivada n-sma f“(x) en todos los
puntos del intervalo abierto a< x < b, hay al menos un valor de X, X = x,, comprendido en-
treay benel que

f (a) (b a)2+

VD) 1) = 1@+ L2 6 —a) +

+ _f("_l) (a) (b_a)n—l + M (b_ ay
(n—1)! n!

Ve lademostracion en € Problemais.
Al sustituir b por la variable x, (VI)obtenemos
Vi) =@+ L2 -t L2 c—ap+

(n-1) (a)

t W (x - apt T f)n—(!xo) (x—ay, x,entreay x.

Cuando a se sustituye por 0, (VI1)se transforma en

vy ) =f@+ L LD ey

X+ =Dt~
xqentre0 y x.

fovO +ﬂ'xL)x"
n!
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Problemas resudtos

Hallar el valgr de x4 que cumple las condiciones del Teorema de Rolle, siendo f(x) = x* — 12x en el intervalo
0<x<2v3.

S'(x) =3x*—12 =0 parax = =+2; por tanto, x, = 2esel valor buscado.

X2 —

iSe puede aplicar el Teoremade Rolle a las funciones(a) f(x) = -

4x x? —4x

> Yy (OFf (x) = ";—_'1_'—2—7

(@ f(x) =0 parax = 0, 4. Comof (x) esdiscontinuaen x = 2, que es un punto del intervalo0 5x < 4, nose puede
aplicar el teorema

(b) f(x) =0 parax = 0, 4. En estecaso, f(x) es discontinuaen x = —2 que no perteneceal intervalo0 5x 54.

£x) = (x* T 4x — 8)j(x T 2)* esta definida en todos los puntos del intervalo exceptoen x = —=2 Por tanto, s
puede aplicar € teoremay el valor pedido es x, = 2(4/3 — 1), queesla raiz positivade la ecuacién x? +4x—-8=0

Hallar e valor de x, que cumplelascondicionesdel teoremadel valor medio, siendo f(x) = 3x° +4x—3a=1b=3

Aplicando (1) con f(a) =f(1) = 4, f(b) =f(3) = 36,f “(x)) =6x, T 4yb—a =2 resulta36 = 4+ 2(6x, T 4
= 12x, T 12, de donde x, — 2

Aplicar el teorema del valor medio para calcular, aproximadamente, ¥/65. Haciendo f(x) = ¥/x,a=64, b=65y
aplicando (I), se obtiene: f(65) = f(64) T (65— 64)/6x3'¢, 64 < x, < 65. COmMoO x, NO S CONOCe. tomamos x, = 64;

por consiguiente, resulta de forma aproximada, €65 = ¥/64 * 1(6/64% = 2 + 1/192 = 200521.

Semecanizaun taladro circular de 4 centimetrosde didmetro y 12 centimetrosde alturaen un blogue metdico, de manera
gue se aumenta su digmetro hasta 4,12 centimetros. Hallar el volumen de metal eliminado.

El volumen (centimetros cubicos) de un cilindro circular de radio x centimetros 3/ altura 12 centimetros es
V =f (X) = 12ax?. B volumen que queremos calcular esf (2,06) —T (2). Seglin el teorema del valor medio.

£(2,06) —/(2) = 0,06 f'(xo) =0,06(247x,), 2 < x4 < 2,06
Tomando x, = 2; tendremos, aproximadamente,f (2,06) —f (2) = 0,06(24x * 2) = 2,88z cmP.
Suponiendo que la funcidén y = f(x) cumple las condicionesde teorema del valor medio, siendoa= x, b = x + Ax,
demostrar que Ay =T ‘(x) + Ax, aproximadamente.
Tendremos Ay =T (x + AX) —f (X) =[x + Ax — x].f “(xg)y X < X9 < X + ax.

Tomando x, = X; tendremos, aproximadamente dy =1 '(x) . Ax.

Aplicando el teoremadel valor medio, demostrar quesenx < X parax > 0,
Como senx < 1, senx < X cuando x > 1. Tomando f(x) =senx con 0 < x < 1 y aplicando (11); tendremos
senx =sen0 + xCos xXp = XCOS X0, 0 < X9 < X
Ahora bien, en esteintervalo, cos xo < 1y X cos x4 < X; por tanto, sen x < X.
Aplicando & teoremadel valor medio, demostrar que —léx— <In( + X) <X paa-2 <Xx <0y paax>0.

Aplicando(1V) con f(x) =Inx, a=1 y h =x; tendremos

1 x
l = =
n{l + x) lnl+xl+ex T ox 0< <1
Cuando x> Q1< 1t+6x<1+tx; por tanto, 1> - .1 y x> ud x

14+6x  1+x 1+6x° T¥x

1 1 X X

Cuando —1 < x < ; - .
1< x<0,1> 1+ 6x> 1+ x; portanto, 1 < 1+0x< T x Y x> l+0x> T+ x
Enamboscasos—x—<x In(l + x) = X < x: también —i—>L ln(l+x)—
T % y =1t 6x ’ "T¥ex” T+x ) o
X X X +
1+0x> i Por tanto, i < In(I Tx)< x cuando 4 < x< 0 ycuando x > 0.
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9

10.

11.

13.

Aplicando @ teorema del valor medio, demostrar que /1 + x < 1+ jx para—2 < x < Oy parax > 0.

Tomando f(x) = v/x y aplicando (IV) con a= 1, h = X, tendremos

ViFx=1+—2___ o0<6<1
2v1 + 6x

> 41+ x

x ;cuando 1+ < x< 0Oy

X
> ;
24/1 + 6x 2v1 + x

Cuando x >0, V1 +60x< V1I+x y

X

X
> .
Y 24/1 + 6x 2v1 £ x

Enamboscasos, vV1 + x =1 + —+> 1+ ;, Multiplicandola desigualdad por 4/1 + x > O,
241 + 6x 21T+ x P 9 P

tendremos 1 + x > \/l+x+1}x y Y14+ x<1+dx

Hallar el valor de x, que satisface las condiciones del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 3x + 2 gx)=x*+1,
1<x <4,

Bl valor de x4 debe ser tal que:

fO—f@ _f@O—fH _14-5 3 _ [f&) _ 3
&g(b) —¢ga g(4)—g(1) 17 —2 5 &' (xy) 2x,

Dedonde 2x; =5 y x, = 5/2.

Demostrar el Teoremade Rolle: Si una funcion f(x) escontinua en € intervalo cerrado a < x < b, derivable en el
intervalo abiertoa < x < b, y ademas f(a) = f(b) = O, existe, a menos, unvaor x = x, comprendidoentrea y b, en
el que se verificaf’(x) = O.

S f(x) = 0 en d intervalo, también lo serd f'(x) = O y, por tanto, €l teorema estard demostrado. En los deméas
casos. f(x) serd positivo (negativo) en algin punto del intervalo'y, por consiguiente (ver Propiedad II, Capitulo 3), habré
un valor x = x,, @ < x, < b, parael que corresponde un méximo (minimo) relativo yf “(x,) = O

Demostrar el teoremadel valor medio: S f(x) es unafuncion continuaen el intervalocerrado a < x < b yderivableen
d intervalo abierto a < x < b, existe, a menos, un valor de x, x = x, comprendido entrea y b, en & que = verifica

fo&)—f@ _
T b—a = f'(x0)

En la Fig. 21-3, la ecuacion de la secante P, P, esy = f(b) + K(x — b), sendo K = (bt)):fa(a) . En un punto cual-

quiera x del intervaloa < x < b, ladistanciavertical de la secantea la curva es F(x) =f (X) — f(b) — K{(x — b). Ahora
bien, F(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle (como féacilmente se puede comprobar), con lo que F{x)
=f'(x) —K = Oenalgin x = x, comprendido entreay b. Por tanto,

fb)—f(a)
b

K= = I

como querlamos demostrar.

Demostrar el teorema de Cauchy: S f(x) y g(x) son funcionescontinuas eén el intervalo cerrado a < x < by derivables
en el intervalo abiertoa < x < b, siendo g’(x) # 0, existe, al menos, un valor de x, X = x,, comprendidoentrea y b,
en el que se verifica

f(b) —f(a) _ £(x)

&(b) — g(a) &’ (x0)

Supongamosque g(d) = g(a); segliin el corolario del teoremadeRolle, g’(x) = O en algin x comprendidoentreay b,

lo cual escontrario a la hipotesis; por tanto, g(b) = g(a). Hagamos% = K (constante), y formemosla funcion

F(x) = f(x) —f(b) — Klg(x) — g(b)]

Ahora bien, esta funcion cumple las condiciones del teorema de Rolle (como ficilmente se puede comprobar) y, por
tanto, F'(x) = f*(x) — K g’(x) = 0 a menos para algun valor de X, x = x, comprendido entre ay b Asi pues,

- [ (X — &) —f@ como queriamos demostrar.
&’ (x0) 8(b) — g(a)
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14. Unarco PQde la curva y = f(x) escbdncavo en la region Situada por encima dela cuerda PQ y convexo por debgjo de
ella. Demostrar que s f(x) y f'(x) son continuasen el intervalocerrado a < x < b y f(x) tieneel mismo signoen
intervaloa < x < b, se veifica

(1) f(x)esconcavaenel intervaloa < x < bcuando f*(x) > O, v

v =f(z)

(ii) f(x) esconvexaenelintervaoa < x < beuandof’(x) < 0,

La ecuacion de la cuerda PQ que une |os puntos Pla, f(a)] P, fla)) B

Y Qb f(B)es: y =f(a) T (x—a)w. Sean Ay B los

l
: b
puntos sobre el arw y sobre la cuerd? Tépectivamente, cuya | :Q( ®)
abscisa es x = ¢, a < ¢ < b; las ordenadas correspondientes | |
serdn f(c) Y | |
SO —f@ _ b—0)f@+(c—a)-f() l I !
f@+—a) —p == b—a i || I
() Tendremosque demostrar que ! I I x
[ a c b

b—o)-fla)+(c—a) f(b)
b— a

fle) <

Fig. 21-5

cuando f*’(x) > 0. Seginel teoremadel valor medio, mg%ga)

= f/(&),sendo& un puntocomprendidoentrecyay-f-(%)f%(c)
= f"(n), en donde 7 es un punto comprendido entre cy b. Como f"’(x} > Oen €l intervalo o < x < b, f(x) serd una

funcion crecienteen el intervaloy £/(£) < f/(x). Por tanto, f' (cg:ja(a) < -f(b):f (C). de donde se deduce

G—o f@t (c—a) S
b— a

fle) <

como e queria demostrar.
L a demostracion de (ii) se dgja como gjercicio para d alumno.

15 Demostrar que s f(x) y sus (m — 1) primeras derivadas son funciones continuasen €l intervalo cerradoa < x < b
y f™(x) esta definida en el intervaloabierto a < x < b, existe un valor de x, x = x,, comprendidoentreay b, en el
quese verifica:

(® =10+ P60t /@ (v ..+ b—ar

it é—ar

FANEN
nl

En el caso particular de que #n = 1, s obtiene el teorema del valor medio. La demostracién que se hace seguida-
mente es andloga a la del Problema12. Sea K un nimero tal que = verifique:

’, y f(!l—l)
) ) = f@+ 47‘;'_)(5__‘,) + %g)_(b_a)’+ ey (nTi)a!)(b—a)ﬂ-l + K(b— ay

y consideremos

F@W = 10 —f@+ T2 6—0+ LR @ np+ 0 L0 s+ oy

(n—1)!

Ahora bien F(@) =0 por (i) y F(®) =0. Por el teoremade Rolle, exisseun x = x,, siendoa < x, < b, tal que

o = F6+ 100 b — 20— ) + L5006 —xr — -0 — 0
) SO ]
+ 0+ —(;:i)—!—(b‘—xo) 1—"-(-"-:'2—)*!—(1’—3'0) %—K"(b"‘v\'o)“l
f(") {x0) . n—
=(n_l)!(b-—xn) V'— Kn(b—xp)* ! = 0

Entonces K = e (i) se convierteen

f™ Cxg)

n!

F®) =fia)+ fll(!a) (b— a)_'_f'z'(!L)(b_a)z + ...+ %’;%)%)(b_a)--x + f(jl#(b_a)u
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16.

17.

18.

10.

20.

21

22.

23.

24,

26.

27.

Problemas propuestos

Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema de Rolle para las funciones

@ fxX)=x*—4x +3,1<x<3 Sol. xo =2
(b) fix) =senx, 0<x <= Sol. xq = &n
(c) F(x) =cos x, nf2 < X< 3nf2 Sol. xo ==

Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema del valor medio paralas funciones

@y=x30<x<6 Sol. xo =243

b y=axtbxtc xn<x<x Sol. xp = 306, T x)
2e—1

(c)y:|nX1SXS2€ Sol. xO—m

Obtener un valor aproximado de (a) 4/185, (b)(3,001)3, (c) 1/999, aplicando el teorema del valor medio.
Sol. (a) 3,875, (b) 27,027, (c) 0,001001

Aplicar el teorema del valor medio para demostrar que:

(a) tagx>x,0<x<1}n;(b)ﬂ%<Arctagx<x,x>0;(c)x<Arcsenx<—\/1XTx,v0<x<l.

Demostrar que If (x) — f(x) | < ix — x,l, siendo x, un nimero cualquiera, cuando (a)f (x) = sen x, (b) f(x) = cos x.

Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que:

(a) Si f(x) =0 en todos los puntos del intervalo cerrado a < x < b, se verificaf(x) = f(a) = ¢ (constante) en todos
los puntos del mismo.

(b) f(x) escreciente a aumentar x en el intervalo cerrado a < x < b, s f’(x) > Oen todos los puntos del mismo.
Ind, Sean x, < x, dos puntos del intervalo; f(x,) = f(xy) + (X, — x) f(xp), X3 < X¢ < Xa.

Aplicando el teorema del Problema 21(a), demostrar que s f(x) y g{x) son dos funciones distintas pero f*(x) = g°(x) en
todos los puntos de un intervalo, f(x) — g(x) = ¢ # O (constante) en el citado intervalo.

Una funcién f (x) tiene un punto critico en x = x,, si f (x) cambia designocuando x pasa por x = xo. Sean x; < xq* * *
< Xm-1 < X, distintos puntos criticos de la funcion f(x). Demostrar quef (x) = O tiene como méaximo unarafz real en
cada unodelosintervalos x < X,, X, < X < Xpy *** Xmo1 < X < Xy X > Xne

Demostrar que si f(x) = 0 es una funcién de grado » con n raices simples, la funcién f“(x) = O tiene exactamente n — 1
raices simples.

Demostrar que x3 + px + q = O tiene(a) unaraiz real si p > Q (b) tres raices realessi 4p* + 27g* < 0.

Hallar un valor x4 que cumpla las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones
@ f)=x+2x—3,gx)=x*—4x + 6;a=0,b=1. Sol. }
(b) f(x) =senx, g(x) =cos x;a =m=/6,b =n/3. Sol. }n.

Aplicando el teorema del valor medio generalizado (VIII), demostrar que:
(a) se puede sustituir x por senx parax < 0,31 con un error menor que 0,005.
Ind: Paran = 3, senx = x — #x3 cos x,. Por otra parte, # |x*cos x| < % |x¥| < 0,005.

(6) Se puede sustituir x por x — x3/6 parax < 0,359 con un error menor que 0,00005.




Capitulo 22

Formas indeterminadas

EL CALCULO DE LA DERIVADA de una funcion f(x) por la regla de los cuatro pasos, dadaen d
Capitulo 4, considera la expresion
@ im JET 40—/ _ . F(4x)
Ax-»0 (X + AX) — X Ax-»0 G(Ax)
Cuando los limites dd numerador y del denominador de la fraccion son ambos iguales a cero la

expresion (a) presenta la forma indeterminada0/0. En el Problema 5 del Capitulo 2 vimos algunos
giemplos de este tipo.

Andogamente, la expresion lim %_T% (ver Problema 6, Capitulo 2) presenta la forma inde-

terminada oofoo. Estos simbolos, asi como Otros gue veremas posteriormente ©* m, m — m, 0°,
o0° y 1*) carecen de significadoaritmético y no tienen otro acance que el de recordar los limites
de las funcionescon que s opera.

FORMA 0j0.

Regla de L’ Hépital. Dadas las funcionesf(x) y g(x), derivablesen €l intervalo0 < |x — a| < 8
siendo a un nimero, y g(x) # O para todos los vaores de x del intervalo, de manera que lirn f(x)

=0 yLI_rLl g(x) =0, s exige o esinfinitod lirmn T

) -
e verifica:

& _ g SO

lim = .
x+a 8(X)  xsa &%)
‘“«_
Ejemplo 1. lim xX 8; esdelaformaindeterminada0/0. Por tanto
38 —_—
d
& 8 xt— 6l
[im —5——— = lim4x® = 108, osea lim = 108
=3 [ >3 —s X— 3
Zc (x—13)

(Ver Problemas1-7.)
Nota. La regla de L’Hdpital implica que lirn f(x)/g(x) = lim f(x)/g(x). En algunos problemas
x—+a+ x—+a—
(concretamente en d Problema 8) se demuestra la existenciade uno de estos limites.
FORMA oo/cc.

La regla de L’Hdpital sigue siendo valida s efectuamos una o ambas sustituciones en las hi-
potesis:
() «limf(x) =0y lirmn g(x) = 0» sesustituyen por «lim f(x) = oo y lirn g(x) = oco»,

Xx—>a X->q Xx—*a x—a

gut) ((slendoa un nimero» se sustituye por «a = +o00, —oo, 0 co» y «0 < |x —a| < &» 2 Ws-
ituye por «|x( = M».

2

Ejemplo2:  lim x esde la forma indeterminada o /o0. Por tanto,
X100

e:

. x? . 2x . 2
lim = Jlim — = lim
x40 CF x—+o0 €* x—>+00 €%

=0

(Ver Problemas 9-11.)
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FORMAS 0° o0 € 0o — oo.
Estas formas s pueden tratar como las anteriores reduciéndolas, previamente, a una de las
formas0/0 0 oo/, Por giemplo:

2
lim x2e—*esdel tipo0: ooy lim X esde tipo eo/oo;

x—>+ 00 x—+00

lim (cscx—;) esdel tipooo— co Yy limn

x—»0 xX=>0

(ﬂ) es del tipo 0/0.
xXsen x

(Ve Problemas13-16))

FORMAS (9, oc0y 1,
Si lirny conduce a uno de estostipos, lim (Iny) esdelaformaO - co.

Ejemplo 3. Hallar limo (secd 2x)eot* 82
x—>

Esteesdel tipo 1°. Seay = (sec? 2x)*** #7; tendremosin y = COt? 3x In sec?2x = 31&—5:’-;:*
y Iirrl Iny esdel tipo 0/0
XK=
. . 3Insec2x . 6tag 2x tag 2x
— = —— = |im ,auel sec?3x = 1, esdd tipo 0/0.
Ahora bien, Ll_rg tag? 3x meaghsec’ 3x x—o tag 3x yadq 1m x po 0/
tag 2x 2sec*2x 2
Astpues, M Ge3x = M Fsecsr — 3°
Como limIny = 2/3, llmy = Ilm(sec’ 2x)eott 2 = e¥3,

X0

(Ver problemas17-19.)

Problemas resudtos

1. Demostrar |a Reglade L’Hdpital: Dadas|as funcionesf (x) y g(x), derivableenel intervalo0 < |x — a| < é, siendoa un
nimero, y g(x) # O para todos losvalores de x del intervalo, de manera que Ilmf (X) =0y limg(x) =0, s existeO es
X=>3

infinitoel lirn f’(x) severifica: lim 4G imf,—(»2
x—>af (X) x—a g(x) x—+al (X)
Sustituyendo b por x en €l teorema de Cauchy (Capitulo 21), teniendo en cuenta que f () = g{a) = 0, tendremos,
J&) —f@ _ () _f'xd

gx)—da) &(x) g'x)
en donde x, esta comprendido entre a y x. Ahora bien, cuando x, — a, X — a 'y, por tanto,

. fx . fx) . f(®)
E—IP. re N 1:-“:. g'(x) l:—m g’(x)

) —_—
2 Halar lim>2t*—6

2 Cuando x = 2, el numerador y el denominador tienden aaro.
Xx—2 —_—

x4+ x—6 “hm 2x + 1

5
*—4 2x 4

Aplicando |a regla de L’Hopital Ilrgw

3 Halar lim X7 0 2%

—————, Cuando x — Q el numerador y el denominador tienden a cero.
xr—+o0 X — sen 2x

. .. xTsen2x 1 + 2cos 2x [+2
Aplicando la reglade L'Hopital lim <% 2% = N
plicando la regla de L’Hopital lim X_cen2y — WR 1—2cos2x 1— 2

—1 . er—1 .
7 lim = lim
X 20 x? =0

I
3

RI%

4, Halar lim £
Fud']
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z -2 w2
5 Haller lim £ T —*—2

x>0 sendx — x3

Cuando x - Q el numerador y el denominador tienden a 0. Aplicandola regla de L’Hépital

, EE et —x22 . T o= —
Iim 5 5 = hmu
x—0 sen? x — X x-+0 Sen2x —2x

Como la funcibn que resulta es de la forma indeterminada0/0, aplicamosla regla de nuevo:

lim e+ e*—x2—2 ef—e-*—2x __ lim et e=—2
o  SESX— XT 7 zae sen2x—2x  x»p 2c082x—2

La funcion que resulta ahora es tambibn de la forma indeterminada 0/0. Por consiguiente, sin detallar los pasosinter-
medios, resulta:

i St ET=X T2 e @ Fe 2
o sen? X — x3 " %0 sen2x—2x s+ 2C0S2x —2
—lim T g e 1
T S, —4sen2x e, —8cosx 4
Xt —xt—x—2 . Ixt—2x—1 6x —2

6. Criticar la solucibn: li i ¥ T 22—1 1 1
riticar la soludibn: M — 7 M o a3 " Ma—s -IM§

Lafuncibndadaesdelaformaindeterminada0/0 y, por tanto, se puede aplicar laregladeL’Hdpital, perola funcibn
resultanteno esindeterminada(su limitees7/3), con locual, lassucesivasaplicacionesdela reglacarecen dejustificacion.
Egtetipo de errores es muy frecuente.

- G X—xl—x 41 W —2x—1 6x —2
7. Criticar la solucibn: ln_r’x: P 2Pt x S —dx 1= 6 —4

La solucion correctaes, lim =X —x+1 _ lim 32—l li x—2 _,
T ry X3P —2x3 4 x a1 30 —dx+1 0 Gx—4 '

H resultadoerae verdadero, pero no estaba correctamente expresado.

8 Hallar lim —21X

>—+nt X —

. sen X . S .
lim ——— = lim Cos x = lim Z(X_:"l')”’ Cosx =0

et A/x —; st (XTI e

En este caso, s pide e limite cuando x tiende n disminuyendo hacia &1, porque en otro caso (X — m)¥? es imaginario

9 Hallar lim 10X
z—>40 X
+ : , . Inx _ . x
Cuando x— T «, € numerador y & denominador tiendena + . Por tanto, lirmn —= = lin —— =0.
40 X 4@
. Insenx . Insenx . COS x/sen x .
10. Halar 1 _— lim —— =1 — e = tx =1,
o In tag X et INAEX . ogh SEC x/tag x Jim, costx
. cot X . cot X . csc? X . cscix at X
11 Hallar 1 . s = - =
o cot Zx = COt 2X Iﬂ}. 2 csc? 2x Ll-r»rl 4 ¢csc* 2x cot 2x

Como vemos. después de cada aplicaciér: delareglade L’Hépital seobtieneuna forma indeterminada del tipo /0.
Por ello, s2 debe intentar resolverlo efectuando, previamente, una sustitucién trigonométrica:

. cot x . tag 2x . 2sec? 2x
lim = lim = lim ——— =2
=9 cot 2x 9 tagX =9 Sec“X
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=L. se veriﬁcaz_l’;m %),

12. Siendo lim f(x) =0y lirmn g(x) = 0. Demostrar ques Jim fx)
400 2400 400 g’(x)

Tomandox = 1Jy. Cuando x—»+o0,y -0+ y lim S&®) — jim M De donde
oo g(X)  yaer &(1/)

f'(x) . fAfy) . =f'(fy)-y?
L= lim “—— = lim 2, = lim — 222 2
100 £ () gt 8 AD)  prer —2'UAD)y
d
T4 () f(x)
= lim = {im =i X
y—+ot g e(1/») v—l>u+ g(l/y) all[nog(x)
dy
13 Halar lirn (x*In X).
ot
Cuando x—+ 0+, x*=+ 0y Inx- —m. Por tanto, lTr/]xi, es una forma indeterminada del tipo /o,
lim (e lnx) = lim 2% = fim — %% = fim (—jx) =0
ot | gt l/x. ot —Z/X’ >t
. . 1l—tagx . —sect x
14. 1 1 —tagx)sec2x = lim — —>= — — " =
r*“:?/c( gX) z—l:lu cos 2x .Lu:. — 2sen 2x L
. _l_ _ 1 . ef—1—x er—1 . e* 1
5. Lu: x e — 1)';“ xte* =1 = I e re—1 =“—n(] xet + 2e° 27
16. lim (csc X — cot X) = lim ﬂ= lim senX _o
0 0 sen x =0 WSX

17. Halar lim x#=-, (Esdel tipo 1%))
=1
Seay = x¥*-Y, Tendremosiny = ;ltl_il es una formaindeterminada del tipo %.
lirn Iny = lim Inx_ = lim Vx -1
=1 =1 X >

Comolny—lcuandox—+1,y—+e Asf pues €l limite esigud ae

18 Hallar lim (tag x)*** (Esdée tipo m")
1y

In tag x L@
= cos x = = .
SeaY = (tag x)*** TendremosIny = cos xIntag X = X esdel tipo W
lim Iny= lim Integx _ o SCxftagx L cosX _
g —+ljyn—~ 5€C X a>ipn— SEC X TAgX  z—ipm— SEMix

Comolny—Ocuandox— §n—, y— |. Ad pues, el limiteesigua a 1

19. Hallar lirn xs== (Esdel tipo 0°)
ot

Seay = x*=%  Tendremos Iny = senxInx = ::ci es una forma indeterminada del tipo-g.

, . Inx . 1/x . sen® X . 2'sen x ¢os x
limIny = lim -lim —  — = |lm—" —=lm """
ot ot CSCX 0+ —CSCXCOtX . ,+ — X COS X o+ X SEN X — cos X

Comolny-—+0cuandox— 0+ y—+ 1 Asi pues, el limiteesigua a 1.

vu). Halar lim V2t X Lim V2 + i = lim X o 2:_ x’,etc_

T+ +O X %400 X =40 2 [/ 2 2 2>+

. . A28 . 2+ X
Por cjemplo, lim == = im, [/ 255 = e 1/ 2o
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21. Laintensidad de corriente por una bobina de resistencia R y coeficiente de autoinduccién L, conectada a unafuerza
electromotriz constante E viene dada, en funcién del tiempo 1, por: { = %(1 — e~®L), Obtener una férmula de apli-
cacioén en el caso de que la resistencia R sea muy pequetia,

— a—Rt/L
limi = tim B2 = i pLe-mn = Ef
Res O Res 0 R Res O L L

Problemas propuestos

Hallar
‘«_
22, Iirq% = 256 0 Iirn+ Inc:?'ix 0
X oy Zes 0 eeae
‘- 2 3
23. 1im£—25-§ = 32 A lim e*+ 3z = 1/4

e d x* — 16 Tep + ¢ 4e=+2x’

{ . H — -
2. Iirrg -'t;'—?:; = 1/2 42, LI_IH (€ —1)cotz = 1
o g 43, lirn z%e* = 0
. — € _ Xt — O
2. ,l.'_r.rl x—2 e 44, |irr(l)xCSCx =1
Lo xet 45. limcscrzlnz = ~1/r
26 11_1,73) 1_ er - l :Fl —uag \
. Q-1 P 46. =__'l"r;rgﬂ_e sectz = 0 |
C tag 2z 47. lirm (x — aresenx) csetx = —1/6
2oy 0
. In@+=z) _ . 4 1 —
) zl..l.n-]( z+1 1 48. 1%(:‘:'-—4 - z—2/ —-1/4
.. cosz—1 _
2 lim cos2x —1 4 4. lim %_ se:\x) =0
. el:_e—ls _
M e = 4 50. lim (secz — tag®x) =
e o7
oo 8=—2f 1 ' 1 z
i lm 2 M2 51. 1qu<m—z— ——z,l) = -—1/2
. 2arctagxr — 2z
32, lim—m——— _ 1 . 4 2 —
20 22 — aresenx — 52. ll_r.r‘l’ 2 m) = —1/3
. Insec2x _
8. M Ineecx — * 52. lim (122 __1\/:> =0
PR T as oo T
K7 IwnM = —1/2 )
=0T 54 limas = 1
ZT=s 0
35, |ing—.—c°szs:n::°sx = —3/2 565. li_rn) (cosz)V* = 1
36. lirn Inz =0 5. alrl..n;l (en+ ) = &
Crwts Yz 5. limm (1-e®* = 1/e
317. lir;rﬁ\ zjgg: = 1/3 58. zlir&r (senz — cos x)*¢* = 1/e
Xy T L d
59. lirn (tag z)** = 1
38 lirn 5z + 2Inzx = 5 :-»%17"( gx)
* iete T+ 3Inx 80. ]in} pagare = """
. Z4+x’ _ ’_" + I -
39. x|’l.l’.l;1=° o 1 - 0 61. ‘urpx aAT1/z)* = e
62. Hallar: i eX(1 — e7) — lira & e lie —1 € _
(a) lim Qto)In(l-2z = M3z iMma-» = b
. 2: . e'S'
(b) :Iert; =0, (o zl_l.rzL = - 0
S 1000
& Hallar lim ™2~ 0 idem, lim Mo ®
ZTes +m :c‘ Tes +oc x



Capitulo 23

Diferenciales

DIFERENCIALES. Dada lafunciony = f(x) s define:

(@ dx, leido diferencia de x, por larelacion dx = 4x.
() dy, leido diferencial dey, por la relacion dy == f'(x)dx.

La diferencial de una variable independiente es, por definicion, d incremento que experimenta;
sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o funcion no es igual a su incremento.
(Ver Fig. 23-1)

Ejemplo 1.

Dada la funcién y = x2, dy = 2x - dx, mientrasque, Ay = (x + Ax)t — x3 = 2x* Ax + (Ax)* = 2x dx + (dxye.
La Fig. 23-2 muestra una mterpreta(:lén geométnca en la que se puede observar que Ay y dy se diferencian en el
pequeiio cuadrado de 4rea (dx)®.

v

(b)

Q(x+ax, y+ay) ddy = zdz

S(x+dzx, y+dy) ‘/da: r — |___ (d)
hladidizz 7 .
- x Z y=2" wu| [« E @
>
z L z w/xj x Esa
o (a)
Fig. 231 Fig. 23-2

LA DIFERENCIAL, dy, s puede halar aplicando su formula de definicion, o bien por medio de las
reglas del célculo de derivadas. Algunas de estas son:

d(c) =0, d(cu)=cdu, d(wv)=udv T vduy,

d( “) . ﬂg:zu_dv’ d(sen U) = cos udu, d(Inu) = iu— etc.
V] = v u
Ejemplo 2: Hallar dy en las funcionessiguientes:
(@ y=x° taxr—s5xte

dy = d(x®) + d(4x®) — d(5x) + d(6) = (3x* + 8x — 5)dx
b y=Qx*+ 5"

dy = 3@x* T 5y g(2x3 + 5) = d2xs T 512, 6x2 dx = 9x32x3 T 52 ax
(Ver Problemas 1-5.)

CALCULO APROXIMADO DE INCREMENTOSPOR MEDIO DE LA DIFERENCIAL.S dx = 4x
es relativamente pequefio con respecto 'a x, € valor de 4y se puede obtener aproximadamente ha-
[lando dy.

Ejemplo 3:
Seay = x* 4+ x + 1y supongam _gs que x sufre un incremento desde x = 2 hasta x = 2,01. La variacion real

correspondientea yes 4y = {(2,01)* T 2,01 T 1) — {2® 2+ 1) =0,0501. Haciendo x = 2 y dx = 0,0% pod _?_mos
obtener, aproximadamente, el valor del incremento de y. hallando dy = f'(x)dx = (2x + 1)dx = {2(2)

0,01 = 0,05.
(Ver Problemas 6-10.)
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APROXIMACION DE LAS RAICES DE UNA ECUACION.
Sea x = x; un valor aproximado, convenientemente elegido,
de una raiz r-sima de la ecuacion -y == f(x) = 0, y suponga-
mos que f(x,) = y, # 0, de forma que y, diferira de cero en
una cantidad pequeiia. Si el valor de x, se incrementa hasta r,
el incremento correspondiente de f(x,) es Ay, = —y,. Asi,
pues, un valor aproximado del incremento de x; vendré dado

Y1

S'(x) I

valor, mas aproximado, de la raiz r-sima sera: P(r,0) L,(z.,O) N
)¢ S(x;) O 7/ @0
f) 7 fix)

por f'(x)dx; = —y,, 0 sea, dx; = — Q(z1, f(z1)

. Por tanto, otro

Xy =x +dxy=x—
Fig. 23-3
S(xs)

fi(xd)’

Después de una tercera aproximacion, tendremos x3 = x, + dx; = x5 — y asi sucesiva-

mente.

Si el valor elegido de x; no estd suficientemente aproximado al de la raiz, se observard que x,
difiere apreciablemente de x,. Aunque esto no presenta un serio inconveniente ya que el proceso
se autocorrige, sin embargo, lo mas rapido es comenzar de nuevo el proceso con otro valor inicial
mas preciso.

(Ver Problemas 11-12.)

Problemas resueltos

1. Hallar dy en las funciones siguientes:

_ 2 +2x+1
@ vy = —&m==—

2+ 3
d (22 +3)d(z?+2x+1) — (x*+2x+ 1)~ d(z*+ 3)
. (= F 3)°
_ (2?4 3)8x*+2)dxr — (x'+2x+1)(2x)dx _ 2*+Tx*-—-2xr+6 dz
N (2 +3)* - (x*+ 3)*
(b) ¥ = cos*2x + sen3zx.
dy = 2cos2xd(cos2x) + d(sen3x) = 2 cos2x(—2 sen2x dx) + 3 cos 3z dz
= —4sen2xcos2xdx + 3cos3xdr = (—2sendz + 3 cos 3z)dx
(¢) ¥ = €=+ arcsen 2z. dy = (3e* 4+ 2/\/1—4x") dx
Diferenciar las funciones de los Problemas 2-5 y hallar dy/dx.
2. xy+x—2p=235.
d(xy) + d(x) —d(2y) = d(5).
dy y+1
xdy+ydx +de —2dy =0 0o (x—2)dy +(¢y + Ddx = 0. Dedondex ~— 7
3. 2! — 22% + 3xy* — 8xy = 6.
2x% dy + 3x*y*dxr — 2x'dy — 4xydx + 6zydy + 3y'dz — 8xdy — 8ydx = 0
dy _ By —3y*+4ay— 37y
der = 2x% — 2x*+6xy — 8x

2z 3y _ yde — xdy\ _ ,(zdy — ydz\ _ dy _ 22y +3y°
4. = 8 2( ' . x? S y dx = 3xy* + 22
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5.

10.

x =3 cos § —cos 36, y = 3 sen § — sen 30.
dxz(“3”“0+339n39)49.dy=(3cos0—3cos30)a'e,ydy cos 8— cos 30

dx ~ —senb +sen 36

Aplicandoel cdculo diferencial, hallar aproximadamente (a) 9124, (b) sen 60°1°,

Paray = x!3, = . Tomando x = =5y = tenemosdy =
y / 3;[2,,de d 125 = 53ydx = 4 Ob d) L =

e = T3

= —0,0133 y, aproximadamente, ¥/124 =y + dy = 5— 0,0133 = 4,9867.

(®) Para x =60° y dx =1"=00003rad, y = senx = 4/3/2 =0,86603 y %6= cos x dx = §(0,0003) = 0,00015.
De donde, aproximadamente, sen 60°1” =y + dy = 0, + 0,00015 = 0.86618.

Calculardy, dy, e Ay, — dy siendoy = §x* + 3x,x =2, ydx =0,5.
AY = (32,5 T 32,9} — (§@r T 32} = 2625,
dy = (x + 3)dx = (2 + 30,5 = 2,5 Ay —dy = 2625 2,5 = 0,125.

Hallar, aproximadamente, |a variacién experimentada por el volumen de un cubo de arista x cuando esta s incrementa
enunl?;.

V= x?ydV = 3x* dx. Paradx = 0,0lx, dV = 3x%©0,01x) = 0,03x*cm?

Hallar el peso aproximado de un tubo de cobre de 2 metros de longitud y 2 centimetrosde didmetro interior y 2 mili-
metros de espesor. El peso especifico del cobre vale 9 000 kp/m?.

Calculemos, en primer lugar, la variacién de volumen cuando €l radio r = 0,001 m se sustituye por dr = 0,002 m.
Y = 8nriy dV = 167r dr = 167(0,01)(0,002) = 0,00032 7m*

El peso buscado es 9 000 (0,000327) = 9 kp.

Hallar los valoresde x paralos cualesse puedesustituir 4/x por 4/x + 1 con un error menor que 0,001.
Paray = x¥8ydx = 1,dy = §x~¥8dx = §x-vs,
S §x~¥® < 10-3, tendremosx—¥8 < 5+ 103 y x—¢ < §8+ 1015,

. 10 104
-“t < . 58,101 > > L == .
S x 10. 5%, 10-%, tendremos x* 37350 Y X> < 3135 752,1

Aproximar las raicesreales de x* + 2x —5=0 0 bien, x* =5—2x,

(8) Sobreel mismo sistema de gjes, seconstruyen lascurvasy = x3ey = 5 — 2x,

Las raices de la ecuacibn dada son las abscisas de los puntos de interseccion.
Del gréfico se deduce que existe una raiz cuyo valor aproximadoesx, = 1,3.

(b) Unasegunda aproximaci6én de esta raiz es

Y € 1,3 +2(1,3)—$
TN 1,3) +2

La division se ha cal culado con dos cifras decimalesya que inmediatamentedespués dela coma, lacifra corres-
pondienteescero. Ello esta de acuerdo con un teoremaquedice: s en unadivision resultank cerosinmediatamente
después de lacoma, el cocientedebe calcularsecon 2« cifras decimales.

—0,203
7,07

=13— =13— =134 0,03 = 1L,33

(c) Efectuandc unaterceray unacuarta aproximacibn, tendremos:

[ ) 1,33 +2(1,33) — 5
T () 3(1,33) + 2

=133 — = 1.33 —0,0017 = 1,3283

Xq = X3 — f'(x,) = 1,3283 —0,00003114 = 1,32826886
S (xy)
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12. Aproximar las raices de la ecuacion 2cos x — x3 = Q.

(8 Lascurvasy = 2cos x ey = x? s cortan en dos puntos cuyasabscisas son, aproximadamente, 1y —1, Obsérvese
gque s una de lasraices eSr, la otra debe ser —.

e _ . 2c0sl—1 _ 2(0,5403)—1 + _
(0) Parax,=l:x = 1= —5eai—7 " 1" Jomip+z 1 *F=12
2 cos (1,02) — (1,02)® 0,0064
= — = 1,02 + 70— = 1,0 0,0017 = 1,0217.
@ =10 = ety —200 ~ "2t 372 T2 02

Por tanto, con cuatro cifras decimales, las raices son 1,0217 y —1,0217.

Problemas propuestos

13 Hallar dy en las funcionessiguientes:

@ y=06—x) Sol. —3(5 — x)* dx (d) y = cos bx* Sol. — 2bx sen bx* dx
-2
b = ev’ Sol. 8xe** dx e = arc cos 2x Sol. ————dx
® vy ® vy W pres
X COS x —Sen x 2dx
(C) Y:(Scnx)/x Solex (D y=lntagX Sol m

14. Hallar dy/dx como en los Problemas 2-5.

29 T 3 2x +
(@ 2xy? + Xy =1 Sol. — 3§22ya 3 (¢) arc tag% = |n (x® + ) Sal. - 2';
. cos(x —y)—y _ Q2xtIny + 30y
(b) Xy—sen(x—y) . m (d) x!lny+yalnx =2 Sol. (Zy'lnX'*' X’)x

15. Hallar, con ayuda del célculo diferencial, un valor aproximado de (a) /17, (b) 4/1020, (e) cos 59°, (d) tag 44"
Sol. (a) 2,03125, (b) 399688, (¢) 0,5151, (d) 0,9651.

16. Hallar, con ayuda del clculodiferencial,el incremento de(a) x*cuando x pasade 5 a 5,01; (b) 1/x cuando x disminuye
de1a0,98. Sal. (a) 0.75, (b 002

17. Un disco metalico se dilata por'la accion del calor de manera que su radio aumenta desde 5 a 5.06 centimetros. Hallar

el valor aproximado del incremento del érea. Sol. 0,61 = 1,88 cm?,

18. Una bolade hielo de 10 centimetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiered valor 9,8 metros. Hallar, aproxi-
madamente, la disminucién que experimenta (a) su volumen y (b) su superficie. Sol. (a) 80z cm?, (b) 16z cmS.

19. La velocidad (metros por segundo) de un cuerpo en funcionde un parametro h viene dada por v = 4/64,4 h. Hallar
error en v debido a un error de 0,5 metrosen la medicion de h si este vale 100 metras. Sol. 0,2 m/s.

20. S un aviador vuela alrededor de la tierra a una altura de 3,2 kilémetros sobre € ecuador, calcular cuantos kilémetros
recorrera mas gue una persona gue la circunda por el ecuador. Sol. 20,2 km.

21. La precisién con gue se puede medir e radio de un circulo es de 0,001 centimetros. Sabiendo que se quiere obtener su
area con una aproximacién de 0,1 centimetros cuadrados, hallar d maximo radio con e que se puede conseguir dicha
medicion. Sol. Aprox. 16 cm.

22 Hallar el volumen V sabiendo que p¥ = 20y que la medidadep es5 + 0,02, Sol. 4 F 0,016.
23 Hallar el radio r sabiendo que F= 1/r? y que la medidade Fes 4 + 0,05. Sol. 0,5 7 0,003.
24. Halar la variacion del &rea total de un cono recto circular cuando (a8) permaneciendo constante € radio, aumenta su

altura en una cantidad muy pequea, (b) permaneciendo constante la altura, d radio aumenta en una cantidad muy
pequena.

arh dh he t+ 2r2

25. Hallar con cuatro cifras decimales(a) laraiz real dex® * 3x + 1=Q (b) la menor de lasraicesde e~= = senx, (¢) la
raizdex® 4-In x =2, (d) laraizde x —cosx =0 Sol. (a)-0,3222, (b) 0,5885, (¢) 1,3141, (d) 0,7391.



Capitulo 24

Trazado de curvas

UNA CURVA ALGEBRAICA PLANA es aquella cuya ecuacion puede escribirse en la forma general
ar Fox £ oyt +@etex +/ 2t ) =0

en donde u,(x) es un polinomio de grado n. Seguidamente veremos las propiedades de este tipo
de curvas.

SIMETRIA. Una curva essimétrica con respecto a
(1) €l gex, s suecuacion no variaa cambiary por —y;
(2) €l gey, s suecuacion no variaal cambiar X por —x;
(3) ¢ origen, s laecuacion no variaa cambiar x por —x ey por -y simultaneamente;
@) larectay = x (bisectrizdel primer cuadrante), s laecuacion no variaal intercambiar x conyy.

INTERSECCION CON LOS EJES. Los puntos de interseccion con el ge x s obtienen despegjando x
en la ecuacion y = 0. Los puntos de interseccion con el gjey se obtienen despegjando y en la ecua-
cion x = 0.

CAMPO DE VARIACION. El campo de variacidn horizontal es el de la variable x, es decir los intervalos
de x en los cuales esta definida la funcién.

.El campo de variacidn verticel es el de la funcion vy.

Un punto (x,,Y,) recibe el nombre de punto aislado de la curva 9 sus coordenadas satisfacen
la ecuacién de ésta, no sucediendo [0 mismo con puntos infinitamente proximos a él.

MAXIMOS, MINIMOS, INFLEXION Y CONCAVIDAD. Ya s han estudiado en & Capitulo 8.

ASINTOTAS. La asintota de una curva es una recta cuya posicion viene definida por e limite de una
secante cuando los dos de puntos de interseccion se aproximan indefinidamente a lo largo de ella.

Una curva tiene asintotas verticales cuando € coeficiente de la mayor potencia dey, escrita la
ecuacion en la forma anterior, es una funcion de x formada por uno o mas factores lineales(reales).
A cada uno de estos factores corresponde una asintota vertical.

Una curva tiene asintotas _porlzontal&scuando el COGfICI ente de li mayor potencia de X, escrita
la ecuacion en la forma ax» T (by T c)x-1 + (dy2 + ey T f)xn-2 . =0, es una funcion dey
formada por uno 0 mas factores lineales (reaes). Cada uno de estos factores corresponde a una
asintota horizontal.

Para obtener |las ecuaciones de las asintotas oblicuas:
(1) Sesustituyey por mx + b en la ecuacion de lacurva y se ordena ésta en la forma

apx" + ayx* P - agxrt 4 -- 4+ a,4x+a, =0

(2) Resolver el sistema de ecuaciones formado por a, =0y & = O, y hallar los valoresde my b.
(3) Para cada par de valores m y b se obtiene una asintota de ecuacion y = mx + 5.

S a = Q para hallar el valor de b se resuelve el sistema formado por a, =0y a, =0
para obtener (3).
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PUNTOS SINGULARES. Un punto singular de una curva algebraicaes aquel para el cual laexpresion
dy|/dx presenta la forma indeterminada 0/0.

L0)
dx  A(x)
ciones de factores comunes, se determinan las raicescomunesde g(x) =0y A(x) = O.

S (x4, Y,) €S un punto singular de la curva, s puede facilitar su estudio posterior efectuando
los cambios x = x"*+ xo, Y=Y 4+ yo,. En & nuevo sstema de coordenadas, el punto singular
esel origen (0,0).

Para hallar los puntos singulares de una curva se obtiene y, sin efectuar simplifica-

PUNTO SINGULAR EN EL ORIGEN. Laecuacién de una curva que pasa por €l origen se puede poner
en laforma

(@x + byy) + (@px* + baxy + cay?) + (a5x® + bax?y + caxy* +dp?) + - = 0

S g, = b, = 0d origen es un punto singular dela curva.

S a,=b, =0 no siendo nulos a, b, y ¢, Smultaneamente, & punto singular recibe e hombre
de punto dable.

S a=b=a,=b,=c,=0 nosendo nulos a,, b;, c; y d; simultaneamente, el punto sin-
gular recibe d nombre de punto triple y asi sucesivamente.

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DOBLES EN EL ORIGEN

A, ¢ %0
(@D} :C[_e SL)Jsgituye y por mx en € término a,x* + b,xy + cg?, obtenitndose (c,m® + bym
as)xe,
(2) Sedespgam delaecuacion cym® + bym +a, =0.

S las raices m; y m, son reales y distintas, la curva tiene dos tangentes, y = m;x
ey = m,x en el origen y & punto doble recibe e nombre de punto nodal.

Si las raices son reales e iguaes, la curva tiene una tangente en el origen y € punto
doble recibe e nombre de

(a) retroceso, siempre que la curva no continle desputs del origen.
(b) tacnodal, siempre que la curva contintie después del origen.
En algun caso, d origen puede ser un punto aislado.

Si las raices son imaginarias, € origen es un punto doble aislado.

'} v '} ¥ L4
. - . NI
[0 o o 0 / [4)
Nodal Retroceso Retroceso Tacnodal Punto aislado
Fig. 24-1

B. Cy = O, as * 0.
Se sustituye x por ay en € término a,x? + b,xy, y * procedecomo en A.

C. a,:szo,bg¢O.
El origen es un punto nodal y las dos tangentes son |0s ges coordenados.
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Problemas resudtos

ASINTOTAS

1. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva y*(1 + x) = x*(Q — x).

_El coeficiente de |la mayor potencia dey es(1 + x); larectax + 1 = Oes una asintota vertical. No tiene asintotas
horiwntales porqueel coeficientede la mayor potencia de x es una constante.

Para hallar |as asintotas oblicuas, sustituimosy por mx + b, obteniendo,
m Tt xetm +2mb—xt T oo+ 2mx T2 =0 (h

Se rm{;lJergahora el sstemaformado por lasecuacionesque resultan de igual ar acero | oscoeficientesdelasdos potencias
més altas de x

mf+l =0 Yy m'+2mb— 1 =0

Como las soluciones de este sistema son imaginarias, no hay asintotas oblicuas. (Ver Fig. 24-2.)

2. Hallar lasecuacionesde las asintotas de la curva x2 +y2 — 6x* = 0

Carece de asintotas horiwntales y verticaes, ya que los coeficientes de | as potencias més altas de x ey son cons-
tantes.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimosy por mx + b, obteniendo,
m* + Dx* 4+ 3(mb —2)x* + Imb*x + 6> =0 : )
Resolviendo €l sistef|_naformado pormat 1 =0ymi—2=0, resultanm = —1,b = 2. La'ecuacion de la asintota
oblicuaesy = —x T 2.

Sustituyendom = -2 yb =2en(i), laecuacionse transformaen —12x + 8 = 0. H punto x = 2/3 esla abscisa
del punto de interseccién de la curvacon su asintota. (Ver Fig. 24-3.)

3. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva yx — 1) — x2 = 0.

alEI coeficientede la méas altadey es(x — 1); larectax — 1 = 0 es una asintota vertica. Carece de asintotas hori-
zontales.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimosy por mx + b, obteniendo,

(m* — Dx* + m(2b — m)x* + b(b —2m)x — b* = 0 ()]
Resolviendo el sistema formado por m* —1 =0y m2b—m)=Q resultanm =1, b=§ym=—1b =—} Las
ecuacionesde lasasintotassony = x T ey = —x — &.
Laasintotay = x + 4, cortaalacurvaen un punto cuyaabscisase obtienede {3 — 2)x — } = Qesdecir,x = —f.
Laabscisadel punto de intersecciéndelacurvay laasintotay = —x — } esigua a—3. (Ver Fig. 24-4.)

PUNTOS SI NGULARES

4. Hallar los puntos singulares de la curva y*1 + x) = (1 — ).
Los términos de la potencia menor son de segundo grado; por tanto el origen es un punto doble.

Como ¢, # O esto es, hay término eny’, sustituimosy por mx eny — x* e igualamosa cero €l coeficientede x2.
obteniéndose m* — 1 = 0.

As pues m = +1 y lasrectasy = x e y = —x son tangentes a la curva en el origen. El origen es un modo.
(Ver Fig. 24-2))

8. Hallar los puntos singulares de la curva x3 +ya—6xt=0,
Bl termino de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble.

~ Como ¢, = Q sustituimos x por ay en e termino de menor grado e igualamos a cero €l coeficiente de y*, obte-
niendo i = 0. Hay una sola tangente, x = Q ala curvaen el origen.

~ El punto doble es de retroceso, ya que, cuandoy = —¢, laecuacion x? — 6x* — &* = O tiene, seglin la reglade los
(sgnos de Descartes, una raiz positiva 'y dos imaginarias,y en consecuencia, la curva no continia después del origes
Ver Fig. 24-3.)



126

TRAZADO DE CURVAS [CAP. 24

Hallar los puntos singulares de la curva y*x — 1) — x* = 0.
El termino de menor potenciaes de segundo grado; por tanto, € origen es un punto doble.

Como ¢, # Q sudtituimos 'y por mx en el termino de menor grado e igualamos a cero & coeficiente de x3, obte-
niendo m* = 0. E origen es un punto de retroceso, ya que aunque parax <0, y esta definida, para0 <x <1,y es
imaginario. (Ver Fig. 24-4.)

Dada la funcion y*x* — 4) = x4, hallar () los puntos singularesy () las asintotas.

(8 El origen es un punto doble. Comoa, =6, =0Y ¢, # O el resultado de sustituir y = mx e igualar a cero es
m?* = Q. El origen es un punto doble aislado, ya que cuando x tiendea O, y esimaginario.

(b) Lasrectasx = 2y x =—2 son asintotas verticales.
Para hallar |as asintotas oblicuas, sustituimosy por mx T b; resulta,

(m® — Dx* + 2mbx® + (b* — 4m?)x? — 8mbx — 4b* =

Resolviendo el sistemam?—1=0y mb=Q se obtienenm=1, b=0y m=—1 b=0 Las ecuaciones de las
asintotassony = x ey = —x. Las asintotas oblicuascortan a la curvaen el origen. (Ver Fig. 24-5).

TRAZADO DE CURVAS

8.

Estudiar y representar la curva y¥(l + X) = x¥I — x).
Simetrla. La curva es simétrica con respectoal ge x.

Interseccidn con losges. Cortaal gexenx =0y x =1 Cortaa
ejeyeny =0.

Campo de variacion. La curva esta definidaen el intervalo—4 <x
< 1y paratodoslosvaoresdey.

—_————

. xV1—x
Mdximos y minimos, etc. Lacurvaconsta dedosramas,y = ——~
Y Y VvVi+x
ey =— *VI—X paala primera de elas Y1 +2)=2'(1-2)
VIt x
Fig. 24-2
dy ] —x—x? ddy x—2 e

dax a+»¥qQ __x)u? y dx3 = I+ 0¥ — x)7?

—1+v5 (—1+ V?)\/V?—z)
7 2

Losvaorescriticosson x =1 y (1 + V/5)/2. El Punto( es un minimo.

No tiene puntosde inflexion. La rama es convexa.

(_1 +V5S 1+ VS‘)\/H)
2 ’ 2

Por simetrfa, hay un minimo en y la segunda rama es convexa

Asintotas. Larecta(ver Problemal) x = & esunaasintota vertical.
Puntossingulares. El origen (ver Problema4) es un punto nodal y lastangentesen él son lasrectasy = xey = —x.

Estudiar y representar la curva y® — x*6 — x) = 0. (Ver Figura 24-3)
Simetrla. Carece desimetria.
Interseccion conlosges.  Los puntosde interseccion X =Q x =6 ey =0.
Campo de variacion.  Esta definida paratodoslosvaoresde x ey.
dy 4— X dly -3

Maximosy minimes, €tc. 7 =m y I T AR G—x)i

Los valorescriticosson x = 0, 4, 6; € punto (0, O es un minimo y (4, 24/4) es un maximo. El punto (6, 0) esde infle-
Xién; la curvaes convexa a la izquierda y cédncava a la derecha

Asintotas. La recta(ver Problema2) y = —x + 2 es una asintota.
Puntossingulares. E origen (ver Problema 5) es un punto de retroceso; la tangente en €l esel gey.
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Fig. 24-3 Fg 24-4

10. Estudiar y representar la curva y*(x — 1) — x* = 0. (Ver Fig. 24-4.)
Simetria. La curvaes simétrica con respecto al gex.
Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccibnsonx =0 ey =0.

Campo de variacion. Lacurvaesta definidaen losintervalos—eo < x <0 y x > 1 y paratodoslosvaoresdey.

Maximos y minimos, etc. Paralaramay = x ;x—l- ,
Ay _ @3 gy 3
dx ~ 2—n" Y & T &EGE—D¥

Los valorescriticosson x = 0 y 3/2. El punto (3/2, 31/3/2) es un minimo. Carece de puntos de inflexion. La rama es

coéncava. Por Simetria, hay un méximo end punto (3/2, —34/3/2) sobre laramay = —x T Y esta rama es
x —
convexa.
Asintotas. Lasrectasx =1,y = x + 4, y = —x — } son asintotas. (Ver Problema 3.)

Puntos singulares. El origen es un punto de retroceso (ver Problema 6). Larectay = O es tangente en él.

11 Estudiar y representar la curva y*(x? — 4) = x*.

Simetria. La curva es simétrica con respecto a |os gjes coor- A\ } v i 4
denados y respecto del origen. N | | /2
: . | 7
Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccién son \\ | : ,/
x=0ey=0. \\1 17
Campo de variacién. La curvaesta definidaen los interval os AN ,’f
—w<x<—2Yy2<x<+oyenlos —wo<ys—4y | AN
4<y<tw. H punto (0, 0) es un punto aislado. -2; * §2 x
AN
Mdximos y minimos, etc. { ///0 AN :
X3 4 \‘]'
Paralaramay = —=——, x > 2, g N
Vi AR
dy _ x*—8x dty _ axt+32 i ! |~
dx = (—aynr Y o T (Ot -2 / ! If\\

El valor critico es x = 24/2. Larama es concavay en € punto
(24/2, 4) tiene un minimo.

Por simetria, hay un minimoen & punto (—24/2, 4) y méaxi-
mos en 10S(24/2, — 4) y (—24/2, —4).
Asintotas, puntos singulares. Ver Problema?.
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12. Estudiar y representar la curva (x + 3){(x% + y?) = 4.

i
~Antes de comenzar a estudiar la curva, tratemos de averiguar s l
tiene algun punto singular. En caso afirmativo se hace una traslacién de :
gjesde forma que e nuevo origen sea dicho punto. |
|
dy __ x+Det2+VHG+2—VF P |

dax xF 3y Parax =—2y =0 : \

d 0 | x

y Ti pr@entalaformaindeterminadaﬁ. E! punto (—2, 0) es un punto | J 1 2
singular. |
Haciendo el cambio decoordenadasx = x' — 2,y =y, laecuacién :
dada se transforma en y”(x’ T 1) T x’3 — 3x"2 =0. z'=-1)
Simetria. La curvaes simétrica con respecto al ge x'. z =—3:

Interseccibn con los ejes. Los puntos de interseccion son x' = 0,
X =3 ey =0 @t ty) =4

Campo de variacién. La curva esta definida en el intervalo
—1 < x' £ 3y para todos los valores de y'.

Fig. 24-6
Mdximos y rminimos, etc.
Paralaramay = M
Vx4 1
dy’ 3 —x2 dary’ —12

dx~ 3 —x)2(x’ + 1)3* y dx’?. (3 —x)¥ (x’ 4 1)%3
Losvalorescriticoson x* = 4/3 y 3. El punto (\/3_, v/ 64/3 —9) es un maximo. La rama es convexa

Por simetria, {4/3, v/ 64/3 —9) es un minimo de |a otra rama que es céncava.

1slntaras. La recta x’ =—1 es una asintota vertical. Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y' por
mx’ T b, obteniendo (m? + 1)x’®* + --- = 0. Carece de aslntotas oblicuas. (Por qué?

Puntos singulares. El origen es un punto doble. Cuando y' se sustituye por x’ en el término de menor grado,
y'® — 3x"? resulta(m®* — 3)x"%. Dem? — 3 = 0 sededucem = 4-1/3 y lastangentes(en punto nodal) sony' = +1/3x".

En el sistema inicial de coordenadas, (/3 — 2, vV 64/3—9) es un maximoy (v/3—2, —V 64/3 —9) esun
minimo. Larectax_ = —3 esunaasintota vertical. El punto (—2.0) es un nodo, |as ecuaciones de las tangentes, no-

dalesson y = +V3x + 2).

Problemas propuestos

Estudiar y dibujar las curvas siguientes.

13. x—2)(x— 6)y = 2x? 23, x(x— )y = x*—14 33, (x* + yH)? = 8xy

14 x3—x)y =1 249, (x+ 1)(x 4+ Dyt = x(x2—4) M. (x? + y)? = 4x%?

15. 1 —x)y = x¢ 25. y? =.4x%(4 — x?) 35, yt—dxy? = xt

16. xy = (x2—9 26. y* = 5x% + 4x3 36. (x2 + »)® = dxp(x? — Y
17. 2xy = (x*—1)3 27. y3 = x*(8—x?) 37. y2 = x(x—13)*

18. x(x*—4)y = x2—6 28. y® = x*(3 —x) 38. 3 = x(x—2)?

19. y2 = x(x* —4) 29. (x*—1)y® = x* 39. 3yt = x(x?—9)*

20. y3a =(x*—1)(x2—4) 30. (x —3Iy* = x* 40, x%® = (x—3)p

21, xy? = x? +3x +2 3. x—6)yr = x¥(x—4)

2. (x*—2x—3pt=2x13 32, (*—16)y* = x¥(x —2)



Capitulo 25

Férmulas fundamentales de integracion

UNA FUNCION F(x) cuya derivada, en un cierto intervalo del ge x, F'(x) = f(x), decimos que F(x) es
la primitiva o integral indefinida de f(x). La integral indefinida de una funcion dada no es Unicg;
por gemplo: x?, x& 4+ 5, x4 —4 son las primitivas o integrales indefinidas de f(x) = 2x ya que

a5 (x*) = X (x2+5)= % (x?* — 4) = 2x. Todaslas primitivasde f (x) = 2x estén representadas

por la expresion x2 +,C, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante
de integracion.

Laprimitiva o integral indefinidade la funcionf (x) se representa por medio del simbolo I f(x)
dx. Por gjemplo: sz dx =x2+C
FORMULASFUNDAMENTALES DE INTEGRACION. Algunas de las expresiones que figuran a con-

tinuacion se deducen de forma inmediata de las férmulas de derivacion vistas en capitulos ante-
riores. La férmula 25 se puede comprobar teniendo en cuenta que

d +1.2 Y = 2__,2
T %aarcsenantC = vat—u
En agunas férmulas aparece € signo de valor absoluto. Por gemplo, escribimos
du
5 f—d— = Injul + C
en lugar de
du du _
5(a). f? = mutc, u>0 5@ (¥ = m-u+c u<o
Y
10. ftag udu = Inlsecu| + C
n lugar de
10(a). ftag ude = Insecu T C, sendoutd gque secu =1
10(b). ftagudu = In(-secu) + ¢, sendoutd que secu= -1
1. f%[f(x)]da: = flz) + C 9, fcosu du = senu T C
2. f(u+v)dx = fud:c + fvdx 10. f tagu du = In|secu| tc
3. faudx = afudx, siendo a una constante  11. fcotudu = In|senu| +c
4 [u”‘du = ;:":11+C, ms» —1 12. fsecudu = In|SeCu+tagu|+C
5. du _ Inju| + ¢ 13. fcscudu = In]escu —ecotu| + €
un
1;. fa“du = -17‘11:;+ C, a>0,a+#1 14. fsec’udu = tagu+C
7. fe'du = e+ C 15. fcsc‘udu = —cotu + C

8. fwnudu = —cosutTC 16. J‘secutagudu = seeu T C
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3
.

o
b

-

-3
.

9. Calcular: (a) I(x‘ + 2 3x00dx, (B) [ 2 gy, (o) I

10.

11,

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION [CAP. 25

du
17. fcscucotudu = —ccu Tt 23. f‘_ = ln(u+1’u’+a")+C

vu®+at
18. f% = arcscn%t C 24. S‘/ufuTa; In|u+Vut—a| + C

du — -El;arctag%-i‘c 25. f\/a’—u'du = iu\/a’—u""z}a’arcsen%'l'c

9 a4 ut —

H

_duw _ 1 r i 11 ot = P
20. fu\/z_z’———;; = - arcsec— + C 26. f\/u +atdu = 1}‘u\/u +a
+ 4a*In (u + \/u’+a’)+C
a. (% = lln\“““] +C
uw—a 2a uta
27. f\/u’—a’ du = 1}u\/u —-a
2. (% = ;—aln‘“+“‘+c —;a-1n|u+\/u'-a-|+c
Problemas resudtos
S 3 — sy, — 22 — 3,:n
fx'dz——6—+c _ 3 fﬁdz_fz"qz_4/3+c-4z +C
dx _ - _ =z _ — -8 _.fi - 1/3
f?_fxzdz___l.}.c_ ..-f:c da:-1/3+C 3x.+C
f(2x'—5x+3)dz = 2fx’dz—5fxdz+3fd = g‘!:——-§x—+3:o:+C

fu—z)ﬁdx = f (@ — ") dz = f ardx — f 2rdy = Fa — g2 + C

f(ss +4)yrds = f(93'+ 248 +16)ds = 9(}#°) + 24(}s") + 16s + C = 38 + 125 + 16a+ C

|
/

3 3 __ -1
f—————x+5x 4d;¢ = f(x+5——4x")dx = lx’+5:c—4x + C = -;-::*+5::+%+C

z 2 -1
wiye @ [ Erme
Haciendoel cambio x* + 2 = u; tendremos du = 3x* dx.
(a) f(x'+2)’°3z'da: = fu’du = 4+ C = §z*+2)'+C
1 t % ) 2
)f(x'+2)"’a:’dx = %f(zs_};z)l/l.&vadz = %fu”’du - 5.'3‘?'{'0 = §(x’+2)'/‘+c
8z'd 1 _ _ 8 - _ 8/1 _ — 4
(c) f(x‘+;)‘ - 8'§f(”’+2) ‘3atdr = 5]“ du = —§<§“ '>+C = 3w T O

1 - 1 14 4
c f L —dy = —f(x'+2) "3z de fu-wau = ggu+C = g+ + C
Ve +e 3 8 33 °

Calcular J.3x\/1 — 2xtdx, Haciendod cambio 1 — 2x®* = u; tendremos du = — 4x dx.

f 3xy1 — 22 dx 3 (- %) f (1—2z*)' 2 (—dwdz) = -3 f wdu

- 1
_i.gum + ¢ = —i(l - 229 4+ C

8x2 dx

+ 3 dx
6x)'/"

Calcular I ((xx. Haciendoel cambio x* T 6x = u; tendremos du = (2x + 6) dx.

%f(x’+62)“"(2z+6)dz = 1fu~mdu

= .]_'._3_ 3/3 — i ] /3
= gt + C = 4(:1!+6:v;) + C
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3 2 — 1 23)1/8 > —_ 1 3 4 — 3

Vi—z2*zdx = -3 (1—-2)/*(-2zdx) = ---2-'2(1—::‘) B+ C = —»8-(1—2')"’ +C

f Vo —2ztdx = f (1—-2zzdy = -3 f (1— 2272 (—4z d2)
32—+ c = ~la-mtc
3 .

14. f(l_+_:f)_dz = -l—i%—dx = f(z‘”’+2z"’+x"’) dx = 2x2 4 ;xm + 2:!:”’ +C

x4+ 2x 1 _ , _ x Y
15. f(av+1)’ = f{l (x+1)’} o=zt gyt 0 o= A = z+1 €
FORMULAS 57

dr _ + de  _ diz+2) _ +o +
16. - = Injz| TC 17. 2343 = w3z - In|z T 2| C
18. —;— = lf-d—zf = -]lln|u|+C = l1n|2:a:-3|+C sendo u =2x—3 Yy du=2dx, O

2x—3 2 u 2 2 ! !

de 1 (d@2x—-3) _ 1 _a +
52~3 ~ 2) 2z—3 ~ aqniEe-8TC
19 fx‘-’-i“-‘- = 1284z _ sy gyt C = tnje -1 +Inc = meVF—1]
' -1 2) 281 i %

e*de  _ 1 ( —6ztdx _ _ o + _ c

2§ 1o s ) T2 §mj1-224 1 C In—ml

21,

—

22 :f 1 S +
fx+1da: (1+:“;,+1 dz x T Injz+1| C

22, fe"dx = —f e *(—dx) = —e-=t C U. fe"dx = %fe"wdx) = "3: +c

/ x Jx
5 foru - foam - J(E)e n [l fo(-E) -

~ellz + C

x 4 - )
2, f(e*+1)=e*dx = fwdu = Z—‘+c = (—6:1) Te sendou=e+1 y du=eds, o

S(ez+ 1Perds = S(er+ pdety - EE 4 ¢

de _ e *dx _ - _ -5 + — e
1 = 1+e_,€_ f1+e,— In(1+e %) C—ln1+e_+C

= z—In(l1+e) + C

El signo de valor absoluto no & predisa aqui, yaque 1 + e-* >0 para todos los valores de .

FORMULAS 8-17
8, fsen\}zdx = 2 fseniz*&dx

29. fcossxdx = %fcos&v-sdz = lsen3:a:+C

H

—2cosx + C

. 3
sen®zx
30. rsen’zcoszdm = fsen'a:(cosa:da:) = fsen’xd(sen:c) = —3—+C
31. ftag:r,dx = J‘wda: = _  —senzde _ —In|cosxz| + C = Injsecz| + C
cosx cos x
32. ftag 2z dx = —;—flag 2x+2dx = %ln |[sec 22| + C

33. fxcotx'dx = %f cota’ s 22 dy = %1n|senx'| + C
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- Sec z (secz + tag x) sec * tag z + sec? _ +
d = _ } = fi
34. fsecz x %cz +1ag « de = YR dx In | sec x agzx| + C
35. fsec\/;d—x = 2 fseca:”’-lx“”dx = 2In|secVz + tag Vx| + C
. Ve . 2
2 _ 1 ) . _ lag 2az 4
36. fsec 2ar dx = 2&f sec’2ax * 2a dx = a C
+
g1, | FE _coszry, = f(tagx+1)dx = Injsecz| Tzt C
. Cos ¥

sen y dy — f[ scvdy = +
38. f—cos’-y ag y y dy secy T C
39. f (1 + tag 2)*dx = S(I+2tagz+tagzz)dz = S(sec’:v+ 2 tag z)dx

= tag=x + 2 In |sec z| +c
40. fe‘cose'dx = Jrcose"exdx = sne + C
1 elcnszz

4 fe:icorlz sen2xdz = _—f e’“’"'(—6sen2x dZ) = 5 + C
42. f__'__dx l_ cosz = 1—-cosz g, — (csc?x — cot = csc x) dx

1T cosz 1 —cos’z sen?zx

= _cotztescz T ¢
43 f (tag 2x + sec 2x)' dx = f(tag’Zz +2 tag 2 SeC 2z + sec? 2x) dz
I‘(Zsec’2a:+ 2 tag 2x sec2x — 1)dx = tag 2z t sc2z -2t C

. du  _ sec’du * ddu  _

44. Jcscudu = senw f2sen-§ucos}u f tag ju = In|tag 4u| +c

45. f(sec4:c—l)'d:v = f(sec’4x—25ec4:v+l)d:v = }tag4x—§ln|sec4x+tag4x| +z+C

l d 1 L]
46. J‘secx;ie:(v:x:v = 3 Secazialg):eczdz = —bjilnla+bsecx| *C
dz - sen2zxde _ 1 sen 2z * g dx _ 1
4. fcsc2x—cot2x - 1—cos2x 2 T —cos2x ~ Zln(l—coszx)+C’
= }In(2sn 2yt c = %(1n2+2|n|scna:|)+C' = In|senz| T C

FORMULAS 1820

dx dz x
48. f &£ _ - arcsenz T C 51 f = arcsens +C
V1-—a? ‘/4_,:1 2
dr + dz  _ 4
49, 13 — arctae C 52. i -Ela'arc tag 3 c
dx dx 1 4dx 1 4x
50. f—- = arcsecz + C 53. f— = —f— = —arcsen— + C
N V25 — 162° 4J V5 —(dzp 4 5
dx _ 1 2dz _ 1 2z 4
54, P Ie f @ +3 6 arc tag C
55, f dz S 2dx = larcsec2s T C
2Vdax*—9 = 2xy/ (22) — 8 3 3
xtdx 1 3x? dx 1
56. —_— = = f——-— = Zarcsenx® + C
2
5T, zdz. _ 1 20dz_ _ 1. 1—arctag z2 4+ - \/_5 arc tag zig +c

3 2) @) +3 V3 V3 6 3
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" d
58. f———x—-— = 2f 22 dzx = }-arcsecx" + C = -l—arccosl, + C

zVzxt—1 2/ (@) — 1 (xa)z 2 2 x

dz — z+2 e“dx
50, —_ = zle = eex z
f i =Top aresen =, + C 60. fe"l'e“ fe"+1 arclag & + C

3x® — 42 + 3x _ * 4 3x?

xz—HdI = J<3Z—4+m>d1¢ = 2 — 4x + 4 arc Iagx+C

sec z tag x dz 1 (2secxtagzdr _ 1 . 2secx
0z 9tdsecz T 2 3 T (2secz)® g 2Te e T3 te
63 (x+3)dx _ x dx +3 f_ dz _ —\,/1—:::’)1L 3arcsenz T C

V1—z Vi-at V1—2? -

*(2x— Ty dx _ 20dx dzx _ 2 _1 e X
64. —Te - 719 7‘ persrr- i In (2% + 9) 3arctag3+C
O . | dy _ dy VB WERVE L

S +10y+30 = Ty +25)T5 — ) w+57+5 5 5
6 [ m— = f dz = f—d” = aresn®zttc

J V2ot er— V36 — (22— 8z + 16) V36 — (x —4) '

67. dx _ 2dx _ 2dx _ 1 2x+1

22 +2+5 ) dx'tax+10 @rF1iT9 — zaretg——sz— +C

z+1 2x+2 _ (2x—4)+6 1 ((2x—4)dx f dx

68. fx—4x+8 - 2fx’ 4x+8 - 2 —4z+8 dz = 3 x’—4x+8+3 x'—4x+8

(2::: 4)dx _ . +
2 41— dn 18 3f(2_2) 7 = %In(z 4x+8)+g-arctagz—5—2— C

El signo de valor absoluto no se precisa aqui, ya que x* — 4x + 8 > O para todoslos valores de x.

69. f—dz = de B J =~ aresenfiftc
V28— 122 — & V64 — (= T 12z T 36) Ved — (xT ey 8
20 z+3 de = 1 —2x—6 dx = _1 (—21‘-—4)—2@:
V6—dz— 2 2) V5 tz-2 2J s—tz-2
= _lj‘—%——“rdx+ fd—z
2 V5 —4x —2x* V5 —4x — x?
= _lf _—2—4 +f dz
2) Vo—tz—= Vo—@Teor
= —\/5—4x—x’+arcsenx+2+C
f _ 248 . 1J‘ _18z+27 (18z—12) + 39
9x*—12x + 8 9x*—12x + 8 9 0z’ — 122+ 8
_ 1 18x — 13[ da
= f&)x —12x+8dx+ Bz—2" +4
= —|n(922—12x+8)+ arctag3x 2+ ¢
9 18
73, f _x+2 _ 1 -—2z—4 _ 1" 22+4)—8dx
\/x—x 2.fv4x—x 4x—-x

1 — — x—2
e dx+4f = —\/4x—x’+4arcsen—+C
ZJ ;74x—x’ Vi-(z—2p¢ 2
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FORMULAS 21-24

dzx _ xr - d
w -l it - i
dx 1 1+x ¢ dx
4. dz_ = Iy b*’c 7. = In(z+Vz*+1) + C
2 J Ver+1
1 ,
75. mxdj'4)=""i\)ln :_ng"*'c 78. Jr ;x - = ln|x+\/x’—1|+c
Y . —
_ r dx ' j‘ 2dx 1
79. % - | == = sIn@z+ Vax*+9) + C
J Viazr +9 2J Jexp+ 3 2
g0 (%2 = 8392 _ lyys+Ver-25| + C
J Vozr—25 927 — 3
e (_dx  _ 1 8dz  _ 1 3x—4\
8. J gp—16 ~ 3J B2pP-16 s (3z7a| T ©
dy - 1J‘ _4dy 1 5+41‘
82 f26—16y’ B — 05—t
1, |(z+38)—1 4 1 x+2‘
f ’+6x+8 f(x+3)’—-1 - 21" (x+3)+1l ¢ gIn el
84 f ol zrE=al o oa iy
: 4x—x’ 4—(::—2)' 4 2 - (x—2) - in Tl
8. ds_ _ f ds = Injs+2+Vis+s| + C
Vs + 8 ViE+2)» -4
86 "x+2 - f2x+4 _ 1f 2z dx +2f dx
Vo +9 Ve +9 2) Vot Ver+9
= Vx'+9+2]n(x+\/x’+9)+0
2z—3 _ 1 (8—12 _ 1 8z dx 3[ 2dx
8. | % T 1) w-u® = 3) - 2J @=-1
= L -1 - 31/4—1 2z — V11
4 2x+\/1—1
88 f _ xz+2 _ lf _2z+4 f 2z + 2 dm+J‘ dz
) \/:c'+2x—— 2 \/'+2x-3 V& +22—3 Viz+1y — 4
= Ve+2x—3+ Injz+1+Va*+22-3|+C
_ 1 8x — 16 1 8z + 4 5f
8. f4x’+4x-— = ~5) rm3® = T8)wre-3"" (2x+1)’—4
' = -1 e 5, |2z~
= 1n|4z + 4z 3|+161 2% ¥3

FORMULAS 25-27
9. f VB —ddz = %n/zs—x' + 275 are sen

2+ ¢

5

ol f\/3—4x’dx = %f\/3—4x’-2dx = ;22” 3— 4z +—arcsen-—>+C
= -21—x\/3—4x’+%arcsen2x;[§+C i

92, j‘ Va*— 36 dx

%z\/x’—-.% —18In|z+Va—36| + C

51|+ ¢

[ CAP.

25
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w [ ViETEa = %f«mm ﬁ[‘r VEEE + Sin Wiz + VIR + €

= -;-x\/3x'+5+ ‘/_ln(\/Ex+\/3x*+ 5) + C

M. (Victz-wds = [Vi—@rDd = fVimmm-a + 2accsnifl 4 C
%. f\'“’—“%dx = %f Ver—17 +4-2dx

= %[2";1\/412—4x+5 + 2ln(2x—1+\/4x’—4x+5)] + C
_ 22-1 2
= T\/4x’—4x+5+1n(2z—1+\/4x—4x+5)+C

Problemas propuestos

Comprobar las siguientes integraciones.
96. f (42’ + 32"+ 2x+5)dx = z2*+ 2 +a2*+5x+ C

or. f(3—2:c—:c‘)dz = 8 —a'— 25+ C
98. f(2-—3x+x‘)dz = 2x — 32*/2 + x*/4 + C 99, f(x’—l)‘d:c = 26— 22¥/3 4+ x+ C

100. f (Vz—Jz+2/Vz)dz = §2** — iz* + 427 + C

101, f(a+x)’dx = Ja+a2r + C 112.f (@ +3)z*dz = 3@ +3)} +C

102 f (@—2%dz = -2 + C 113. f A—aarde = %20 —$a* + 427 + C
1os.f‘i—’f = —5+ C 14, f(z = = T + C
1°5-f‘/:—i—3 = 2V/z+3+C e [ (1-ads = z-qat+ 42+ C
1os.f Viz—1dz = §@Bz—1" + C 117.f (1-2)zdr = Ja* — §2° + §2* + C
107 f VZ—Bzdz = ~3@—3" + C 118. f (1—2zids = — J1-2% + C
108. f @' +3)rdzr = (2243 + C 119.f (@ —2)'@e—1Ddz = -2+ C
109.f (x—1)zde = }o*— §2°+ Ja* + C m'f % = %(t2+3)m +C

uo.f (@' —lzde = }(=—17+C 12‘-;%\/——{% = VeltZaod+ C

3
m. [ VIFVydy = A+ + C 122. f( Toam = met e

135
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1+ Vz ) 2 = _ 3 "
123,.I~——\/,;_—dx = §(1+\/E)3+C 147..fw = 21]’10(2’ +1), C>0
124.f Vz(3—bx)dx = 2+*(1—2) + C 148. f sen2xdr = —4cos2x + C
+ 1) (x—2 2 2
125..[ (x \)/g )de = gt - gt — 42 + C 149.f cosjrdr = 2sen}zr + C
dxz  _
126. § —7 Injz—1| + C 1so.f sec 3z tag 3z dx }tag3z + C
dx
127. V 3271 Fin |3z + 1] toc lSl.f cac’2zdz = -} cot2z T C
3zdx _ 3 .
128. J ryg = ghh(@+2)+C lsz.fxsec'z'dx = jtagz*+C
r*dr 1 o
129‘_ 1— 2} 3ln|1 2 +C 153.rtag’zdz = tagx—z2+C
130 f""ldz = z—2Injz+1 + C
*J r+1 - 154.f tag jx de = 2In [sec }=| +c
s +
131.J'M _itstompz+oto
e+2 dx = 2 155.f cse 3z dx $In|cscdz — cot8z| + C
z+1 1
lsz.f————dz = —-ln(z’+2z+2)+C i
zt+2zr+2 l56.f bsecaz tagaz dz = %ecaa: + C
dx
133, f( -~ ) ,\’ 2z —1 + C
22 —1
‘ 2"“ 2z +1 157.f (cosz —senz)'dz = z + }cos2z + C
l34-fa"dz =1 ¢
4Ina 1
l58.f senax cosar dx = Esen'az +C
135.f e*dr = e+ C 1 . 1
= ——cos'ax+C' = — —cos2ax + K
. e 1 2a 4a ,
136.J - dx —ze 4 C
,}59.J‘sen’z cos z dx jsentz 4+ C
137. f e ftigdy = —je " 4+ C
lGo.fcos‘zsenz de = —}cos’z + C
138. ‘ e dz = %e‘a + C
. c\lsl.ftag’zsec'zdz = étag'z"'C
139, j € +1ydr = fe' + 2 +z+ C
ot 162 § cot'3zcse?3zdr = - g eot*Sz + C
14o.f € -2)dz = o —==+ C

141, f @ T1yede
etx
142. f mdm
143.f <e’+l,>-dz
e

e"—1

144. f Py d
e?* — 1

145. f m dx

146, f

ye+r1p T
L+ +c

Se 42—+ C

22:

In(e+1 -2+ C

= In (e**+ 3)*® — -;—z + C

= ' C>0
-w/—)

n—-—
(1-vz)*

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

169, | ey

4(tag §o + sec §2) + C

1 — cos3x
164. fl"’cos!&z 3sn3z TC
165 J'L = z+21(cotaz — +C
. 1T secax = % (co ax — csc ax)

d z -1 1 X
lﬁﬁ.f sec atagadz = 2atag a+C

2
167.f ‘:‘:: g; %ln |tag 3z| tc
1
168. f?:c: = Zsec‘z'I'C

[CAP. 25



CAP. 25] FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION
169. f et*82r gee2 2 dx = et + C 176. f e %arc sen 32_x +c
v4—9x*
170. f et*832 003 3z dx jern= + C 177. f 2+ 4 arc tag F & +¢
171 dz Vo | ¢ 178 f s°"8x dr = -Larctag L4 + ¢
f\/__—xi - BresenTE ") 9t sen 4z 12 9 73
172, fs - arc tag \/_+c 179_IM = %arcsen (2tag x) T €
V1 — 4 tag’x
l73.f—dx— = L/_Earc secx-\;[g 180.J‘L = la.rc seninz** T C
/2 — 5 S - +C xVd—9in'z 3
¢ d g 5
174.{\/:”’2 = arcsene T C 181. 22°‘x,—+’;dx = %x’—x+§arctagx\/2—+c
-, — e z

2
182, f CO,S 2z dx = [ arc tag sﬂ__x +cC
senilz T 8 2\/2

2z + 6)dx — st o, + _9 z+3 4
SW.T 9 f—_m In (z 6x T 13) 2arc tag ) C

Hdr

2z — 3)dx
183'fx’+6x:)|:13

are tag e* + C

—1)de lf{ﬁx—d)dz f__m_ - —aat3 - Y2 3e—2 +
184, f3 4z - 3 6 3t 4z +3 — 9 1929 - n(3x 4x T 3) — arc tag 5 C
185,f$ = —VZTF6z—x T 3aresni=3+ ¢
\/27|6x—x’
186. f _(S—dx)dy v12x—4x’—‘78—%arcsen 2z—-3) + C
V12x — 4x2* -8
-9 3x+5
de n |22 + ¢ dz = &1n l+
187.\[2‘/—23 % x+2 lso-fzs_gx: 30 339""
1 — 2
188, f‘i"i_? 2x+3|+c 191, J'\/x+4 = In@+VeETd) + C
| 3
189.f9ﬂ—, lln1x+3‘+C 192. f_—da;— = lmjectviz—25,tC
— 6 =3 Y V4x* - 26 2

193.fﬁ6——§?dx = %x 16_9,;2\+§aresena—x+c
194.f\/x7—75dx = /e~ 16 —8In|z+Ve'— 16|+ C
195.f ViZ T 0dz = JaViz@'+90 + 2In 2z + Va4 9) + C
196.fmdx = Je—D)Ve=2z-3 - 2In|z—1+Vei-22—-3| + C
197.f VizTaz—zids = J(x—-2)UD Taz—a' + 8arcsen}a—2)FC

198.f Vaitdzds = MHx+2)Va'+de — 2In|z+2+Va'+4z| + C

199. f V2t — 8z dzx

200. f Véx — x dx

}r—4)Va*—8z — 8In|x—4+Va*-8z| + C

+ C

1§

%(x—3)\/6z-—m’ +§arcsenx;3



Capitulo26

Integracion por partes

INTEGRACION POR PARTES. Sean uy v funciones derivablesde x. En estas condiciones,
d(uv) = udv *vdu
udv = d(uv) —vdu

(i) fudv = uv—fvdu

Para aplicar (i) en la practica, se separa €l integrando en dos partes, una de ellas seigualaa u
y la otra, junto con dx, a dv. (Por esta razon, este método se denomina integracién por partes.)
Es conveniente tener en cuenta los dos criterios siguientes:

(a) Laparte que seigualaadv debe ser facilmente integrable.
®) f v d i no debe ser mas complicada que f u dv.
Ejemplo 1: Calcular f O e*dr.

Hacemosu = x* y dv = e** x dx; dedondedu = 2xdx y vV = §e*. Aplicandola férmula

Jz’e”dm = {xte” — f:ce"dx = jax'e —}e”'I'C

Ejemplo 2: Calcular f In (x2t2)dx

Hacemosu = In(x® + 2) y dv =dx; dedondedu =%‘fi y v =x. Por tanto,
fln(z‘+2)dx = zln(z*+2) — % = zln(x*+2) — f( :+2>
= zln(z*t2) — 22 T 2V/2 arc tag 2/V2 +c (Ver Problemas 1-10)

FORMULAS DE REDUCCION. Las formulas de reduccidn permiten simplificar € célculo cuando se
haya de aplicar laintegracion por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9) En generd,
una formula de reduccidn es aquella que da lugar a una nueva integral de la mismaforma que la
original, pero con un exponente mayor o menor. Una férmula de reduccion es til si, finalmente,
conduce a una integral que se pueda calcular facilmente. Algunas de las férmulas més corrientes
de reduccién son:

du _ 1 u 2m —3 du
(A) . (az + u2)m - a,{(zm — 2)(“' + u’)"‘" + 2m 2 (a. e u‘)"" } s m # 1
(B) [ (@ *u)du = 1t(281;i+u'1)" + Z?nmf;*l f (@alxu)'du , m#*—112

m¥*1

(C) I-(uﬂa’)"‘ = ——l— 2m -3 —ndu —t
B Em-2)((= )’ * em=2 ) G-a -

f (@ —a¥)™du = “(;‘:n__l_a;)" — 2?;":’1 f (W—a® )™ 'du , m=+*-1/2

(E) fu"‘e'"‘ du = %u"‘e“ - % fu”‘”e"“ du
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m—1 '

(F) fsen"‘udu = -—%n  ucosu + m—1 ’sen"‘“’udu
m m .
m—1 —_

(G) rcos"udu ~ cos™'msnu , m—1 f cos™ U du

m m

* ™l n-1 — *
(H) ‘sen"‘ucos" wdy = 30 ucos ‘u 7 1 sen™u cos™ "t u du
. m+n m+n

sen” 'Ucos®'U 4 m—1 (°
- - ¢ + sen™~Ty cos"udu, M+-n
m+n m+n.

(I) fu"‘ wnbudu = —%cosbu + % ’ u™"! cos bu du
J) fu"‘ Coidbudu = u—t: xbu — Ju"‘“scn bu du

(Ver Problema11.)

Problemas resudtos
1 Cadcular stenxdx.

Podemos seguir los siguientescaminos:
(@) u=xsenx, dv=dx; (b) U=senx, dv =xdx; (C) u = x, dv = sen x dx.
(a) u=xsenx, dv=dx. Portanto du =(senx + xcosx)dx, v=x, y
stenxdx = x°*xsenx — J x(sen x + x cos x) dx

La integral que resulta es menos sencillaque la original por la cud se descarta este camino.

(b) u =senx, dv=xdx. Portanto du =wsxdx, v=§x3, vy
stenxdx = jx*senx — J §x* cos x dx

Laintegral que resultaes menossencilla que la original y también descartamos este camino.

(c) u=X, dv=senxodx. Portantodu = dx, v=-—cosX. y

stenxdx = —xcosx—J—cosxdx = —xcosx+senx + C

2 CaIcuIaeré dx.
S| u=x, dv=e"dx. Entonces, du=dx, v =¢e? y
Jxe‘dx = XeZ—Je’dx = xe*—e*+4+ C

3 CalcularJ x*In X dx.

3
Sea u = In x, dv = x*dx. Por tanto, du = %,V= %, y
x3 x* dx x3 1
2 - —_— . AN —_— 2 = - —_— . y3
Jxlnxdx 3lnx J3 x 3lnx dex In x 9x +C

—

4 Cdcular J xV1 + xdx.

Haciendo u = x, dv = V1 + xdx. Tendremos du = dx, v = §(1 T x)*», y
Jxvmdx = %x(l + v — % J(1+ X)¥ dx = %x(l + x)ve— % Q+xntc
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s, Calcularﬁrc sen x dx.

Haciendo u = arc sen x, dv = dx. Tendremos du = dx/v/1— X2, v = X, y

jarcsena:dz = zxarcSinz — r vde xarcsenx+\71tx’+c

J ica

6. Calcular / sen?x dx.

Haciendo u = senx, dv = senxdx. Tendremgs du = cos Xdx, v =—WSX, Y
J scnfzdx = — SeNzcosx + écoszx dx
= —senxcosx+S(1—Sen2:v)dZ = —J‘,senZ:c'l'J.d:v— [sen’zd:c

Pasando a primer miembro la integral del segundo,
2fscn’:cda: = —dsen2zx +x+ C fscn’:cda: = ;}’x—isen2x+C
7. Calcular f sec® z dz.

Haciendo u = secz, dv = sec?z dz. Tendremos du = secx tag z dz, v = tagz, y

fsec*‘x de = seertagr - J SeCrtag’ xdr = secz lagz — Nsecz(sec*r — 1)dz

= SeCxtag x — fsec’:cda: + j sec x dx

Por tanto 2[ sec’zdr = Sxztagz T ‘ seCxdx = Sertagx+|n|s'ec:c+tagx|+C’

Y

y ‘ sec’x dxr = J{secxtag x + |n|src:c+ tag x| } +c

8, Calcular I 2? sen x dx.

Haciendo » = z?, dv = senx dz. Tendremos du = 2xdz, Vv = —cos z, y
fxzsenxdz = —x”cos:c'l'Zj.xcosxdz
Haciendo en la integral r@ltante U=2 y dv =coszdz. Tendremos du=dz, v =seng, vy
,.x'sen:cdz = —x’cosx+2{zsen:r— ‘scn:cd:r-}

= —2tcosz T 2xsenzt 2coszt C

9. Calcular I‘x’e" dz.
Haciendo u=2z3 dv = e**dz. Tendremos du = 32*dz, v=4e*, vy

f xde**dr = %x’e” - %f x%* dx _

Haciendo en la integral resultante u = «? v =e*dz. Tendremos dw = 2xdz, v=4e*, y

y d
= 1 s _ 3 3 2
Sxaegr d:c — %Z ez; — *{ 2 2r f xelxdx} = Ezse! —_ Z,zzel.: + .2_f xe! dx

Haciendo en la integral resultante Ul= = dv=¢ dz. Tendremos du=dz,v = 4e*, 'y

S e dr = %x’c” _ %x?ez: + g{% et — % f £%* dx}
3

3
— %xsezz — _47:!?;62: =+ _%xeu — ¥ + C
10 i _zdz_. Tendremos du = dz, v = 1 Y
+ (a) Haciendo =«, dv = @) = (2m=2)(a®= )™’
I :c’ dx +x “+ f
(a’ -+ x!)m = (2m — 2)(0," -+ xi)m—! om — 2 (a,’ -+ xl)m-!

(b) Haciendo u=x, dv = g(a? = 2?)™-*dz; Tendremos du=dz, v = %(a’tx')'", y

.]- x’(az -+ xz)m—l dl.‘t — t_z(az “+ x2)m e 2__1"_1 ‘f (a’ -+ xi)m dx

2m
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11 Hallar: (a)fw, ® [ @+ ds.

(a) Como laférmula de reduccion (A) reduce a una unidad € exponente del denominador, aplicandolados veces
resulta:

dz _ x 2 J‘ _ x 2 z
A+ - 31+ x’)”’ 1+ x’)”’ = 3(1 + 20)® + 3 1+ 2% + C
(b) Aplicando laférmula de reduccién (B),

f @+a9ds = L@z + 2 f (9 + 2% dr

2(9 + 2 + 2 {z(9+xl)1/! +9ln(z+ V9+=x')} + C

Alv-

Problemas propuestos

% rag 3x,— L In |sec 3z| tc
3 9

1 f:ccoaxdz = zsenz Tcosz T C 13. I‘xsec’&tdz =
14. farccos2:|:dx = xarccoa2z—-§m+0

\15. farctagxda: = xarctagx—]nm'l'c

16, fx'\/mdz = —ds(1—zasrt12:18)t ¢ 17. f(“l”’;‘i’;, = Ifz+c
18.'fxarc tagz dz = 4(z*+1)arctagz - 1&:z:'I'C

9. [(aterdn = —fen+gstp +C

20. fsen’x dr = -§ cos’z — sen*x cosz + C

Noi. fz’sen:cdz = —z*cosxz T 3z2senz T 6z cosz — 6scnz + C

—_ 2
2, f zdz _ 2bz-20)Vatbz 23. f dz_ - 2(3x’—4x+8)\/m+0

B 1+.z: 15

Va+ bz 3b*

24. fxarcsenx’dx = iz’arcsenx""é\/l—x‘%-c
25, fsenxsen&cd:c = ﬁsen3xcosx—gsenxcos3x+0

26. fsen (Inz)dx = 4x(seninz — coslnx) + C

e°* +
21, f e*cosbrdx = (bscn l:x—l- bza cos bz) +C

28, feusenbxdx — e“(aS’.:nl;zT—bcosbx) + C
azT b*

g v
29. (a) PO['"endof a—dﬂ:_ = f (a'z+_x)"—x = ‘I z,. ; ::: f ( a* du yapllcandoel

(@ = )" (a2 )" a2
resultado del Problema 10 (a) deducir la férmula de reduccion (A).

()] Poniendof (@xa)™dx = a° j (a2x 2~ 1dy = S zi(a? = 2)™~tdx y aplicando el resultado
del Problema 10 (b) deducir la férmula de reduccion (B).

30. Deducir las férmulas de reduccién (C)-(D).
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dx _ x(6—32% , 3 1+«
3. f =2y ~ sil—=z9 "1™ il—:c

dx _ x
+ C 32. f m - 4(4 +xl)—l"2 + C

33. I (4—a*)*der = }2(10 —2*) V4—2* + 6 arcsen jr + C
dx . 1 x(32? — 80) 3 x—4
. f(x’—lﬁ)’ - 2048{(1"—16)’ tgl z+4{}+ ¢

35. f(x’—l)“”dx = Fx(8r'—~262"+33)Va’—1 — S Injz+Va*—1] + C

36. fsen‘xd:: = §x — §senzcosx — }senzcosz + C
37. fcos“:cdx = Ils(Scos‘z+4cos’x+8)senz + C
38, fsen’x cos’zxdr = —}cos’x (sen’z + %) + C
39. f sen*zcos*rdr = Lsen*x(costz + 4costz + £) + C
Otro procedimiento til en 10S casos mé complejosy |aboriosos de esta seccion, resulta al considerar queen (ver
Problema 9)
(i) S ze*dx = Jae’* — Bt T fwe* — g + C

los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte-
grando x3eP. Asi pues,

(if) I x%¥ dx = Ax%% 4 Bx%* 4 Dxe* + Ee¥* + C

derivando
Y x%® = 24x%et T (3A T 2B)xter=+ 2B+ 2D)xe +1 (D + 2E)eP

| dentificando coeficientes, tendremos
2A=1, 34+4+2B=0, 2B+ 2D =0, D+2(E=0
DedondeA = §, B=—34 =~—4, D= —B =%, E= —}D = —}. Sustituyendo A, B, D, E en (i), obtenemos ().

numeEriteﬁnn}it)ogg tsg E]L&egse gﬁcleircgrmgl. el célculode I f (x)dx siempre que al derivar repetidamente f(x) se obtenga un
40. Calcular J eMCoS 3y dy — 1 et*(3sen3x T 2ws3x) + C haciendo
I et cos Ixdx = Ae*sen 3x + Bet* cos3x + C
41. Calcular J e¥(2send4x — Scos 4x) dx = Y4 €' (—14 sen 4x — 23 cos 4x) + C haciendo
I e¥(2sen 4x — 5cos dx) dx = Ae**sendx + Be'*cosdx + C

42. Calcular I sen3xcos 2xdx = —/,(2sen 3x sen2x T 3cos 3xcos 2x) T C  haciendo

J.senchostdx = A sen 3x sen 2x + B cos 3x cos 2x
+ Dcos3xsen2x + Esen3xcos2x + C

43. Calcular J- e*x*sen x dx = [25x*(3senx —cos x) — 10x(4sen x —3cosx) + 9senx —13cosx] + C

£
250
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Integrales trigonométricas

LAS | DENTI DADES que se utilizan en la resolucion de las integrales trigonométricas de este capitulo
son las siguientes:

sen? x T cos'x = 1
1t tag! X = sec* X
1+ cot'x = ese?x
sen® X = $(1 — cos 2x)
cos? x = 3(1 + cos 2x)
sen Xcos X = jsen 2x

sen x cos y = fsen (x — ) + sen(x + »)]
sen X seny = }lcos (x— y) —cos (x T y)]
cos x cos y = §[cos (x — ) + cos (x + ¥)]
1—cos X = 2sen® §x

1+ cosx = 2cos* }x

1+senx =1+ cos(Fn—x)

oA wN PR
BEBow~

Problemas resudtos
SENCS Y COSENOS

1. fsen’xdz = f%(l—cos%)dm = 4x — }sen22 + C

2 fcos'3xdx = S§(1+coaez)dx = 32+ Lsnézr T C

(2]

3 fsen'a:d:c = fsen’a:sen:cdx = f(l—cos’a;)sen:cdx = —cosx + }cos’zx + C

4, fcos‘:cdz = Scos‘zcosxd:c = S(l—sen'z)’cosxdx
f cosx dx — 2f sentz cosxz dz T Ssen‘:ccosz dzx

senz — gsenx + $sen*z + ¢

1!

i

3. f sen*z cos*z dx = f sen®*z cos’x cosx dx = f sen®x (1 —sentx) cos x dx
= fsen’xcosxdx—fsen‘xcosxdx = 4§sen’z — }sen*z + C
6. f cos*2x sen?2x dx = S cos'22 sen*2z N2z dx = f coa* 2z (1— cos’.2x)wn 2z dx
= f cos*2x sen 2x dxz — Scos‘ 22 sen2x dx = —T‘Ucos’ 2z + -ll‘cos' 22 + C
7. f sen®3x cos*8x dx = f (1 — cos® 3x) cos® 3z sen 8x dx
= f cos® 3x scn 3z dx — Scos’3x en3xrdx = —{scos'&c + ﬁcos'&z + C
()
f sen®3x cos*3x dxr = f sen®3x(1 — sen*® 3x)* cos 3z dx

= f sen®3x cos 3x dx — 2f sen® 3z coa 3x dx + Ssen' 3x cos 3x dz

Tlfsen“:i:n: - %sen‘3z + 2 sen® 3z +c
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z — —sent X z — xr _ R
8. f cos’3 dx f (1 sen 3>cos3 dx 3sen3 sen 3 + C

9, fsen‘:cdz = S(sen’x)’dx = -i—f(l—cos&'c)'dx

-1 1 1 2
= 4fax 2Icos2xdx+4fcos2xdx

_ 1 _1 .l.f +
= Zfdx 2fc052zdx _/F’S (1T cos 4x) dx
1

_ 1 1 1 =3, _1 1
= Ix—4sen2z+8x+325en4x+c = g% 4sen2:c+32sen4x+C
10 fsen’:ccos’zda: = 1 sen?2z dxz = lJ‘(l—-cos4z)d:¢: = la: - -1-scn4x + C
. 4 8 8 32
11. fsen‘Sx cos’3x dx = f (sen? 3z cos®3x)sent3x dx = %f sen? 6x (1 — cos 6z) dx
— lf sen?6x dz — lJ'sen’ﬁa: cos 6z dz
8 8 B
= L [ (1 — cos 12z) dz — lfsen*‘ez ros 62 dz
16 . 8
= 1. _ 1 _ 1 s
= 167 192 sen 12z 1aa 5" 6z + C.
12. f sen3xsen2x dx = f%{cos (3x — 2z) — cos (3x+2::)} dx = 9 f (cos x — cos bx) dz

= ;Z-Scn:c - isenﬁa: + C

10
_ 1 + + _ 1 1
13. sen 83x cosbr dxz = E{Scn (8z — 5z) T sen 8z T bx)} dz = 7 cos 2z — 16 cos 8 + C
_ 1 + _ 1 1 +
14. cosdz cos2z dx —= 5 (cos2x T cosbz)dz = 7 sen 2z + 1—2 sen 6z C

15. [\/l—cosxdx = \/Efsenéxdx = —2\/§cos~§x+C

b. f (1 + cos3x)¥*dz = 2\/§f cos’$z dz = Zﬁf (1 — sen®$z) cos $z dx
= 2\/§(§ senz — 2 sen'$a) + ¢

dx o dax V2 dz _
b —1/ - = o VT r—z)d
1 — sen 2z f V1 — cos (4= — 22) 2 f sen(}7 — ) 2 f csc (}r = 2) dz

Y

__‘/gln|csc(i1r—:c)—cot(iw—z)[ + C
2

TANGENTES, SECANTES, COTANGENTES, COSECANTES
18. ftag‘x dx = S tag*x lag®’zx dz = S tag?x (seetx — 1)dz = S tag?z sec’z dz — S tags z dz

= ftag’zsec’zd:c—S(sec’x—l)dx = }tag’z — tagz + x + C

19. f tagdx dx = S tagdzx tag?lzx dx — f tagd x (sec* x — 1) dx

f tag x sec’z dx — S tag3x dx = S tagdz sec’zr dxr — S tag x (sec®z — 1)dz

jtag’x — }tag’x + In |sec 2| +c

2¢. f sec* 2z dz S sec?2z sec? 2z dz = f sec® 2z (1 + tag? 22) dz

f sec’ 2z dx + S tag?2x sect2x dx = %tag 2z + %tag’Zz + ¢

27
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21. f tag?3x sec' 3z dx f tag® 3z (1 + tag? 3z) sec® 3z dx
= f tag’ 3z sec* 3z dx + f tag® 3z sec’Bx dr = L, tag'3x + ftag®3z + C

22, j tag*x sec’x dx = f (sec’z — 1l)sec*z dx = f seczxz dx — f sec’ x dx

{sec*rtag 2 — fsecxtag® — §Inlsecx + tag x| + C . integrando por partes.
23 f tag32x sec?x dz = f tag? 2z sec? 22 ¢ sec 22 tag 2% dx
= f (sec? 22 — 1) sec? 2z » sec 2z tag 2z dx

= f sec* 2z - sec 2x tag 2x dx — S sec? 2x ¢ sec 2x tag 2x dz

= i‘—osec’2x — }sec®2x + C

24, f cot?2z dx = S cot2x (csc*2x — 1)dx = —}cot’2x + 31nfesc22 +c
25. f cot'3z dx = S cot'3x (csc*3x — 1)dx = f cot? 3z csc? 3x dx — S cot? 3z dx

= f cot? 3x csc? 3x dx — f {cse?8x — 1)dx = —%cot’3x + }eot3x + x + C
26. f escfx dx = f esctz (1 + cot’ x)* dx

J esctr dx T 2I cot*z csc?x dx T S cot* x cac® x dx

—cotx — gcot’z — fecot®zx + c

27, I cot3x cse*3x dx = f cot 3z (1 + cot® 3x) esc? 3x dx
= f cot 3z esc?3x dx + S cot*3x csc’3rdxr = — }cot?3x — Tl§c0t4 3x + C
28. J cot*x ese*x dx = S cot’x csc*x *cscxcotxz dz = f (csc' * — D csc*z ¢+ csc « cot x dx

SCSC”‘"CSC‘”COU’dZ - Scsc“x'cscxcotxda:

—lcsc’'x + Lescix +C

Problemas propuestos

29. [cos’z dxr = %x + i-sen 22 + C 30. fsen‘2x dxr = }cos’2r — %cos 2x + C
31. fscn‘2x dx = §z — ﬁsen 4 + lysen8Bx + C
32. fcos‘%x dx = 4§« + dsenz + fesen2z + C

33. f sen"x dx = %cos"x}— gcos’x 4+ cos’x — cosx + C
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34. fcos‘&xdx = i—%x + §senz + 3_355en2x — Ql—dsen’:c + C
35. f sen*r cos*r dx = {§sen’zr — gsen*x + lsen'z + C -
36. fsen':c cos’zdr = }cos*z — jJcos’r + C

37. fsenaz costzdz = cos'2x — ;A cos2z + ¢

38, fsen‘:r cos*zdr = 1-;-5(3:1: — sen4x + } sen 8z) +cC

3. I sen2z cosdzx dr = }cos2x — jcosbx + C

40. fcos3x cos2zxdx = Jsenz + Jssenbz + C

41, fsen5x5cnx dz = jsendxr — Jysenbz + C

42, ;_oi;;:—z = senzt %sen'x tc 43. f dz = —%cot”’x +c

cos? _ 1l a, +
44, fsen“zdx = CsCz — ZcC'x C
45, f z (CoPz? — sen?2?) dz = 15 (senx* * cos z%)(4 + sen 2z%) + ¢
46. f tag’x dx = 4 tag*z + Infcosz| + C

47. f tag? 3z sec 3z dxr = %sec'&x' — §secd3z + C

48. f tag¥*z sec'zdr = § tag¥’z + § tag”’z + C
49, f tag'z sec'zdxr = | tag'z + } tagtx ulle 53. f esc'2zdx = — §cot2x — } cot'2zx +cC
secz \' 1
50. f cot’zrdzx = —}cot’z — Injsenz| + C 54. f(tag x> dx = ~3Tg%z tang +C
s . _ ‘ R cot*x _ .
51. cot*zcsc'zxdr = —}cot'z — jcot’z +C 55. — —dx = —senz —csczxz +C
cse x
52. f cot’zesc’xdr = —3esclr + fesc’z + C 56. J‘ lag x Vsecxdr = 2ysecz + C
57. Aplicar |a integracion por partes para deducir |as férmulas de reduccién
" - 1 m-2 + ‘m_—2 -3
(a)fsec u du 7 see U tag u m_lfsec u du
() f csc”udu = — 1 ese™ *u cotu + m=—2 f ese™ u du
m-—1 m—1

Aplicar las férmulas de reduccion por partes del Problema 57 para resolver los Problemas 58-60.
8 fsec’xdz = J4secxtagzx + 3 In|secx + tag z | tc

59. fcsc?xdx = —lecsc’zcotx — $escxcotr + §In|cscx —cotz| + C

60. fsec‘xd:c = ksec‘a:tagx"'ﬁ,sec’ztagx"‘,ﬂstagx"'C
= %xag’x+§tag’x+xagx+C



Capitulo 28

Cambios de variable trigonométricos

UN | NTEGRANDQ, que sea de una de las formas, va? — b3, Va® + b%u? 0 /bt — a?, s puede
transformar, S no contiene otro factor irracional, en otro formado a base de funcionestrigonomé-
tricas de una nueva variable, efectuando los cambios siguientes:

Para hacer é cambio para obtener
va? — bu? u= %SHM av'l —sen®z=acosz
va® + bu? U= % tagz ay/'1 + tag?z = asecz
Vbiu? — a? u= %Se(:z avsectz —l=atagz

En cada caso, la integracion conduce a una expresion en funcion de |a variable z. Paraobtener
la solucion correspondienteen funcibn de la variable origina no hay mas gue deshacer & cambio,
es decir tener en cuenta las relaciones pitagbricas en todo triangulo rectangulo, como se indica

en los problemas resueltos.

Problemas resueltos

1. Caicular f—di’—.
V4 + 2?
Haciendox = 2tag z; tendremosdx = 2sec?zdz y /4 + x* = 2secz.
f dx = 2 sec’z dz _ lf sec z
N (4 tag® 2)(2 gec 2) tag? z
1 can-3 = - : Fig.28-1
4Jsen zcoszdz = 4$1nZ+C = 44+ x +C g

2
2, Calcularf z dx .

Vai—1
Haciendox = 2secz; tendremosdx = 2secztagzdz y v/x*—4 = 2tagz.
X s
f 2 ﬂ;gg’; 4f sec’z dz #d
\/xs_4da: J (2secz tagzdz) =
8 +21n|secz+tagz|+C z >

ec z fagz

l_ -—
dzva*—4 + 2Injx + Vat—4| + C Fig. 28-2

it

— : ]
Caicular f —Vgx“’” d

Haciendox = gsenz; tendremos dx = % coszdzy /9 —4x® = 3cos z.

147
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MY P ]
f\/Q x-4z iz = 3c°sz(§coszdz) _ 3fcos

#senz §n 7
1 sen?; : 2z
_ 8y ——dz = 3J cscz dz — 3J senz dz
— sen 2
z
= 3In|cscz—cotz|+3cosz+C Ny
- — 423 .
N R N = . Ao 283
f dx
4. Calcular V9 + 422
Haciendox = % tag z, tendremosdx = %sec’zdzy V9 + dx* = 3cz. <
X
(

dz # sectz dz iJ‘
S f e = csc 2z dz
J.:t:\/9+4=at:‘ 4tag 2+ 3 secz 3
Vo + 4zt —3 3
[

= %In|cscz—cotz| + o

Fg 284
5. Calcular f (16_—de
x
Haciendo x = —sen z, tendremosdx = —cos zdz y v/ 16 — 9x? = 4 cos z,
(16—9sY*dz = [ 64costz-$coszdz _ 243 (" cos'z ’ 3
J‘ z* ™ 498 cen 16 sen®z
. 2
243 cot*zesctzdz = —%cot’ + C : V16~ 6
15 80
_ 243 (16 —92%) = _ .1, (6—9s5" Fg 285
80 a3 T C < 80 z®* +C ¢
]
6. Calcular f zdz_ = = '
. —_— —(x — 1)
Viz—a 1—@-1 . 1
Haciendox — 1 = sen z, tendremosdx = cos zdz y A/ 2x — x? = cos z. z-1
2dz 1% senz) z
J‘ﬁ _ f(coTz)coszdz = S(1+senz)'dz \\_‘ . Vez -2
= J (++ 2senz — Jcos2z)dz = Bz — 2cosz — }sen2z + C Fg 28-6
= faresen(z-1) — 2V2xr—2* — }{z—1)V2z—2? +cC
= garcsen(z—~1) — Mz +3)V2zr— 2 + C
dx = dz
7. Calcular f (4z* — 24z - 27)3/: f '{4(;;?3)’79}8/1..
Haciendox — 3 = %secz, tendremosdx = ;sec:tagzdz y Vax*— 24x T 27 = 3 tag z.
" _ dsecz tag z dz
(4z* - 242: +2n 27 tagdz
%
= fsen"z cos z dz % Vaz' - 24z + 27
18
z
= —gcsce tcC

Fg 287

-1 z-3 + C
92z — 24z T 27
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Problemas propuestos

X

dx
= + C
J- 4 — 2" 44—zt

- - —_ el
f—-——v%’:xd:c 51n 5——55—” +V2%-2 + C
o (& = -YEoT 4.
O J‘:l:’\/a,’ -t - a'x

11 f\/:c’-i-t!dx = ez’ +4 + 2In(x+V2'+4) + C

12. f( o' dz = z — aresen = z + C

a -_— x!)!/l a. — x a

13. f\/a:'——wx = javr'—4 —2In|z+Ver—4| + C

Vet [ S oS CRNHpe:
14, f”—“dx = Vit +2m¥tIf "%, ¢
¥ ¢ Vat+z*+a

zt dx _ x®
15. f @-z" ~ 12@-—=z)" + C

dz x
= +C
e
9—at
17. f .\/_—,, Ty +C
18. f\/_i‘ﬁ_’___ = %x\/z'—16+81n|x+\1z'—-16]+0
. z?— 16

19. f 2Varl—atdx = %(a! — ) — %‘. (a*— 2" + C

20. f—d’—— = m@e—-2+Vrr—4z+18) + C
x?— 42+ 13

dx zx—2
2 - =2 _4+C
21. f {4z — "7 iz — o

dx 1 x x
22, —(9+x')' = aarc tag§ + -—18(94-:0') + C

Aplicar la integracion, por partesy € método de este capitulo, en la resolucion de los Problemas 23-24.

23. f x arcsen x dx 4(22*—1) arcsenx + {x\/l—x' + C

24. f x arcCOi x de = }(22°— 1) arccosz — jzvl—2* + C



Capitulo 29

Integracion por descomposicion en fracciones simples

UN POLINOMIO EN x es una funcion de la formaage + a2 +- - -+ 4,,x T a, en dondelos
coeficientes son constantes, a, # O y » un nUmero entero y positivo cualquiera, incluido € cero.

S dos polinomios del mismo grado toman iguales vaores numéricos para todos los vaores
de la variable, los coeficientes de los términos de igua grado de ésta, en anibos polinomios, son
iguales.

Todo polinomio de coeficientes reales s puede expresar (al menostedricamente) como producto
de factores reales lineales, de la forma ax + b, y de factores cuadréticos reales irreducibles, de la

formaaxd + bx + c. .

~

UNA FUNCION F(x) = % en la que f(x) y g(x) son polinomios recibe el nombre de fraccién ra-
g\

ciond.
S d grado de f(x} es menor que € de g(x), F(x) recibe e nombre de funcion propia; en caso
contrario, F(x) s denomina impropia

.Toda fraccion raciona impropiase puede expreﬁr (a menos teorlcamente) como suma de un

polinomio y una fraccion propia. Por gemplo, —_Fl X— 71 +l

Toda fraccion raciona propia se puede expresar (@ menos tedricamente) como suma defrac-
ciones smples cuyos denominadores son de la forma (ax + pyr y (axt . Fbx.T 0", sendo n un
numero entero y positivo. Atendiendo a la naturaleza de los factores del denominador, s pueden
considerar cuatro casos.

CASO 1. FACTORES LINEALES DISTINTOS

A cada factor lineal, ax + b, del denominador de una fraccion racional propia, le corresponde

una fraccion de la forma axL-kb’ siendo A una constante a determinar.

(Ver Problemas1-2)
CASO II. FACTORES LINEALES IGUALES

A cada factor lineal, ax + b, que figure n veces en e denominador de una fraccién racional
propia, le corresponde una suma de n fracciones de'la forma
Al Az LI A.
ax + b + +

t ax 1 by (ax + by

siendo los numeradores canstantes a determinar.
(Ver Problemas 34)
CASO III. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS

A cada factor cuadrético reducible, ax® + bx * ¢, gue figure en el denominador de una frac-

., . . ., Ax + B .
cion racional propia, le corresponde una fraccion de laforma pre v sendo A y B cons-

tantes a determinar.
(Ver Problemas5-6.)
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CASO IV. FACTORES CUADRATICOS IGUALES

A cada factor cuadritico irreducible, ax3 + bx + ¢, que se repita n veces en el denominador
de una fraccion racional propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma

Ax+B | Aw+Bi Axx + B
az?+bxr+c¢ = (ax?+ bz +c)? (ax?+ bz + ¢)®

siendo los valores de A y B constantes a determinar.
(Ver Problemas 7-8.)

Problemas resueltos

dz
1. Hallar f P—4-

(@) Descomposicion del denominado/en factores: x*—4 =(x—2)(x + 2).
1 A B . .
Por tanto 4 - T2 + PP quitando denominadores

Iy 1 = Ax+2)+B(x—2) obien (2) 1 = (4 + B)x + (24 —2B)

() Cilculo de las constantes,

Meétodo general. Se identifican los coeficientes de igual potencia de x en (2) y se resuelve el sistema de ecua-
ciones obtenido para determinar las constantes. Estoes, A + B=0y 24—2B=1; A=}y B=—}.

Meétodo abreviado. Se sustituyen en (1) los valores de x que anulen los denominadores de las fracciones.
Es decir, para x =2 y x = —2, obtenemos 1 =44 y 1= —4B, de donde, A =} y B = —}, como antes.

R ;

(¢) Hemos obtenido -4 - z-2 =32 o lo cual
dv _ 1( de 1 ( de _ 1., . 1 __1_a:-—2‘
-2 = 1) 7-2"1) z+3 = 4ln|a: 2| 4!ln|:|:+2|+C = 4'ln z72| + C
2, Calcular —Sﬁj—%ﬁi
e +1 A, B c
(a) 2* + 2*—6x = x(z-—2)(x+3).Portanto;,+—zz—,—__E = ;+x_—_2+ z+3 7

(1) z+1 = A(x—2)(x+3) + Bzx(zx+3)+Cx(x—2) o
(¢ z+1 = (A+B+Cx*+ (A+3B—2C)x — 64
(b) Método general.  Resolviendo el sistema de ecuaciones
A+B4+C=0, A+3B—2C=1 y —b4=1
obtenemos A = —1/6, B = 3/10, y C = —2/15.

Método abreviado. Sustituyendo en (1) los valores x =0, x = 2, y x = —3 obtenemos 1 = —64, o sea,
A=—1/6,3=10B 6 B=3/10, y —2 =15C 6 C = —2/I5.

(x+1)de _ J‘dz dx_ _ 2 dz
2*+z2*—6x 10 z—2 15 x+8

|x__2SII.
= —Elnlx| + Eln|z— 2| - —1n|a:+3| 4+ C = In |=|"'|1+3”"+ C

3. Calcular f 3"’+5)d"’

(c)

St —24+1°

A B C
-z —z+1 = (z+1Nz—1)% Tendremos;i__e';—tiﬁ = :|:+1+:v:—1+ =—1¢ 7

3z +5 = A(z—1 + Bz+1)(z—1) + Clz+1)
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Parax=—1, 2=4Ay A = ) Para x = 1,8 = 2C y C = 4. Para detegminar las dem4s constantes, se sustituye

otro valor de x, por giemplo,x = O, parax =0,5=A —B + CyB = —). Por tanto,
J‘ 3z+5 .. _ 1 de _ 1 dz 41‘
r-~zxt—xz+1 2 z+1 2 (x—l)’
-1 1 —1] = = 4 1, |z+1
= ln|a:+1| ln|x 1| z — 1 + C = z—1 + 2ln|z—;—1| + C

4 ed -—
4, Calcular I%dz.

B integrando es una fraccién impropia. Dividierdo,

—zr-z—-1 _ _ x+1 _ _x— z+2
8 —x? - 23—z 23z — 1)
. x+| _ A B C
Descomponiendo 2o—1 ~ x + 5 + =7 Tendremos,

x+1 = Ax(x— 1)+ B(x—1) + Cx*
Parax =0,1=-—-ByB = —I1. Parax—l,,z—C Parax =2,3=2A + B+ 4Cy A =—2, Portanto,

—x2'—z-1 dx
fx—fT“"f”"”f ]

= 1. gl - L - - - 1,1 _x_
= 1z +2mppl -2 - 2hp-1+C = 1« z+2ln‘x_1|+C
2P+’ +x+2
5. Calcular fmdx.
itasto — (2t 1yt *t+a*+z+2 _ Az+B  Cz+D
2t T 323 T 2 (z*T1)(x*T2). Conloque i3+ o gy o prar ol De donde
statzto = (AztBzt2) T €zt D)= +)

= @atozr T BtDr T 2ato): T (281 D)
LuegoAtC=1,B+D=1 A+ C=1 y28+ D=2 Resdlviendoel sistema, A =0,B=1, C=1, D=0

Es decir,
f%gdx = x’d—:-l + fﬁ% = arctagzx +-12-ln(a:’+2) + C
6 Resolver laecuacién f af _dz f k dr que se presenta en quimica fisica.
Tendremos = _ A 4+ B + Cx + D. Por tanto,

a*t— x4 a— X a+«x a® + xt
=A@+ x)@+x)+Ba—x)@+x)+(Cx+ D)(a—x)(a + x)

a=4A2y A = 1/40. Parax =4 a* =4BalyB = 1/40. Parax =0,0 = A&t Ba* + Dat = a2

Parax = a,
+ D& yD = —I1/2. Para X = 2a, 4a® = 154a® — 5Ba® — 6Ca® — 3Da*y C = O As{, pues,
J‘&_L dz_ 1 ( de _1( dz
a—2*  4da) a-—=z 4a) a+=x 2) at+ax?
—dme—a + L _ 1 z 4
4alnla x| 4talnla.+:a:1 55 BTC tag C
y Skdt = kt = —1-—1n|"+“ - LarctagZ + ¢
da a—=x 2a a
Calcular J‘x’—x‘+4x’—4x'+sx—4 iz
(xl-l-z)s '
X6 — X4+4x’I—4x’+8x—4 Ax + B Cx+D Ex + F
Tendremos T2 - v+t (x“"2)’+(x"|'2)" De donde

X3 —xt 4+ 4x  —4x* + 8x—4 =(Ax+ B (x*+ 2)*+(Cx+ D (x*+2)+Ex+ F
= Ax®* + Bx* + (44 + C)x* 4 (4B + D)x*
+@4A4 +2C+ E)x+ (4B + 2D + F)
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INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

eobtiene A=1,B=—1C=0,D=0E=4,F=0. Asi, pues, la integral dada esigual a

z—1dz + zdx _ 1 . _Ye z 1
r12+2 4f(x 2)3 ?In(x +2) TarctagJ—E G:’—:I'?)i + C
2z’+3
Calcularf( .1),
22t 3 Az+B  CztD
Tendremos (:c""})"’ e (zz+1)z,Portanto _
22+ 3 = (Ax+B)(x*+ 1)+ Cx+ D = Ax*+Bx*+ (A + Cx + (B + D)
dedonde 4 =0,B=2, A+ C=0,B+ D=3 Portanto4d =0,B=2,C=0,D=1y
2x’+3dx _ t2dz dx
(** + 1) - 2+1 . ) =Ty
Para la segunda integral del segundo miembro, hacemos x = tag z. Con lo cual
2
IM fcos’zdz = 1z+lsen2z + C
f / sectz 2 4
(:c’+1)’
227t = 2arctagx + - arctag x + x+C—§—arctux+ 1= + C
y (ac+1)2 arc lag g arciag 2 +1 2 g ot
Problemas propuestos
dx 1l z—3 :v’+3:|:—4d _ 4
. m Enx+3 + C 12. mx :c+ln|(:c+2)(:c—4)|+C
’ dx 1 x+1 2?—3x—~1 xV (x + 2)%
J:c’+7.'c+6 = gin ’+C 13. fx’+x”—2xdx = In xr—1 +C
' > da 1 d 2
J;—,—f:;—;_—a— shlE+thE-9 +C 14 f(—xx:;—), = ljz-2 - _“5+¢C
x? 1 4
f—(l—:x_)’dx —éx’—3x—|n(1—x)°— {2 & 2(1—:!:)’+C
dx 2+x*+x+3 -
2+ — 17. f 1)x+3)dz = InV2+3 T arctagz T C
J‘x‘—2x"+3x’—x+3dx x ‘+C
3 2 . = — T
x* — 2% + 3x In ‘/m
Y 2x%d —
Jwsin = ettt g ee
‘24 a4 4 _ + 1 1+
j @y =4 2are wgsz T g tC

dx

J‘ z5+z—- 1
(T 1)y

1
nyz?*+1 —Earemgz —%( T

_x
2»+1/)

|
J‘x‘+82x;—x’;|'2x+1dz - gt = 3 4 2 are g 22=1 4 ¢
(* T x)(x*+ 1) In GFIP xrl \[é \/5
J f3+x2:5”‘+15 de = InVz+2x+3 T D aretag 2! — Vrarewg &=t C
(** + 5)(a% T 2z + 3) V2 V5
2t 70t 15x + 3222 t 2327 252 - 3 1 3 2t1 4
dx - + In— C
(2 +z +2)2 (2T 1)? 2?*+z+2 2241 2?+ax+2
d: r—
J‘rr?)c‘ 3—tx+%ln g—,g\A+C (Hacer €= u)
-‘/1 2
f snz dz ln‘w + C (Hacer cosx = u.)
cosz (1T cos’x) cos z

(2 + tag’ 9) sec’ ¢ dg

1T tag® ¢

J

= ln|1+laga\+iaremg
V3

2(uga—1+C

V3



Capitulo 30

Diversos cambios de variable

INTEGRANDO RACIONAL de la forma

1. ¥au + b. Se transforma en racional mediante € cambio de variable au + b = z".

2. Vg +pu+ut Se transforma en raciona mediante el cambio de variable g + pu Tt a2
=(z— u)%

3. Vqg+pu—ut=+(a+u)f—u). Se transforma en raciona mediante el cambio de va
rigble q t pu — u? = (at w222, o bienq+ pu — w2 = (8 — wyzt,

/ (Ver Problemas 1-5.)

c

EL CAMBIO DE VARIABLE u = 2 arc tag z transforma una funcion racional de sen u y cos u en una

funcion de z,
_ 22 122 2dz >
ST ¥y ewu = 1+220 Y s / #
u
Las dos primeras relaciones se deducen de la Fig. 30-1 y la tercera, diferen- 1— 2
ciando la expresion Fic. 30
U= 2arctag:z 'g-30-1

Después de efectuar la integracion se deshace el cambio, es decir, z = tag 31, con objeto de ex-
presar € resultado en funcién de la variable original.
(Ver Problemas 6-10.)

OTROS CAMBIOS DE VARIABLE. Segun la forma que presente el integrando se pueden aplicar otros

cambios de variable de suma utilidad en d calculo de integrales.
(Ver Problemas 11-12.)

Problemas resudtos

1 Calcularf . Haciendo 1 — x = 2%, tendremos x = 1 — 2%, dx = —2zdz, y
/1 -z
d e — .
J z — 22¢zz - o dzg = - 1+z +C = In 1-V1-=x +C
V1 — =z (1—2%z J 1—z 1- 1+Vi—z
2. Calcular f — 92 Haciendox 2= 2 tendremosx — 22 — 2, dx = 2zdz, y
(x—2) Ve t+2
: . " d 1, |z2—2 1, Vzt+2-21
’ - - ’._22d_2- - 2172_ i +2\+C gln Vitz+2
4z = o — 2
@-2Vz+rz 2 Y JoeA vtz
3. Calcular f,,,Lm Haciendo x = z*, tendremosdx = 4z3d:z y
x — T
dx _ 4z°dz _ T2t _ I‘ 1
.fx'“—x T ) BA—z ” 4,’ z—ldz - 4. <?+1+z—1 dz

= 4Qd2*+z+nlz—-1]) + C = 2z + 4V + m(Va—1)* + C



CAP. 30] DIVERSOS CAMBIOS DE VARIABLE

4, CalcularJ . Hacnendo x2 T x + 2 =(— x? tendremos
z\/a;’+a:+2
-2 _ 2P+ z2+2)dz . 24242
z 1+2z' dz = =iy V¥tEYZ =y, oy
2(2*+2+2)
[ Y - AR
Vet x4+ 2 22—2 2°+z+2 J g -2 V2 o |z+v2|
1+22 1+ 22
Vx +zx+2+x— 4 C
\/2 Vet +z+2 +x+\f
5. Calcular (5——72%—9:’)“ Haciendo 5 — 4x — x* = (5 + x)(1 — x) =(1 — x)*z%, tendremos
i
_ =5 _ 12zdz _ 6z
T = T de = ——-——-(1+z,),, Vo—dz—2* = (1—2)z = Tra y
22 -5 122
h xdx . 1+ 2 (1+z’)’ _ 1 5
l (5—4x— 2% f _2162° “ = 13 f(l )%
a1+ _
= 1_18.<z+§>+c = _&..}rc
p z 9V5 ~ 4z — 2*
2dz
6 S dx — S 1|z' +
. 17T senz — cos x 1 92 1—2 = f dz _ Injzl — In|1+ 2| C
T ez #1+2)
tag 4z
= ] L - —_—
n1+z’+c In 1+tag}x+c
2dz f
dx _ 142 _ 2dz 2
1. f_—3—2cosx = f——'l_._z; = m = ——arctag ng + C
3 ~2 5
2\/5_ 1+z2
— —— arctag (\/Emg iz) +c
5
i 14+2. 2dz L+ 7, tag
B.Jsecxd:cz 1=2 1+ 2 =2J = In|f=%¢ +C=ln¥-¢*§-x—+c
= Inlag 3zt+in| t ¢
2dz
; dx 1+ 2 dz 2 2
9. I——:f——=2 s = ——arctag — + C
2+ cosx 2+1_zt 3+z \/g ‘/§
14+ 22 .
= arc tag <\/— tag %x) + C
2dz
10 J dx _ 1+z2 _ 2dz _ 2 dz
) 5+ 4senz 5+8+522  5J 2+ + £
5+ 42
1+ c
2 2+ 4/5 + _ 2 tag §x + 4 o
= £ t e C = Zarctag —2
3 8¢9 375 34 3 ¢
x*=1-2% 3x'dx = —2zdz,

11. Por medio del cambio de variable1 — x® = 2* calcularf SVI= 2 dz.

Y1l —2xde = J rV1—2a®-2*dx = f(l —2N)z(—4zdz) = —g f (1—2%)2"dz

= 21—z @+ss) + C

|
S
TN
|
|
|™
+
Q



156 DIVERSOS CAMBIOS DE VARIABLE [CAP. D
12, Haciendox:zi, calcularj l/xxf—x‘dx. Tendremosdx:—%,\/x—:;’z—i—\/z_:'f, y
z—z* z 2t/ _ —
(Yt = f . = fzvz 1dz
Haciendo z — 1 = s*, tendremos
tH1 3
—f nfz—1dz = —f (8*+1)s2sds = —2<15+f§>+ C
_ (z—-1)" (z—l)”’\ _ (1 — x)* (1 - x)n
2( b + 3 )+ C - 2 51511 + 3x3/2 + C
Problemas pr opu&stos
= — + f = 1 +
13. fl_}_xdx 2VE — 2arctag Vz T C 14, +\/‘) 2ln(1+vz) T C
1s.f = 2Vz4+2—-6In3+Vx+2)+C
3+\/F * n z+2)
16. 1+ 3z+2d = —2+4+:<V3xz+2 —-—In(1+V3z+2
NI * { * o i }
dz —
17. ——= = In|2yx*—2+1+ 22-—1 +C
vet—z+1 I I
18. fd—z = 2are tag (\/z’+x—1+x) + c
xyar+xr—1
dx — + Viz — =t (4x — x*)%? +
| B — arcsen— c 20 { X2 Ta = -2+t
Vé6+x—2a* x 6x
- + 1y — + 14 + + (2t 1y +
21. f(z+1)"'+(x+1)”' 2(zT1) gzt~ + ain@at @ty + ¢
x _ 2 2tag§z+1
22, fm = 7§arc tag NG + C
de V3. |t jr—2-V3
3. fﬁ— = g n
—2senz tagxkr—2+\/§+c
o (92 _ 1, [3mwegzt1| 2 f dz = Injugqz-1| T C
y 3+bsenz —zlnltag§x+3|-rb : senz — cosx — 1
1 5t@iz+3 fsnzdz }@ tag' §x+3—2\/_
- m o | ¥R In +C
2. [5+3sen - _2_arc tag 4 1 Tsentx 4 tag* §z+3+2\/—
dz - 2
= ln|l+lag xf+C f d:c— = —arclag(ﬁtagf}x)'l'c
1T senz + cosz 3 2. )2 = V3
30. f senVz dz = -2\,/5cos\/; + 2sen\/; + C
31 J‘d—x = —arcsenl_x + c Hacer z = 1/z.
23z + 2z — 1 2z
32. (i:;—}zl)—e’dx = & —3In(es+1) Tt C Hacer et1= 2
33 XNreosr, = cosx+ln(1—cosx)+C Hacer cosz = z,
1—-cosz
. Sd—’ = -—4@—+C Hacer z = 2/z.
/4 — x?
st = —htlacus2tc m [Vi4vER = gatvEm-gasvE s C
57 f dz _ 21+ z v
T J 31— - 5+4x)V1- 2 Witz - Vi—zx



Capitulo 31

Integracion de funciones hiperbélicas

FORMULAS DE INTEGRACION

fsenhudu = coshu + C fsech’udu = taghu + C

f coshudu = senhu +cC f cschudu = —cothu + C

ftagh udeu = Incoshu + C / rsxhutaghvdu = —sechuTC

f cothudu = In|senhy| +c fcachucothudu = —ecschu T C

du - o du R § a 2o

N senh +C T = atagh a+C, ur< g

J' du = cosh—!% + C, u>a>0 _du = —-l-coth"5+ C, uw>a
Ny g ! u* — at a a ¢

Problemas resudtos

1 fsenh,}x dxr = 2cosh}z + C 3. f sech?(@z—1)dz = }tagh(@z-1) T C
2 fcoshzzdx = jsenh2z + C 4 fcschazcotmzdz = —jcrh3ztc
5. fsechxdx = fﬁ;dx - f%%ﬂ% _ J‘;J' senh*x dx = arctag(senhx)+C
6. J'senh’zdz = %f(cosh&c-—l)dz = 1senh2z — jz + C
A ftagh’ 2xdx = f(l—sech’Zx)dx = x — 4 tagh 2= + C
8. fcosh’\}x de = f(1+senh’§x)cosh«}zdz = 2senh jx + § senh? §x tcC
9 fsech‘xdz = f(l— tagh® x) sech*xdx = taghx — § taghfz + C
0. [ ecoshads = fe=(°fL2"i>d 3 f et = temrlevc
11. fzsenhzdx = r (e’_e '> = %fze‘dx—%fze“dz

= Jwe—e) = Aemerme) + C = (‘ +"") “-¢’+¢

= gcoshz — senh 2 + C

157



158 INTEGRACION DE FUNCIONES HIPEKBOLICAS [CAP. 31

I R 7 de _ _ _ 1 ..,
= 5 cosh + C 13. f9:c’—25 = 15cof;h g T C

12 f——d”
) Ve TR

14. Calcularf Vx* + 4dx. Haciendox = 2rnhz, tendremosdx = 2coshzdz, /x* + 4=2coshz, y

f\/z'+4dx = 4f cosh*zdz = 2f(cosh2z+l)dz = senh2z + 2z + C
= 2snhzcoshz T 2+ c = ix\/z'+4 + 2 senh™! iz + C

15, Calcular f% Haciendo x = uch z, tendrenos dx = —sech ztagh zdz, 1 — x* =tagh z, y
X —X

dzx _ J‘sechztaghz f + e
— & __ = Bechz 87 2 dz = -— C = —sgech?
fol—af hs taah 2 z z sech 'z C

Problemas propuestos

16. f xnh3xdz = 4cosh32 + C 22, f cosh’{zx dx = 4(senhz+z) + C

17. f coshizxdz = 4senh}x + C 23 f coth!3zdxr = =z — } coth3x tc

18, f cothjz dr = % Injsenhiz| + C 24 f senh*x dx = 4 cosh’z — coshz tc
19. f csch*(1t3x)dz = - 4 coth (1t 3z) +c 25, f e*senhxdr = le* — Iz +c

20. f sech2x tagh 2¢dz = —§sech2z T C 2. f ereosheds = e T =T C

2L f cschxdz = In \/%ﬂ . C 27. f zcoshzds = =zsenhz — coshx T C
28, fx'senh::d:: = (x’+2)coshx - 2zsenhz T C

2, fscnh’a:cosh'xdx = &Cosh'x - icosh':t + C

30. fsenhxlncosh'a:dx = coshz(lncoshtz — 2) + C

31. 92 =~ a4+ 36. f—d“—- = senh2=1 4 ¢
VT 3 Va—ezt11

32.f;—i25 = cosh'5+C 317. f4x’+12x+5 = ——%coth"(x+%>+0

Bof 2 = amds v 38. fﬁdx = senh-ila — f — +

34. f 1—6:’:6——9 = —%coth"g—x + C 39. f\/Tﬂdx = senh™!zx l:-x’ +C

. f\/x’——Qda: = —x\/a:’ 9-——cosh 1z +C



Capitulo 32

Aplicaciones de las integrales indefinidas

CONOCIENDO la ecuacion de una curva, y = f(x), la pendiente m de la tangente a ella en uno desus
puntos, P(x,y), viene dada por m = f'(x). Reciprocamente, s la pendiente de la tangente en un
punto, P(x,y), de una curva es m = dy/dx =T '(X) se puede hallar, por integracion, una familia
decurvas, y = f(x) + C. Para determinar una de €ellas en particular es necesario asignar o determi-
nar €l valor delaconstante C. Esto se puede realizar obligando a que lacurva pase por el punto dado.

(Ver Problemas 1-4.)

UNA ECUACION s = f{(z), siendo s €l espacio y t el tiempo, define de forma completa el movimiento
rectilineo de un cuerpo con respecto a un punto fijo, razén por la cual se denomina ley del mo-
vimiento. La velocidad y la aceleracién vendran dadas, en funcion del tiempo t, por

_d s
Todt T de
Reciprocamente, s se conoce la velocidad (aceleracion) en funcidn del tiempo t y la posicion (posi-

cion y velocidad) en un instante dado, normalmente el instante inicial t = O, se puede obtener la
ley del movimiento.

=S f0 v a —f" (1)

(Ver Problemas 7-10.)
Pr oblemas resueltos

1. Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de signo contrario al doble de
la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1).

Se sabe que dy/dx = —2x. Por tanto. dy = —2x dx, j dy = j —2xdx, e y =—x? + . Esta esla ecua-
cion de una familia de parédbolas.

Sustituyendo x =1, y =1 en la ecuacion de la familia, 1 = — 1 +c y Cs
—x

= 2.
La ecuacion de la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1) esy = +2.

2. Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente en un punto, P(x,y), esm = 3x?y y determinar la curva de
la familia que pasa por el punto (O, 8).

-

T odx

Parax =0 e Y =8, 8 =ce® =c. Laecuacion delacurva pedidaesy = 8e*’.

d
m =3x% o Ty =3x%dx. Portanto Iny =x°+ C=x*+1Inc e y =ce®

3. Hallar laecuacion delacurva que pasa por el punto(l, 1) y estangente a larectax + 12y = 13 endicho punto, sabiendo
que en cualquier punto de ella s verificay” = x2— L.

d?¥y

dx?®

Enel punto(l, 1) la pendientey' delacurvaesigual ala pendiente. —'/,,, delarecta. Por tanto, —/;, = 4 — 1 + C;
C, = 7/, cOn lo cual

d . d 2 x3
= — ") = — 1. —_— 4 = —_ = - = C;.
(Y =xt—1 Portantoj = O dx I(x Ddxey =5 —x+G

,_dy 1, 7 _ 1, 7 _ ., 1, 7
y—z— x-x+ﬁ,'[dy—j(?x——x+l—2 dx,y—Tz-x 2x+12x+C2
_ 5 on pedidacsy — Lxt— Lyt Lo+ 3
C,yC,= 6" La ecuacién pedidaesy = 7% 5% o &
4. Lafamiliade curvasortogonalesa un sistema de curvas dado esotro sistema de curvasen € que cada una de ellas corta
en angulo recto a cualquiera de la familia dada. Hallar la ecuacion de la familia de curvas ortogonales a la familiade
hipérbolas x2 — y*=c.

En(l,l),l*—-E—? B
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En un punto cualquiera, P(x,Y), la pendientede la hipérbola que pasa por élesm, = x/y y, por tanto, la pendiente

de la curva ortogonal que pasa por P serd, m, = dy/dx = —y/x. Asi pues
d dx
S =—5 h=—hixi+ihC y xl=C

Laecuacion pedidaesxy = +C’ o, simplemente, xy = C.

5. El incremento respecto del tismpo de unacierta magnitud g es proporcional al valor de dicha magin.itud. Sabiendo que
en el instante inicial ¢+ = Q q =25, y queen el instante ¢t = 2, q = 75, hallar el valor de g en el instante ¢+ = 6.

Como % = kg, tendremos % = kdt. Dedonde Inqg = kt *inc o sea, g = ce®.
Parat =0 q=25=ce?=c; osea q= 25"

Parat =2 q=25¢t®* =75, esdecir, e¥=3=¢!0 y k =0,55.

Para t = 6, q = 25¢™5% = 25¢%3 = 25(e'1)® = 25(27) = 6/5.

6. Lavelocidad con que unasustancia se_transforma en otra es proporcional a la cantidad que queda sin transformar.
Sabiendo que la cantidad de sustancia inicialmente presenteesigual a 50y queen el instanter = 3esigual a 25, hdlar
el tiempo que transcurre hasta que la cantidad que queda sin transformar sea igua a Y/, de la inicial.

Si representamos por g la cantidad transformada en tiempo t; entonces

& KOO — 9 ST T i In(0—g) = —kt +Inc, Y S0—g = de-®

Parar=0 g=0 y c=50; portanto, 50 —q = 50e~"~,
Para ¢ = — (g = 25 = 50e~*; esdecir, e-% =05 =%, k =0,23, y 50 — g = 50e ¥,
Cuando lacantidad sin transformar es 5, 50e—* = 5; 0sea, e 9% =0,1 = ¢-*% y ;=10

7. Selanza una pelota rodando por una superficie horizontal con una velocidad inicial de 25 metros por segundo. Debido
al rozamiento, la velocidad disminuyea razon de 6 metros por segundo cada segundo. Hallar el espacio que recorreré
la pelota hasta detenerse.

73\%-:—6 y v=—6ttC. Parat=0, v=25; portanto C;, = 25 y v=—6tT 25

Vodsidt=—6 T 5y = 3¢t t e, Prar=Qs=0; por tanto Ca =0 y s=—3*+ 25¢.

Para v =0, ¢+ = 25/6, es decir, la pelota rueda durant_el_zs/s seg hasta que se detiene.

Para 1 = 25/6, s — -—3(25/6)t T 25(25/6) = —625/12 T 625/6 = 625/12 m.

8. Desde un globo en reposo situado a una altura de 3000 metros sobre latierra, selanza un objeto verticalmentehacia
abajo w n una velocidad inicial de 15 metros por segundo.

Suponiendo que la aceleracion de la gravedad, g, es de 10 metros por segundo cada segundo, hallar la posicion
del objeto, y su velocidad, 20 segundos después de iniciado el descenso.

Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, cuando el objeto abandone el globo,
a = dv/dt = —10 m/s?, de donde v = —10t + o

Paat=Q v = +—15; por tanto, C, = —15. En estas condiciones v = ds/dt = —10¢t — 15, de donde
s=-—=5— 15T C,.

Para t = Q s = 3000; por tanto, C;,= 3000, con lo ques = —51* — 15¢ + 3000,

Para t = 20, s = —5(20)* — 15(20) + 3000 = 700(}/ v =—10(20) — 15 = 21 5. .

Al cabo de 20 segundos, €l objeto estd a una altura de 700 metros sobre la tierra y su velocidad es de 215 mys.

9. Desde un globo que se eleva a una velocidad de 15 metros por segundo, sedeja caer un objeto cuando la altura de aquél
sobrela tierra es de 200 metros. Hallar, suponiendo el valor de 10 metrospor segundo cada segundo para | a aceleracién
de la gravedad, g:

(8) lamiaxima altura sobre la tierra a la que llega a estar €l objeto.
(b) el tiempo queestael objetoen € aire.
(¢) la velocidad del objeto cuando llega al suelo.
Tomando la vertical hacia arriba-como sentido positivo, tendremos:

a = dv/dt = —10 m/st, dedonde v = —10¢ + C,

Paratr = Qv = 15; por tanto C, = 15. En estascondicionesv = ds/dt = —10¢t+-15, conloques = —S5*+15¢+C,.
Parat =0, s = 200; por tanto, C, = 200, de donde s = -—5¢* T 15¢ + 200.

(@ Cuando v=Q ¢t =32y s =—53/2)* + 15(3/2) + 200 = 211,25. La mé&imaaltura alcanzada por el objeto
es de 211,25 metros.

(b) Cuando s = 0, —5¢¢ + 15:+ 200 = Q dedonder = 8. El objeto estaen € aire durante 8 segundos.

() Cuando ¢ =8, v = —10(8) + 15 = —65. H objeto llega al suelo con una velocidad de 65mys.
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10.

11,

12,

14.

16.

17.

18,

19.

La velocidad con que sale el agua por un orificio situado a una distancia de h metros con respecto a la superficie

es 0,64/ 2gh metros por segundo, siendo la aceleracion dela gravedad de 9,8 metros por segundo cada segundo. Hallar
el tiempo que tardard en vaciarse un depésito cilindrico de 1,5 metros de alturay 30 centimetros de radio a través de un
orificio de 2 centimetros de didmetro situado en el fondo.

Sea h la profundidad del agua en el instante t. El agua que sale en un tiempo dt, forma un cilindro de vdt metros
dealtura, 0,01 metrosderadio y #(0,01)* v dr = 0,62(0,01)2/2gh dt metros ctbicos de volumen.

Si llamamos —dh al desggnso de la superficie del agua, la disminucién de volumen es —(0,3)*dh metros cubicos.
Por tanto, 0,6:(0,01): 4,42/ h df = —n(0,3)*dh, 0 sea, dt = —(340 dh)/ v/ h, de dondet = —6804/A + C. Parat =0,

h=1,5yC =6804/1,5; por tanto, t = —680 v/k + 680 4/1,5. Cuando el depdsito esté vacio, h =0, y + = 6804/1,5
seg = 14 min, aproximadamente.

Problemas propuestos

Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente esla indicada y la ecuacion de la curva de la familia que pasa
por el punto dado.

(a) m=4dx; (1,5) ) m=(x—13; 3,0 (e m=xly; 4,2 &) m=2ylx; g , 8)
b = ; (9,1 d = 1/x% (1,2 =x? 3,2 h = ] 1); (3,
(SC))l m(a)\g/ngﬂﬁ) e yi %xzm-l- 3 =% (1, 2) N )m)r _x_/; _( ’)x _yg ) m xy/(1 T x%; (3, 5)
3y = 2x3 + C; 3y = 2x¥2 ( ) y*=4x*TC,; 3y’ = 4xa—60
((:j) dy=(x—1)*+ C;d4y=(x—1)*—16 (9) y_Cx _Iy:?..r‘
é ) Xy =Cx—1;, xy=3x—1 (hy »=C(l x");Zy’zS(l"‘x’)

(a) Hallar la ecuacion de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2,6) enel quela pendiente esigual a 10y que, en
cualquier punto deella, se verificaque y* = Sol. y = x* T 6x — 10.

(b) Hallar la ecuacion de una curva sabiendo que pasa gor el punto P(1 0) en el qq_e la pend|ente esigual a4y que,
en cualquiera de sus puntos, se verificay’ = 6x — Sol. y = x? —4x*

Una particula con movimiento rectilineo, parte del origen O, en el instante ¢+ = 0, con una velocidad v. Hallar el espacio
recorrido por la particula durante el intervalo ¢ = ¢, hastat =t,:

(@) v=4t +1;0,4 (c) v=3tt 4+ 2t; 2,4 (e) vV=2t—2;0,5
(b) v=6t+3;1,3 (d) v=+7+5;4,9 () ver—3+204
(a) 36, (b) 30, (C) 68, (d) 374, (e) 17, (/) 17/3.

Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya subtangente en un punto cualquiera sea igua al doble de la abscisa en
ese punto. Sol. y = Cx.

Hallar laecuacion de lafamilia de curvas ortogonales a lafamilia de parabolas y* = 2x +c Sol. y = Ce—=,

Una particula con movimiento rectilineo parte del origen (en r = 0) con una velocidad inicial v, y aceleracién a. Ha-
Ilar la posicion sen funcién del tiempo ¢ (ley del movimiento).

a) a=232 vy =2 b) a= —32 v, =96 c) a= 122 t6t; -3 =4
(50)| (a) s = L6ti+ 2t ()(b) s— 16+ o6t ()(c) s—rtpr—% (d) s—§(t’l’ -p/_v"

Un vehlculo lleva una velocidad de 15 kilémetros por hora y frena a razén de 0,8 metros por segundo en cada segundo.
Hallar el espacio que recorre antes de detenerse. Sol. 11 metros.

Se lanza verticalmente hacia arriba una partlcula desde un punto situado a una altura de 40 metros sobre el suelo con
una velocidad inicial de 30 metros por segundo. Hallar (@) la velocidad de la partlcula cuando esta a una altura.
de PO metros, (b)el tiempo que tardard en alcanzar la maxima altura, (c)la velocidad de la particulaal llegar al suelo.
Témese g = 10 m/s®. Sol. @10 mfs, (b)4s, (c)41,2 m/s,

Un blogue de hielo desliza hacia abajo por una pendiente con una aceleracién de 4 metros por segundo al cuadrado.
La pendiente tiene 60 metros de longitud y el bloque emplea en bajar 5 segundos. Hallar la velocidad inicial del bloque
y la velocidad que lleva cuando diste 20 metros del fin de la pendiente. Sol. 2 m/s; 18 m/s.

Hallar la aceleraciébn constante que debe tener una partlcula para (a) recorrer 50 metros en 5 segundos, ﬂb) detenerla
en un espar%o de 15 metros desde €l instante en que su velocidad es de 45 metros por segundo. (a) 4 m/st,
(b) —67,5 ni st.

La ley del crecimiento de una cierta bacteria viene dada por dN/dt = 0,25N. .Sabiendo que inicialmente N = 200
hallar N en el instante ¢t = 8. Sol. 1478.



Capitulo 33

Integral definida

INTEGRAL DEFINIDA. Sea la funcién f(x) continua en € intervalo cerrado a < x < h. Consideremos

el intervalo dividido en n subintervalos h,, #4,, ..., h,, mediante los (n — 1) puntos &, &, ...,
Eroy, SiENdo a < £, <&, < - - . <&, < by representemos ahora el punto a por & y d b
por &,. A las longitudes de los subintervalos #,, #,, .. ., i, lasdenominamos d,x = & — &,, 4,
a 2 Tk xzn b

- | ] 1 | |- | | ] | | |

| —I Az | A2 l r Arx I l Axx l

0 £o £1 &2 §k—1 £k fn—1 {n

Fig. 33-1
=&, — &, ..., dax =&, — &,-1, respectivamente. (Estas distancias se consideran con signo, siendo
positivas cuando estéan de acuerdo con la desigualdad anterior.) Elijamos en cada subintervalo
un punto; x; en h, x,en h, ... x» en h y formemos la suma
@) Sr = 2 Sxe) dix = f0) dix + fxg) Agx + - -+ + f(xn) dax
k-1

en la que cada término es igual a producto de la longitud del subintervalo por un valor de la fun-
cion en el punto elegido del mismo. Sea 4, la longitud del mayor de los subintervalos que figuran
en (i) y supongamos que € iiumero de estos aumenta indefinidamente de forma que 4,-> 0. (Una
forma de conseguirlo seria dividiendo los subintervalos iniciales en dos partes, cada una de elas
en otras dos, y asi sucesivamente.) En estas condiciones,

(i) im S = lim 3 /() axx

n-—=>4+M n->4 @0 k-1

existe y su valor es independiente de la forma de subdividir el intervalo a < x < b siempre que
A, 0O y del punto x« elegido en los subintervalos.

La demostracion de este teorema queda fuera del proposito de este libro. En los Problemas 1-3
se halla este limite en el caso de funciones f(x) convenientemente elegidos. Se comprenderd, sn
embargo, que este procedimiento no se puede aplicar en la préctica con una funcion cuaquiera
Ademés, con objeto de poder efectuar los calculos que aqui figuran es necesario dar alguna relacion
entre las longitudes de los subintervalos (a los que supondremos todos de igual longitud) y seguir
algun criterio en laeleccion del puiito de cada subintervalo (por ejemplo, elegir & extremo izquierdo,
el derecho o € punto medio de cada subintervalo).

Por convenio, se escribe

[0 feydx = lim s, = lim T fx) dex

R ED ko

El simbolo Jb f(x) dx se lee «integral definida de f(x) con respecto a x, desde x = o a x = b».

Lafuncidn f(x) recibe e} nombre de integrando y a y b & de limites inferior y superior de integracion,
respectivamente.
(Ver Problemas 1-3.)
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. S f(x) y g(x) son continuas en € intervalo de inte-
gracion a << X < b:

1. f(x)de = 0

b a
2 f@yde = —) f(z)dx

a b

b

3. fb c f(x)dx = cf f(x) dx, siendo c unaconstante.

¢ Ver deniostraciones en el Problema 4.

b »
4. (@) = g(x)) dx f f(x) dx f 9(x) do
5. fc f(x) dx + J f(x) dx = f f(x)dx, cuandoa .cc<b

6. Primer teorema del valor medio:

b
f flx)dx = (b—a)f(xs) paraal menosun vaor x = x,entreay b.
¢ Ve demostracion en el Problema 5.

7. S Fu) = f: fx)dx, seveifica d% Fu) = f(u). Ver demostracion en € Problema 6.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL. Regla dc Barrow. S f (x) es continua
en el intervalo cerrado a << x < b, y F(x) es la primitiva o integral indefinida da f(x), se verifica

f Heydz = F@)| = Fo) - F)

Ve demostracién en e Problema 7.

b

Ejemplo 1: b
(a) Seaf(x) = c, unaconstante, y F(x) = rx; tendremos J‘ cdr = cx . c(b—a)
3 1, 25 0 = 25
(b) Seaf (x) = x y F(x) = 4x®; tendremos f rdr = 5 . 9 T Y T 9o
o
2 1 0 81 1
(c) Seaf (x) = x*y F(x) = {x*; tendremos f 2dx = Zx‘ =3 1= 20.
] 1 1

Compdrese este resultado con el de los Problemas 1-3. Se deja para el alumno la demostracion de que para obtener
el valor de(c). siendo F(x) = {x* + C, se puede utilizar una primitiva o integral indefinida cualquiera de f(x).

(Ver Problemas 8-20.)

TEOREMA DE BLISS. Si f(x) y g(x) son continuas en € intervalo cerrado a << x < by se divide, como
antes, este intervalo en subintervalos eligiendo dos puntos en cada uno ) de ellos (es decir, xk y x;
en e k-ésimo subintervalo), se verifica

l_i.Tw,g f(xx) - g(x?) Axx f f(x)-9(z

Observemos en primer lugar que €l teorenia es cierto s los puntos xx y x, son idénticos. El va
lor del teorema reside en que cuando los puntos de cada subintervalo son distintos el resultado
es e mismo que cuando coinciden. Para probar la validez del teorema, tendremos

;;::1 flxx) s glz)) Akx = é‘,} flze) g(ze) AL+ ,glf(xk){g(x;) — g{24)} Az

y observando que cuando n-> -+ o (esto es, Awx -» O), xx Y x, tienden a confundirse y al ser g(x)
continua, g(x,;) — g(x«x)— 0.
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Problenias resueltos

Hallar en los Problemas 1-3 las integrales definidas estableciendo € valor S, y calculando su
limite cuando n— +-co.

B
1 J c¢dx = ¢(b — a), siendo C una constante.
&

Dividamos el intervaloa < x < b en n subintervalos de longitud Ax = (b — a)/n. Como €l integrando esf (x) = c,
resultaf(xx) = c, cualquiera que sea el punto x, del k-enésimo subintervalo y, por tanto,

S. = sz(xu)Aw: = Secaxr) = (c+te+--+c)Ax) = nc-ax = ncb—n——a = ¢b-a)
=1 k=1
]
L uego f cdz = lim S = lim cb-a) = ob-a)
ne t+w n— +

S
2. f zdx = 25/2.

]

0 X1 X T Ln-1 T

| S I I I ] | | |5

TazTaxT 1 1 Tazi T ]

fo £1 £2 53 £4 £k—l ek fn—2 £n-—1 £n
Fig. 33-2

Dividamosel intervalo O < x < 5 en n subintervalos de longitud Ax = 5/». Eligiendo los punlos x, coincidiendo
con el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, x, = dx, x, = 2 AX, ..., xx = 1 AX, tendremos

2
n n 1
Se = Sfaghr = Skeaz)ar = (L+2+ - +m@zyr = MerDISN ?§(1+—>
k=1 k=1 2 n 2 n
3
y fxdx = lim S« = lim 32§<1+1>
0 ne— +w ne +o n
3
3. f x3dx = 20.

' Dividir el intervalo 1 < x < 3 en n subintervalos de longitud Ax = 2/n

1. Tomemos los puntos x, coincidiendo con el extremo izquierdo de cada subintervalo, como se indica en la Fig. 33-3,
es decir, x; =1, x; =1 + Ax, vy Xp =1 + (n — 1) 4x. En estas condiciones,

S = kgf(zk)Akn = x:'A“’+I:'AI+"'+xi'Aa:
= 1+ Q480"+ Q42820 + -+ + {1+ -1ax)]ax

= [n+ 3142+ - +m—1)ax + {12+ 22+ -« + (n—1)?} (Az)*
+ {12420+ -+ (n— 1)%) (az)’] Az

~ (nm — Yn(@n—1) (n—1)n
- [" <)+3 1-2:3 (> T 2)’()]
(e——) <8——+ > (4——+—> 20 — %6 , 8
‘n n
f #dz = lim <20—?§+—§;> = 20
ne 4o n n

1

3

n oz x . 3
n oo i A
Az | Az V Ax | I Ax | 1 { |
o & & & fe—1 £k fn—1 £n
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1% Z2 X3 X Xa 3
IIIILLI 11 [ T
lazl Az 1 Ax] 1 T 7
o £1 2 &3 $x—1 & $n-1 &n
Fig. 334
II. Tomemos los puntos x, coincidiendo con los puntos medios de los subintervalos, como seindica en la Fig. 33-4;
es decir,
2n—1
=14 }az, @ = 1+3ax, ..., = = 1+ g Az Tendremos
3
Se = [(1+3az) + (1+3azy + .-+ <1+2"2'1M>]M

= | (11 3(faz + 31 (axr T (4P @2)% + {1+ 3§)Aax) + 3@ (A2)" + @) (a2} +

+{1+ 3<2n2— 1>(A9J) 4 3<2n2— 1> (AI)’ +<2n; 1) (AI)S}]A“’
= n<3> + §n2<3> + l(4n=—n)(3> + %(2n‘—n")<%>
= 2+6+<8——> <4——> 20——

4

1

4.  Demostrar que:

(a) f f(x)dx = 0. Lalongitud del intervalo de integracién esO; luego 4x =0, S, =0, y

a
fx)dx = lim S. = O
a n=+w
i i A il b A5 A D b
; — 1 1 { 1 { 1 T | — —
o &6 & k-1 & n-1 &n (- & -1 & fo
Fig. 335 Fig. 336

b a
(b) f f(x)dx = _f Sf(x) dx. Parala integral del primer miembro, dividamos el intervalo a < x < b de fonna que

b
los puntos x, sean |os indicados en la Fig. 33-5. Para la integral del segundo miembro, elegimos el intervalo
(Fig. 33-6) exactamente igual al anterior, excepto que los puntosé&; y x; S2 numeran de derecha a izquierda en lugar
de izquierda a derecha. En estas condiciones, el valor de S a partir de lo indicado en la Fig. 33-5 seraigual al
calculado a partir de la Fig. 33-6, salvo que los signos de 4,x son positivos en el primer caso, y negativosen el
segundo. Asi pues,

f fw e = ~ [ " f(a) d.

~ ~b
(C)J ¢ f(x)dx = f(x)dx. Efectuando apropiadamente la subdivision del intervalo y la eleccién de los puntos
de los subintervalos,
S, = E cf)acz = ¢ kgl f(zx) Az
De donde » _ b
f cf(x)di. = ¢ lin+1 2 flze) ez = cf f(x) dx
n— w k=] a

a

5. Demostrar el primer teorema-del valor medio del célculo integral: S f(x) es continua en el intervalo a < x < b, se
b
verifica: f S(x = (b= a) *f(x,) @ menos para un valor x = x, comprendido entre oy b.
El teoremaescierto [ver Ejemplo 1(a)] cuando f(x} = c, una constante. En |os demas casos, sean my M el minimo

y el méximo absolutos, respectivamente, de f(x) en el intervaloa < x < b. Realizando de forma conveniente |a subdi-
vision del intervaloy laeleccion de los puntos de |os subinterval os,
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n n n
Smaz < 3 flz)Avr < 2 MAx
k=1 k=1 k=1

.fbmdx < fbf(a:)dx < fbMda:

que, por € Problema I, se transforma en
b
m(b—a) < I‘ flzydex < M(b—a)

Ahora bien, cuando n — + w, tenemos

Por tanto m < Jg—af fa)yde < M

deforma que ;— f f(x) dx = N, siendo N un nimero comprendido entre m y M. Como f{(x) es continua en €

intervaloa < x < b, tomara, al menos una vez, todos losvalorescomprendidos entre m y M (ver Teoremal, Capitulo 3).
Por consiguiente, debe existir un valor de x, x = x,, para €l cual f(x) = N. Asl pues,

= N = f(2d) y fb f(x)dx = (b— a) f(xo)

Demostrar ques F() = S f) dx, s verifica?d;F(u) = f@).

Para calcular la derivada, pondremos A
utAw ]
Flu+aw) — Fw) = f f(z)dz — f f(z) dz

a
y seglin las Propiedades 2, 5y 6, llegamosa

wtdu

f f)dz + f faydz = | " ) da

= f(uo) Au, swndo U< u < utAu

Fu--aAuw) — F(u)

Por tanto

Futdw) —F@) _ o0 G g Feddd ZF@) g gy
Au—+0

Au du Au=—0 Au

= flu)

ya quecuando du— O, u,— u.
Esta propiedad se suele expresar en laforma:

i) S F(x) = f f(x) dx. seveifica F'(x) = f(x).
El haber empleado la letra u en el desarrollo anterior, es debido a evitar toda confusién entrelas diversas x. Obsérvese
en (i) que F(x) es una funcién del limite superior de integracion x y no dela letra x quefigura en d integrando f(x) dx.
En otras palabras, esta propiedad también se puede expresar en la forma:

S F{x) = f S dt, se veifica F'(x) = f(x).

De (i) s deduce que F(x) es smplemente una primitiva o integral indefinidade f(x).

Demostrar que si f(x) escontinuaen €l intervalo a < x < by si F(x) es unaintegral indefinida de f(x), s verifica
[ i@z = P - P
Aplicando |a ultima expresion del Parobl ema 6
f‘ fydz = Fay t ¢
Cuando €l limite superior de integraciéﬁ esx = a, tenemos
f f@®)de = 0 = F(a) + C y C=—-F(a)
Asi pueﬁf Sx)dx = F(x)-—F(a) y cuando el limite superior de integracion es x = b, tenemos lo que queremos

demostrar, »
[ fle)de = F(b) — F(a)
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Aplicar el teorema fundamental del calculo integral o regla de Barrow paracalcular lasintegralessiguientes.

8.

9.

10.

11.

12,

13.

14,

15,

16.

17.

18.

1
2z° -z 2 1 2 1 4
22— x%)dx = [———‘- = c_ Y- (=-2_2 - 2
L( ) 3 4] <3 4) ( 3 4) 3
f_l 1 1 1 177! 1
J_oy\2? x’) ” l: :::_‘-2:15’:|_3 <l+2> <3+18 9

[t = o] - s -

3 3
f e—r/! dx = "‘26;’/2] — _2(8—3/2 _ e) — 4,9904
-2

-10 dz -10
f = ln|x+2|:| = In8 —Ind = In2

~3T/4 Sirl4
senx dx = —cosx:I = — —.;.\[2_—0> = %\/'2-

2
m w2

*de 1 1 T 11 1 1
f,x’+4 = E““""‘E”]_, = E[Z”“('Z”)} =g

=

= 2v2l - 3v6 - 2im 2T
2 5—

f v - [Lavei=i - 2|+ Va=dl] |

t de 1 * _ 1 1 1
fm = g ] = 3(’"3""2> = gho

J"ln:cdx = [zlnx—m:l = (elne—¢) —(In1—1) = 1

5

x—3
z+ 3

(-

1

]
Calcularj xydx siendox = 6cos 8,y = 2sen0,
|

Expresando x, y, dx, en funcién del parametro 8 y de, y escribiendo los nuevos limites de integracion correspon-
dientesa los valores del parametro, ¢ halla la integral queresulta.

dx = —6sen 8 df. Cuando x = 6cos8 =6, 8 = 0; y cuando x = 6¢cos 8 = 3, § = n/3. Luego

] 0
f xydx = f (6 cos #)(2 sen 8)(— 6 sen g) de

3 w3
[

[ ]
—72f sente coae de = —24sen'a:| = -24{0 — (V3/2)'} = 9V3

/3 f/s

2dz

/3
19. CalcularJ‘ SL __de 1t 2 _ 2dz

“4cose’ B+ 4cose B+ 41=2 - 9+ 2zt
2

[
1+z x%

Para determinar los limites de integracion de z (6 = 2arc tagz): Cuando 8 =0,
z =0, cuando 8 = 2n/3, arctagz = #/3 y z = 4/3. Por tanto,

Jaﬂ/sL _ 2J.\/; dz _ Earcta E\/” _ '
. 5+4dcoss , 9+2° 3 £3], Fig. 33-7

1—2*

©w|a
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wis —2 dz
20, Calcular Loz _dx  _ l' 1t 2dz
—senz’ 1 —senz J 29 - '(ITZ)?.
\ Tt
Para =0, arctagz =0 y ;=0 paa z=4+/3, arctagz = #/6 y 2z =/3/3. Por tanto
9 f/a 2 Vira 2
l—scnx f (1—z)l = 1_:| = —F— - \/5"'1
° ° #1e 1-v/3/3

Problemas propuestos

b
21, Halar laintegra f ¢ dx del Problema 1 dividiendo e intervalo a < x < b en n subintervalos de longitudes
Aix, dyx. .., A,.x:'Obsérvese que 2 dx=Db—a.
k=1
22. Hallar laintegral jw x dx ddl Problema?2 empleando subintervalosde igual longitud y (a) eligiendo los puntos x, coin-
cidiendo con el extremo izquierdo de los subintervalos, (b) eligiendo los puntos x; coincidiendo con los puntos medios
delossubintervalos, (c) eligiendolos puntos x; a un tercio desus longitudes, esdecir, tomando x, = §dx, x, = $4x, ...
4
23. Comprobar quej‘ x*dx = 21 empleando subintervalos de igual longitudy eligiendo los puntos x, (a) en el extremo
1

derecho de los subinterval os (b) en el extremo izquierdo de lossubintervalos. (c) en el punto medio de |os subintervalos.

24. Con los mlsmossubl ntervalosy puntos elegidosen el Problema23(a), calcular las mtegralesj xdxy (x2 + x)dxy
1

demostrar que {f( x) T g(x)} dx = y f(x) dx +f £(x) dx.
25, Hdlar Iasintegralesf xtdx yf x* dx. Comparar |la suma con el resultado del Problema 23 y demostrar que
1 ]
® b
flzydx t f flx) dz f f@)dx cuando e < ¢ < b.

1
% Calcular f edr = e— |,
-0

Az
4z — 1

esunaforma

Ind. S, = 3 ek-0TAx = ebT(e—1) y lim
k=1

a1 T e edr—1
indeterminadadel tipo 0/0.
27. Demostrar las propiedades.4y 5 de la integral definida.

28. Aplicar d teoremafundamental o regla de Barrow para calcular:

(a) Jj(2+x)d:¢: =6
b) J: (2—=z)*de = 8/3
(¢ J: 3—2xTatdx = 9
) Jdl (1—)tdt = —9/4
(e) f‘(l—u)\/z_;du = —116/15
(f) fs\/de = 26

(9 f 2 (23 + 1)dx = 40/3

() =
J'\/1+a:
(i) f 2(1 - Vz) dz = 1/30
o [ 2= =%
Vx-15
f \/a—-x = lad'»

(1) f 2Vi—zd = gr - §V3
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\

‘4 1.3 '
(”‘)J; o = sin} (@) fo In@+1)de = In2 + }r — 2
0 s - ar
w f, w - o f ey = 4
4 (16_ z w/3
(0) f FFdr = 4In@+V3) - 23 (s) f @'senBzde = Hr—4)
27 d:t _ 3 8 J“n’/: dZ \/'2_7 '
(p)J; z—an - 33 ® o 3+cos2z =~ 8

29. Demostrar qucf

-3 ds
\/ "1 16 f., Vi + 16

8 =27
30. Hallar f Ydr = 37, siendo X =6 —senf, y = | —cos 6.

8=0

[}
31 Hallar f V14 (¥')de = -]2§+%ln2, siendo y = $x*— }Inx.

32. Hallar J‘ \/( > dt = \/2e¥e—1), siendo x =e'cost, y = e'sen .

33. Por medio de las formulas de reduccion (Capitulo 26) deducir las formulas de Wallis:

w2 T2 . — — .
f sen"x dx = f cos*x dz = 1'3...(n=3)n—1) « sSnespay>0
. [

24.. . m—2m "2
2:4...(n=3(n—1)
1

sinesimpary > 1

*3...(n=-2)n
ST . 0 1+3..m—1)«1+3...(h-1) 4 .
.J. sen™x cos"x dx = 34, (min—2m+n) 2 Sl my nson paresy >0

4...(m—3)(m~1)
(n+1)(n+3)...(n+m)

4. mn—3)n—-1)
(m+ 1)(m+3)...(m+n)

simesimpary > 1

siesimpary > i

3. Halar:
11
— 3_—-
(a)f V2z+3dz = 98/3 © f 1+\/— = 4m3
e 2% _ 1 \
(5) f o8k s = gr- 1 (d)ﬁ Petdz = J(ertl)
amis sen z dz =1 7+3/2
() f cos’z — S5cosx + 4 =In 7— 3v’
-1 r—1 3— 2f
— 2l 4 = In + 2 1
» J, R s RV
(g)f & = V3
me
h) fln(x-i-\/x’—l)dx = 3In@3+2V2) — 2V2
1
. i dx (x+2)dez _ 1.3 1
N f Joveas C mve-n ("’f ww-2 - 2"F7 s
3/4 (a:+1)da: _ 1 8 w/t d:
) f -1 = 4ln§~§ (4] f ?*%xg’r = —‘})ln3ﬁ+__}g



Capitulo 34

Calculo de areas planas por integracion

CONCEPTO DE AREA COMO LIMITE DE UNA SUMA. Sea f(x) unafuncion continua no negativa
en ningun punto del intervalo cerrado a < x < b; laintegral definida jbf(x) dx =Ilim 2 S(x0) Awx
n—+4 o0 k=1

admite una interpretacion geométrica suma- y

mente importante. Dividamos €l intervalo ¥ = f(x)
a < x < béigiendo los puntos xx, como hemos
visto en el capitulo anterior y levantemos, desde

los extremos & = a, &1, &2, .. ., & = b, perpen-
diculares a ge x; la region del plano Ilimitada P (xk,\yk)/
por lacurva, € gex y las ordenadas en los pun-
tosx =ay x = b, quedara dividida en n fran- //\’{
jas, cada una de las cuales es, aproximadamente, <
un rectangulo cuya base esta apoyada en el =
ge X y cuya altura es la ordenada levantada I
desde €l punto xx del subintervalo correspon- 3
diente. El area de la franja representada en 1,1 E P
la Fig. 34-1 es igua a f(x«)dxx. Asi, pues, la 0] a (2 M Ng b
suma ) f(xi)dex representa el drea de los n |
k=1 Fig. 34-1

rectangul os. b
El limite de esta suma, J S(x) dx, cuando d numero de franjas crece indefinidamente en la

forma indicada en el Capitulo 33 es, por definicion, el area de la porcidn del plano citada anterior-
mente, o dicho en pocas palabras, d area encerrada por la curva desde x = a hasta x = h.

(Ver Problemas 1-2.)

Andlogamente, sea X = g(y) una funcién continua no negativa en niiigin punto del inter-
vaoc <y < d; laintegral definida j:g(y) dy es, por definicion, € area limitada por la curva
x = g(y), €l gey y las ordenadas extremasy = cey =d. (Ver Problema 3.)
S y = f(x) es una funcion continua que no toma valor positivo en ningin punto del inter-
vaoa < x < b, laintegral definida J: Sf(x) dx sera negativa, queriendo esto decir que €l area esta
situada por debajo del ge x. De igual forma, s X = g(y) es continua y no toma valor positivo en
ningan punto del intervalo ¢ <y << d, laintegral Jjg(y) dy sera negativa y € area estara situada

alaizquierda del gey. (Ver Problema 4.

S y = f(x) cambia de signo en € intervalo a < x < b, 0 S x = g(y) cambia de signo en €
c <y < d, el &ea encerrada por la curva se halard por medio de dos o mas integrales definidas.

(Ver Problema 5)

CALCULO DE AREAS POR INTEGRACION. Los pasos a tener en cuenta para plantear la integral
definida que proporciona el valor del area a calcular son:
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(1) Trazar un diagrama en el que figuren (a) el area a determinar, (b) unafranja representativa
y (c) el rectangulo genérico. Para ello tomaremos, sisteméticamente, el subintervalo repre-
sentativo de longitud Ax (0 Ay) y €l punto xx (0 yx) de este subintervalo en su mitad.
(2) Hallar el areadel rectangulo y lo suma correspondiente al area de los n rectangulos.
(3) Aplicar la regla de Barrow o tearema fundamental del calculo integral (Capitulo 33) supo-

niendo que & ndmero de rectangiilos crece indefinidamente.
(Ver Problemas 6-14.)

Problemas resudtos

1)
= x?
1. Hallar @ &realimitada por lacurvay = x*, el gjex y las ordenadas en v /
los puntos X =1y x = 3. M
En laFig. 34-2 se representael area a calcutar, KL MN, unafranja )
representativa, RS7'U, y su rectangulo genérico, RVW /. La base de Pu(zs, yx) T,
este rectangulo es dgx, la altura es yg = f(x) = x} y, por tanto, su ", '
drea vale x} - 4,x. Asi pues, S w
|
n s Y
A = lim Saar = f %t dz L !
e 4+ k=1 L K A.z N 2
0 1 R=zU 3
= 2 2 o9e b o 2 idades de superficie i
= 3| = T = 3 pe Fig. 34-2
2. Hallar € area comprendidaentreel gje x y la pardbola y = 4x =™ x%. ]

La curva dada corta a e x en los puntosx =0y x =4, que
serén los limites de integracién. La base del rectangulo genérico
es d,x, la atura y, =4x, — x}, y su area vae (4x, — x}) - Apx.
Por tanto,

Pu(xx, yx)

A = lim i(41k_x:)Ak1' = I‘(4x—x‘)dx

n— +twksl °

4
= [Zx’ —13 x3] = 32/3 unidades de superficie

Una vez que el alumno tenga en su mente todas |as operaciones
arealizar para hallar el valor de un area, es relativamente féeil plan-
tear, directamente, laintegral a resolver, una vez conocidosloslimites y

de integracion.
3 \

AYypP————- - =z ————3 P(z,y)

3. Hallar el &reacomprendida entrela parabola x = 8 +2y—)% @ gey
ylasrectasy =%+ ey =3.

En este caso, dividimosel areaen franjas horizontales. La base del x

rectdngulo genérico (Fig. 34-4) es Ay, laalturaesx =8 T 2y —y, 0
y su area vale (8 T 2y — yI) Ay. Por tanto, el &rea pedida sera
417/
373

r (8 + 2y —y3dy = [8y + yE— 2 = % unidades de
- 3 1. superficie

Fig. 34-4
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Hallar el area limitada por la pardbolay = x* — 7x + 6, €l ge x
y lasrectasx =2y x = 6.

La base del rectangulo genérico (Fig. 34-5) es Ax. la altura
es —y =—(x*—7Tx T6), y el drea vde —(x* — 7x + 6) 4x.
El 4rea pedidaes,

[ 3 U
A = f (@ —Tr+6)dz = —<§——E+6x>:|
: 2 s
56 . .
- 3 unidades de superficie

Hallar el érea comprendida entre la curvay = x° — 6x* + 8x y
el gex.

Lacurvacortaa gexenx =0, x =2y x =4, como £
indica en la Fig. 34-6. Trazando franjas verticaes, el area del
rectdngulo generico, con su base en € intervao 0 < x < 2,
es (x? —6x* T 8x) Ax, y el 4rea situada por encima dd ge x

3
vendra dada por J (x* — 6x* T 8x)dx. El 4rea del rectangulo

gﬁnérico con su baseen el intervalo 2 < x < 4 vde —(x* — 6x*
8x) Ax, y el &rea situada por debajo dd gje x viene dado por

j‘ —(x? — 6x* + 8x) dx. El 4rea buscada sed, en definitiva
s 3 4

A = f (x’—6x’+8z)dz + f —(x’—6:c’+89:)da:
0 3

4
"—(—2’+4'] - [f:—Zx’+4’:|
[4 X Io 1 X .

= 4t4 =38 unidades de superficie

En estecaso, hasido necesariocal cular dosintegral esdefinidas,
yaqueel integrando cambia de signo enel intervalo de integracion.
Con un planteamiento incorrecto'del problema habrlamos llegado

4
alaconclusién de que J (x® — 6x3 + 8x) dx =0.
]

Hallar el areacomprendida entre la pardbolax = 4 — y*y €l gey.

)
i e az s} z
7] I
l
|
|
-y
|
|
i
P(z,y)
Fig.34-5
v
P(z,y)
|
|
)
v
|
|
0 ]2\ Az 4 =
Az :
I
I
P(z, )
Fig. 346

‘La pardbolacortaal gje x enel punto(4.0) y al gjey en los puntos(O, 2) y (0, —2). Vanos aresolver el problemade

dos formas distintas.

v

42\ Pz, y)
i
|
{
Az

T ¢ 4 x

o |
a
)

= =
Ag 34-7(a) Fg 34-7(b)

Empleandofranjas horizontales. La base del rectangulo genéri

co [Fig. 34-7(a)] es 4y, su dtura 4 — y* y su &ea

vae(4 — yt)Ay. Los limitesde integracion de la integral definidasony = —2 ey = 2. Ahora bien, observando qued
area situada por debgjo del ge x esigua a la situada por encimade él, tendremos:

Y d—wdy _ ZI'(4_y’)dy — 2(4y_£)]' _ 132 unidades de superficie
-2 °

Empleandofranjas verticales. La base del rectangulo genérico

6
[Fig. 34-7(b)] es dx, su dtura2y = 2/4 —x, y su

area vale 24/4 — x Ax. Los limitesde integracion son x =0 y x = 4. Por tanto, el area serd:

4

J; 2V —xdx = — —;‘-(4 — x)”’]

0

2
= 3 unidades de supcrficie
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7. Halar € area comprendidaentre la pardbola y* = 4x y larectay = 2x — 4.

Larectacorta a la pardbolaen los puntos(1, —2) vy (4, 4). En lasfigurasse puede observar que, s empleamosfranjas
verticales, unasvan desdeunaramadela pardbolaalarectay otrasdesde unaramadela pardbolaa la otra. Si empleamos
franjas horizontales, todas ellas van desde la recta a la pardbola. Aqui vamos a resolver el problemade las dos formas
para observar cuél de ellas es la mas adecuada. Antes de empezar a calcular, conviene considerar, previamente, qué
tipo de divisién del drea a resolver esel mas apto.

P(z, y1) 4.4
]
)
| Pieve-(2x—4)
ad PPy,
0 8 Ax
3
1. -2
y=22—4 Yy =4z
Fig. 34-8(a) Fig. 34-8(b)

Empleando franjas horizontales. La base del rectangulogenilco [ver Fig. 34-8(a)] es Ay, su atura{(vaor de x de
Iaeaegt@—(valor de x de la pardbola)) es(}y —iA=2T }y— Pt y U brea vde(2 + +y — }yMdy. El drea
pedidaes

4 4
f @+3y—iMdy = [2y + yT - i’—;] = 9 unidades de superficie
_a -1

Empleando franjas verticales. Dividimos el &rea por la recta x = 1 [ver Fig. 34-8(b)]. El rectangulo genérico, a la
izquierda de esta recta, tiene de base Ax, de atura (teniendo en cuenta la simetriadelafigura) 2y = 44/ x y su &rea
vae 4«/_;: A4x. Bl rectdngulo genérico, a la derecha de la recta, tiene de base Ax, de altura 2y x — (2x —4) =
W x—utaysuaeavde@y x—2x+ 4) Ax. El &rea pedida es, entonces,

1

1 &4 1 4
f 4Vzdx + f @2vVr —2x+4d)dx = [-gx"':l + [%z’/'—-z' + 4x:| = g + 19 = 9 un.sup.
1 [

& Hala e area comprendida entre las pardbolas y = 6z — x* ¢
y = x® —2x,

Las pardbolas se cortan en los puntos(0, 0) y (4, 8). Enla figura
seolgerva gue lo mésadecuado es dividir el drea mediante franjas
verticales.

El recténgul o genérico tienede base Ax, dealtura, {(vaor dey en

el limite superior) —(valor de y en el limite inferior)) = (6x — x*)

d—d(x' 2x) = 8x — 2x%, y QU area vae (8x — 2x*) Ax. El érea pe-
idaes

4 4
2 64
— Oyt = 8 __ L, - 22 .
j‘: (Bx 2:\:):1:\:l = [4:: 3x:|n 3 un. sup.

/

9.- Hallar el 4rea limitada por lacurvayt = x* — &
v
La curva es simétrica con respecto a |os ejes coordenados. Por
tanto, el area sera 4 vecesla correspondiente al primer cuadrante. P(z,v)
Labase del rectangulo genérico es Ax, su dturay = v/ — x4 r
= xA/T—x%, y su 4rea vale x4/1 — x* Ax. Elérea buscadaes, pues, 5 Az z
1 1
4f zVl—atdx = [— %(1 - a:')”':|
[} 0

4 . ici
3 unidades de superficie Fig. 34-10

1
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10. Hallar el &rea del

CALCULO DE AREAS PLANAS POR INTEGRACION [CAP. H4

menor de los sectores que la recta x = 3 determina en € circulo x* + =25 (Ver Fig. 34-11)
3 5 3
f 2ydx = 2f V25 —ztdx = 2{%\/25—@2 + %arcseng]
3 3 3

= <%a — 12 — 25 arc sen g) unidades de superficie

A =

] ' Y 1,v9
~ Plz,y)
x x
0 Slys 0
Az 1,-V3)
Fig. 34-11 Fig. 84-12

11 Hallar el drea de la interseccion de los circulos x* T VW=4yax + y* = 4x. (Ver Fig. 34-12)

Los circulos se cortan en los puntos (1, + 4/ 3).
El rectdngulo genérico se extiende desde x = 2— v/4 —yt hastax = /4 — yi,

A

Vs
= 2f Vi—¢ - 2-Vi—g)dy = 4 VS(i—¢ — 1dy

o Vi
4 [%\/4_1,: + 2 arc sen%y - y:l = <83—” - 2\/3) unidades de superficie
[

12. Hallar el érea limitada por la curva y* = x*(4 + X). (Ver Fig. 34-13)

a
A = J‘L2yd:c =

/]
2f z%/4 + z dx. Haciendo 4 + X = 2%, tendremos

1 . s 3
A = 4_[ (#—d)rdz = 4[’7 -2 4%- = A5 \nidades de superficie
0 [}
Yy i
Yy
P(z,v) v
P(z,y)
X 2 X
~4 Az (5) o ? ]
0 Ax 27
Fig. 34-13 Fig. 34-14 Fig. 34-16

13. Hallar el Brealimitada por el arco decicloidex =8 —sen 8,y = 1 — cos 0. (Ver Fig. 34-14)
Cuando 8 varia de O a 2, ® describe un arco completo. Por tanto, dx = (1 —co8 §) 29 y

A

It

8=27

ydx =
6=0
3
2

mr | 1.4
f (1 —cose)(l —cose)de = f <§- — 2cos 8 + %cosZO) dé
0 g

T

—2sen0+%sen291 =

0

37 unidades de superficie

14. Hallar el arealimitada por lacurvax = 3 + cos 8, y =4sen8 (Ve Fig. 34-15)
Cuando 8 varia, do derecha aizquierda, desde O a 4, se describe el &rea rayada delafigura, que vae, } del 4res

pedida.

'
16 sene d¢ =
0

= —4J; (4seng)(—seng)dse =

mw/2
= 8ls —= sen20:| =
[]

n2
Sf (1 — cos 28) de
0

4z unidades de superficie
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15.

16.

17.

18,

v Problemas propuestos

Hallar el 4rea limitada por las curvasy rectas que se indican:

(@ y=x%y=0x=2x=5 (i) y=x*—4y=8—2x
()] =xhy=0,x=1,x=3 () y=x*—4x%y =4x?

© y=4x—x,y=0x=1x=3 (k) Lacurvadada por yz = x2(a2 — x?)
(d)y x=1F)3,x=10 (1) Lacurvadada por 9ay? = x(3a — x)?
(e) x=3»®»—9,x=0y=0,y=1 (m)y=e?, y=e*x=0,x=2

() x=y +4,x=0 (n) y:e'/"+e—'la,y=O,x=;{:a

@ y=9—x%y=x+3 (0 xy =12, y=0,x=1,x =e?

N y=2—x%y=—x (p) y:l/(l+x2),y:O,x::t1

(q) y=tagx,x =0, x = in

(r) Un sector circular deradio r y éngulo a.

() Ladlipsex =acost,y =bsent.

(t) x =2cosf—cos20— 1,y =2sen8— sen 26,

(u) x =acosit,y = asenit.

(v) Primer arco dey = e—**sen ax.

(w) y = xe—=', y =0, y la ordenada méxima.

(x) Lasdosramasde(@x — y)? = x*y x = 4.

(y) Dentrodey = 25 — x2, 256x = 3y2, 16y = 9x2.

Soluciones: (a) 39 unidades de superficie,(b) 20, (c) 22/3, (d) 36, (e) 8, (f) 32/3,(g) 125/6, (#) 9/2, (i) 32, (j) 512/ 2/15,

(k) 2a¥/3, () 84/ 3a%/5, (m) (e® + 1/e* — 2), (n) 2a(e —1/e), (0) 24, (p) 37, (g) 31n 2, (r) 3rta, (5) nab, (1) 6,
(u) 3ma?/8, () (1 + 1/e™)/2a, (w)3(1 — 1/4/ e), (x) 128/5, (y) 98/3 unidades de superficie.

La ordenada nedia de la curva y = f(x) en €l intervalo a < x < b viene dada por

b

Area _ J‘ f(x) dx

Base Ye
b—a

Hallar la ordenada de(a) una semicircunferencia, (b) la pardbolay = 4 — x* desdex = —2 hastax = 2.
Sol. (a) nr/4, (b) 8/3.

(a) Hallar la ordenada media de un arco de la cicloide x = a(@ — sen0), y = a(l1 — cos 8) con respecto a x.

(b) ldem, con respecto a 6.

1 1 Sa 1 27
Sol. (a) om0 J; a*(l —cos 8)’de = 2 (b) 2 J; a(l —cose)de = a
Enlacaida libre de un cuerpo, s = $g1* y v =gt = 4/ 2gs.

(a) Demostrar queel valor medio dc v con respectoar enel intervalo0 <t 5 # esigual alamitad de la velocidad final.

(b) ]I;)egﬁostrar que el valor medio de v con respectoa s enel intervalo0 55 5 s, esigua ados terciosde la velocidad
ina.



Capitulo 35

Volumenes de soélidos de revolucidon

UN SOLIDO DE REVOLUCION estéa generado por la rotacion de un area plana alrededor de una recta
del plano o ge de revolucion. El volumen de un sdlido de revolucion se puede halar por uno delos
procedi mientossiguientes:

METODO DEL DISCO
A. H ge de rotacion forma parte del contorno del area ~iana.

(1) Setraza un diagrama indicando €l area generatriz, una franja representativa perpen-
dicular al ge de rotacion, y su rectangulo genérico, como e hizo en € capitul o anterior.

(2) Se hallael volumen del disco producido en la rotacion del rectangulo genérico dre-
dedor del ge de rotacion y la suma correspondiente a los n recténgulos.

(3) Seaplicalaregla de Barrow o teorema fundamental del calculo integral (Capitulo 33)
suponiendo que d numero de rectangul os crece indefinidamente.
(Ver Problemas 1-2)

B. El gederotacion no forma parte del contorno del area plana.
(1)  Seprocede como en €l apartado (1) anterior.

(2) Se prolongan los lados del rectangulo genérico, ABCD, hasta que corten a ge de ro-
tacion en Ey en F(ver Fig. 35-3 correspondiente al Problema 3). Cuando este rectan-
gulo gire alrededor del ge de rotacion se produce un cilindro cuyo volumen es igud
a la diferencia entre los volumenes generados por los rectangulos EABFy ECDF d
girar con respecto al mismo ge. Se hallala diferencia de |os dos volumenesy s procede
como en € apartado (2) anterior.

(3) Se procede como en € apartado (3) anterior. (Ver Problemas 34)

METODO DEL ANILLO

(1) Sedibuja, en un diagrama, el area generatriz, una franja representativa pirralelaal ge de ro-
tacion, y su rectangulo correspondiente.

(2) Sehalael volumen (= circunferencia media x altura x espesor) del anillo cilindrico pro-
ducido en la rotacién del rectangulo genérico con respecto al e de giro y se halalasuma
correspondiente a los» rectangulos.

(3) Seaplicad teorema fundamental, o regla de Barrow, suponiendo que € ndmero de rectén-

nulos crece indefinidamente.
(Ver Problemass-8.)

X
o A
Nl o

T B
Problemas resudtos

Kk Hallar el volumen generadoen larotacion del areadel primer cuadrante limitada por la parabolay?* = 8x y la ordenada
correspondiente a x = 2 con respecto al ge x. (Ver Fig. 35-1.)
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Dividiendo el area mediante franjas verticales, cuando el rectangulo genérico dela Fig. 35-1 girealrededor del gje x
= produce un disco de radio y, de altura Ax y de volumen ny? Ax. Lasumade los volimenesde los # discos. correspon-
dientes a los n rectangulos, es Zmy® Ax, y el volumen pedido sera,

VvV = rdV = ,[2 nyddx = nr 8xdx = 4nx=]: = 16z unidades de volumen
a ] [

@, —4) @ -9
Fig. 35-1 Fig. 35-2

2. Hallar el volumen generado al girar el arealimitada por la pardbola y? = 8x alrededor de la ordenada correspondiente
ax =2 (Ver Fig.352)

Dividiendo el area mediante franjas horizontales, cuando el rectangulo genérico de la Fig. 35-2 gire alrededor del
gje y se produce un disco deradio 2 — x, de altura Ay y de volumen s(2 — x)* Ay. El volumen pedido sera

¢ ¢ ¢ e 256 .
vV = J 72— x)tdy = Zn—l‘ Q2 —x)dy = ZnJ (2— —8—) dy = T unidades de volumen
=4 0 [}

3. Hallar el volumen generado en la rotacion del area limitada por y* = 8x y la ordenada correspondiente a x = 2 con
respecto al gje y. (Ver Fig. 35-3.)

Dividiendo el area mediante franjas horizontales, cuando el rectangulo genhico de la Fig. 35-3 gire alrededor del
gje Yy, se produce un disco cuyo volumen es igual a la diferencia entre los volimenes generados al girar los rectangulos
ECDF (de dimensiones 2 por Ay) y EABF (de dimensiones x por Ay) con respecto al gey, esdecir, m(2)? Ay — a(x)® Ay.
El volumen pedido sera

. s ‘ ‘ yt 128
V = I dndy — '[ nxtdy = an @G —x)dy = ?JZJ (4 — ——) dy = -—— aunidades de volumen
-4 =4 0 ° 64 5
P(z,¥) — Y y=6
A C } :
1y 3, o
Ft/ |
B z L+ P(2,)
0 2
\
4 x
(T—d) 0 Ax
Fig. 35-3 Fig. 35-4

4. Hallar el volumen generado en la rotacion del &rea comprendida entre la pardbola y = 4x — x* y el gje x con respecto
alarectay = 6. (Ver Fig. 35-4.)

Dividiendo el area mediante franjas verticales, el rectangulo genérico, al girar alrededor delarecta y = 6, produce
un disco de volumen n(6)? AXx — n(6 — »)? Ax. El volumen pedido sera

4

i

4 4
nJ. {(6)* —(6 —y)F}dx = n-[ 12y —yH dx
o )

14087

unidades de volu;pen

I

4
nj (48x — 28x* + Bx® — x%) dx
0
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s, Setrata de halar el volumen generado en larotacion del area del primer cuadrante limitada por la curvay =f (x)y las
ordenadas correspondientesa x = a y x = b, alrededor del gje y. (Ver Fig. 355 Dividiendo este areaen n franjasy
trazando los rectangul os correspondientes, cuando uno de ellos gire alrededor del gje y, se produce un anillocilindrico
de altura y,, radio interno &,-,, radio externo & y volumen

® 4,V = nli—éc-In

Por el teorema del valor medio de la derivada

d
(i) -8, = E(x”) 5 —&i-) = 2xiAx
z-:‘
Siendo &, -; < x, < &. Por tanto, (i) s transforma en
AV = 2axiyAix = 2mxif(x) dx
Y ® .
V = 2n lim Zx‘/'f(x‘) Ax = Z:zJ-lb X f(x) dx por el teorema de Bliss
n—> 4@ ]

k=1
Nota S los puntos x; de los subintervalos son los Eug_tos medios de estos, no es necesario acudir al teorema
de Bliss. Para los x; definidos en (ii), se verifica x{ = $(&: T &-—1) = xi [ver Problema 17(b), Capitulo 21). B vo-

lumen producido al girar los n rectdngulos alrededor del gjey es Z 2ux; f(x) dux = Eg(x,) dix del tipo® dd
Capitulo 33. key k=1

(2; '_)
Fig. 35-6

. 6. Hallar el volumen generado en la rotacibn del area limitada por la pardbola y2 = 8x y la ordenada correspondiente
ax = 2con respecto a esta recta, Aplicar el método del anillo. (Ver Problema 2.)

Dividimosel area (Fig. 35-6) mediantefranjas verticalesy elegimos, para mayor sencillez, el punto P de forma que
sea el punto medio del segmento AB.

La altura del rectangulo genérico es 2y = 44/2x, su base, Ax y su distancia al gje de giro, es 2 — x. Cuandoeste
rectangulo gire alrededor de este gje se produce un anillo cilindrico de volumen 27(2 — x) * 44/2x Ax. El volumen
pedido seréd

v o= sVEnr(z—x)\/}dx - sx/injg(zxw—xm)dx 256n
0 0

unidades de volumen

- 7. Hallar el volumen del toro generado en la rotacién del circulo x* + 52 = galre- Y
dedor de larectax = 3.
P(z,y) -
Aplicamosel mktodo del anillo. La altura del rectdngulo genérico es 2y, su 1
base Ax, y la distancia media al €je de revolucibn vale 3 — x. El volumen pedido 8
seré
_2 0 2 z
2 ] PR
v = znf B—xdx = 4a| G—NVi—xdx - H—3-%
—1 -1
a .
= 12n] V4—xtdx —A4n|_axV4—xtdx
-3

= [127: (f—‘v 4 —x* + 2 arc sen f.) + 4_"(4 — xz)m]
-\ 2 } - Fig. 35-7

24n® unidades de volumen
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8. Hallar el volumen generado en la rotacibn alrededor del eje y del 4rea limitada por el primer arco de la cicloide
X =8—sen8,y =1—cos @ yel gex. Aplicar el métode del anillo.
y

O=2n 27
V = ZnJ xydx = an (0 — sen 6)(1 — cos 6)(1 —~ cos 6) db P(z,v)
]
= ZnJ (6-—20cos 0+ 0cos?6—senO + 2senOcos b x
—cos? @ sen 6) db 0 Az 27
~ 22[36° — 2(0sen 6 + cos 0) T 4(30sen 28 + } cos 26) Fig. 35-8
L
27t
+ cos 8 T sen?g + } cos® 0] = 6x° unidades de volumen v
' (2, Ye)
9. Hallar el volumen generado en la rotacion del rea limitada pory = —x?
—ixt 6yx Ty —3=0adrededor delarecta, (8 x = 3, (b)y = 0. (-3,8)
(@ V = MJ (e — )3 — X) dx o
~3 1]
1 ]
- sz' (x> — x2— 9x + 9)dx = 2567/3 unidades de volumen (, ¥.)
-3 (1,2)
1
®& v = ] (0r—0udx
1 0 - 3
- nj (x4 + 6X3 — 4x2 — 30x + 27) dx = 17922/15 unidades de 1 1
volumen. Fig. 35-9

Problemas propuestos

Hallar, en los Problemas 10-19, d volumen generado en la rotacion del érea plana dada alrededor del
ge indicado, aplicando el método del diseo. (Soluciones en unidades cubicas.)

100 y=2x%, y=0,x=0, x=35; ejex Sol. 2500x 15, y=x3y=Qx=2;,x=2 Sol. 16x/5
11. x*—ya8=16,y=Q x = 8; gex Sol. 256=/3 16. y?= x‘(l —X?); gex Sol. 47/35
12. y=4x%, x=Qy =16; gey Sol. 32n 17. 4x“_|¢_9y2—36 gex Sol. 16
13. y= 4x’, x=0,y=16;y =16 Sol. 40965/15 18. 4x> T 9y = 36, gey Sol. 24
4. ya=x5y=Q x =2; gex Sol. 4= 19. Dentrode x = 9—y? entre

X— y— F0,x=0; ejey Sol. 963x/5

Hallar, en los Problemas 20-26, el volumen generado en la rotacion del &rea plana dada alrededor del
ge indicado, aplicando @ método del disco. (Soluciones en unidades cubicas.)

20 y=2xy=Qx=Qx=5; gey Sol. 6257 _ 24, y=x% y=4x —x% de x Sol. 32n/3
2L x*—yt —16 y=0,x=38; ejey Sol. 1284/ 3n 25 y=x% y=4x—x% y=6 Sol. 647/3
2 y=4x x=Qvy=16; diex Sol. 2048x/5 2. x=9—y, x—y—7=0;x=4 Sol. 1537/5
23.yr=x“x=0y—8 x =2 Sol. 144n/5

Hallar, en los Problemas 27-32, el volumen generado en la rotacion del area plana dada alrededor del
ge indicado, aplicando el método del anillo. (Soluciones en unidades cubicas.)

2. y=2x%t y=0, x =0, Xx =5; gey 30. y=xy=4—x) Xx=5

28 y=2x2, y=Q x=0, X—5 x=6 3. y=x*—5x+4+6,y=0; e_]ey

2. y=x3, y=0,x=2;, y=8 32. Dentrode x =9 —y% entrex— y— 7— Qx=0;y =3
Sal. (27) 6257, (2’82’3L5;_z_, (29) 320=7/7, (30) 647/3, (31) 57/6, (32) 36972

Hallar, en los Problemas 33-39, el volumen generado en la rotacion del area plana dada alrededor del
ge indicado, aplicando e método que sea mas idéneo.

B. y=¢7 y=0, x=0, x=1; ejey Sol. n(l — 1/e) unidadesde volumen

34. Unarcodey = sen2x; gex Sol. $x? unidades de volumen

35. Primerarcode y = e¢*sen X; geXx Sol. 7(e?* — 1)/8 unidades de volumen

36. Primerarcodey = € sen x; gey Sol. z[(= — 1)e™ — 1] unidades de volumen

37. Primerarcode Xx =6 —3sen8, y = 1— cos 8; gex Sol. 5n? unidades de volumen

38. Lacardioide X = 2cos 8 —cos20 — 1, y = 2sen8 —sen 28; gex Sol. 64:t/3 unidades de volumen
¥, y=2x%L 2x—y+4=0;x=2 Sol. 27= unidades de volumen

40. Hallar el volumen de un tronco de cono cuya base inferior es de radio R, la superior de radio r y de altura h.
Sol. zh(rt + Rr T R?) unidades ctibicas.



Capitulo 36

Volumenes de sdélidos de seccidn conocida

EL VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION generado en la rotacion alrededor del ge x de
un area plana limitada por la curvay = f(x), € ge x y las rectas x =ay x = b viene dado

1.-

por rny“ dx. El integrando, ay®* = ={f(x)}?, se

puede interpretar como € area de la seccion deter-
minada por un plano perpendicular al ge x situado
a una distancia del origen igual a x unidades.

Reciprocamente, s € area de la seccion ABC
determinada en un sdlido por un plano perpendicu-
lar al ge x situado a una distancia del origen igual
a x unidades, s puede expresar como funcion,
A(x), de X, €l volumen del sdlido viene dado por

V= J A(x) dx.

Fig. 86-1

Problemas resudtos

Hallar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades
de radio sabiendo que toda seccion plana perpendicular a un
didmetro fijo es un tridngulo equilatero.

Tomando el circulo, como en la Fig. 36-2, con el ge x
sobre el didmetro fijo, laecuacién del circulo sera x3+yd = 16.
La seccion ABC del sdlido es un tridngulo equilétero de lado

2y y &rea A(x) = v/ 3yt =1/ 3(16 — x).

v EA(x)dx - x/i'r_ (16 — x?) dx

3 N4
\/3[16x — _x3_] - 5 \/— unidades de volumen
-4

Un solido tiene una base en forma de elipse cuyos g es mayor
y menor miden 10 y 8, respectivamente. Hallar su volumen
sabiendo que toda seccion del mismo perpendicular al ge
mayor es un triangulo is6sceles de alturaigual a 6.

Situemos la elipse como indica la Fig. 36-3, siendo su
2

2
ecuacion — 3 + E = 1. Laseccion ABCesun méngulo isos-

celesde base 2y, altura6 yarea A(x) = 6y = 6 * 4/,V/25 — x2.

vV = 351 \/25—x’dx = 60n unidades de volumen

Y, A
Fig. 36-3
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3.~ Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide :—g +

5.

y2
25

La seccion determinada en el sélido por un plano paralelo al xOy situado a una distancia z del origen es una elipse
dedrea nxy = n(d4v 2) (54 z) = 20nz. En consecuencia,

=z yel plano ; = 10, (Ver Fig. 36-4.)

V = ZOﬂJlO zdz = 1000z unidades de volumen

Fg 36-4 Fg 365 Fig 366

En un cilindro recto circular de madera, de 8 centimetros de radio, se efectlia un corte por un plano que pasa por un
diametro de la base y forma con ella un angulo de 60". Hallar el volumen de la madera eliminada. (Ver Fig. 36-5.)

Tomando los gjes coordenados que se indican en la figura, la seccion determinada por un pl anodperpendicular al
gje x es un triangulo rectangulo en el cua el angulo agudo adyacente al cateto y esde 60°, Lalongitud del otro cateto
esy/ 3y y e areade la seccion es §v' 3 y* = 4/ 73 (64 — x?). Por tanto, .
- ' mr—> NOTA  ACLARATOUA © o
v = 7\fzj (64— x9dx = ——vIem? coic e
- eQuee e e o] Qw&

Hallar el volumen de la interseccion de dos cilindros circulares de igual radio r que se cortanortogonal mente.
(Fig. 36-6.)

Tomando los ejes coordenados que se indica en la figura, las ecuaciones de los cilindros son % + 2t = r* e
ya + 2 = 2. La seccion determinada en el volumen que se trata de calcular, por un plano perpendicular al gje z, es

un cuadrado de lado 2x = 2y = 24/r* — 2% y &rea 4(r?— z?). Por tanto,

r a
V = 4J rr—2)dz = % unidades de volumen

Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya base es una elipse
de gje mayor 2ay eje menor 2b. (Fig. 36-7.)

La seccion determinada en el cono por un plano paralelo a la base
es una elipse de gje mayor 2x y eje menor 2y.

De los tridngul os semejantes de la figura, se deduce:

PC _PM x_h=z también PD _ PM (’)—x—-—h_i
OA OM "~ a & ' OB OM "~ b h
J— 2
El érea de la seccién esnxy = Mb(’;]—,z). Luego

V = i'hi:é JA (h—2)3dz = %nabh unidades de volumen Ag 367
0
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10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

VOLUMENES DE SOLIDOS DE SECCION CONOCIDA [CAP. 36

Problemas propuestos

Hallar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que la seccidn determinada en é] por
un plano perpendicular a un didmetro fijo (ge x de la figura del Problema 1) es (a) un semicirculo, (6) »:n cuadrado, (c)
un tridngulo recténgulo isosceles con su hipotenusa en el plano de base.

Sol. (a) 128x/3, (b) 1024/3, (c) 256/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un solido de base eliptica de ejes mayor y menor igualesa 10 y 8, respectivamente, sabiendo que
la seccién determinada en ¢é1 por un plano perpendicular al je mayor es un tridngulo rectangulo con un cateto en €
plano de la base. Sol. 640/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sdlido cuya base esel &rea limitada por la parabola y2 = 12x y su ordenada correspondiente
al punto x = 3, sabiendo que la seccién determinada en €l por un plano perpendicular al e x de la pardbola es un
cuadrado. Sol. 216 unidades de volumen. !p

Hallar el volumen de un sdlido cuya base es el &rea del primer cuadrante limitada por la recta 4x +5 =20 y los
gjes coordenados, sabiendo que la seccidn determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un semicirculo.
Sol. 107/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido cuya base es el circulo x2 + y& = 16x, sabiendo que la seccion determinada en €l por
un plano perpendicular al eje x es un rectangulo de alturaigual al doble de la distancia del origen al plano de la seccidn
Sol. 1024~ unidades de volumen.

Hal]ar el volumen del sélido engendrado por un circulo cuyos extremos de un didmetro se apoyan en las parébolas
y T 8x =64e y* T 16x = 64, cuando se le desplaza paralelamente al plano xz.
Sol. 2562/15 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un cono cuya base es el circulo y* +2_2y=0x=0 y su veértice, el punto(a, O, 0).
Sol. 4mab® unidades de volumen.

Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide y* + 422 = x y el plano x = 4.
Sol. 47 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un barril cuyo perfil es el de un elipsoide de revolucion, sabiendo que su alturaes 6, el radio de
la seccion mediaesigual a 3y el radio delas basesigual a 2 Sol. 44z unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido sabiendo que la seccion determinada en é1 por un plano perpendicular al ge x esun
circulo cuyos extremos de un diametro se apoyan en las pardbolas y* = 9x y x2 = 9y.
Sol. 6 5612/280 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido sabiendo que la seccidn determinadaen él por un plano perpendicular al ge x es uncua
drado cuyos extremos de una diagonal estdn situados sobre las pardbolas y2 = 4x y x% = 4y.
Sol. 144/35 unidades de volumen.

En una esfera de 3 centimetros de radio se efectla un taladro de 1 centimetro de radio, siendo el eje de Bste uno de
los diametros de aquélla. Hallar el volumen de la esfera que resulta. Sol. 6474/ 2/3 cm?.



Capitulo 37

Centro geométrico

Areas planas y solidos de revolucion

LA MASA DE UN SOLIDO es una medida de la materia que contiene y su volumen es una medida del
espacio que ocupa. S la masa por unidad de volumen es la mismaen todo € cuerpo se dice que
éste es homogéneo 0 que tiene densidad constante.

En mecanica se smplifican mucho los célculos cuando se puede considerar a la masa del cuerpo
concentrada en un punto que se denomina centro de masas. En un cuerpo homogéneo este punto
coincide con € centro geoniétrico o centroide. Por gjemplo, el centro de masas de una pelota de
goma homogénea coincide con el centro geomdtrico de la pelota considerada como una esfera

El centro geométrico de una hoja de papel rectangular estara situado entre las dos superficies
en la mitad del espesor pero, en este caso, se puede considerar situado sobre una de las superficies
en d punto de interseccion de las diagonales. Asi, pues, € centro de masas de una hoja delgada
coincide con el centro geométrico de la hoja considerada como un area plana

En este Capitulo, y en el siguiente, nos limitaremos a considerar 4reas planas y solidos de re-

volucion. En capitulos posteriores trataremos de otros solidos, arcos de curvas y cuerpos hete-
rogéneo-~.

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) M, DE UN AREA PLANA con respecto a una recta L es
el producto del érea por la distancia de su centro geomdtrico a dicha recta. EIl momento de un area
compuesta de otras varias con respecto a una recta es igual a la suma de los momentos de las
areas individuales con respecto a dicha recta.

Para hallar el momento de un érea plana con respecto a un ge coordenado se procede de la
manera siguiente:

(1) Sedibujael areay setraza unafranja representativay su rectangulo genérico correspondiente.

(2) Seefectuael producto del area del rectangulo por la distancia de su centro geométrico 0 cen-
troide al gje, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectdngul os.

(3) Se aplicala regla de Barrow o teorema fundamental del calculo integral (ver Problema 2)
suponiendo que el nimero de rectangulos crece indefinidamente.

Para un area plana A cuyo centro geomeétrico es el punto (Z, ) y cuyos momentos con respecto
alosegesx ey son M. y M,, respectivamente, se tiene:

AE=M, y Aj= M,
(Ver Problemas 1-8.)

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) DE UN SOLIDO de volumen V, engendrado en la rotacion
de un area plana alrededor de un €je coordenado, con respecto a un plano que pase por € origen
y sea perpendicular a dicho ge, se halla de la manera siguiente:

(1) Se dibuja el area y se traza una franja representativa y su rectangulo genérico.

2) Seefectliad producto del volumen del disco o anillo, generado en la rotacion del rectangulo
con respecto al ge, por la distancia del centro geométrico del rectangulo a plano, y s es-
cribe la suma correspondiente a todos los rectangulos.
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(3) Seaplica la regla de Barrow o teorema fundamental del calculo integra suponiendo que el
numero de rectangulos crece indefinidamente.

El centro geométrico (Z, 7) esta situado en €l gje x si €l area gira en torno a dicho ge. LIamando
M,; al momento del sélido con respecto al plano que pasa por € origen y es perpendicular al cje x,
se tiene

vi=M, y=0

Andlogamente, si fa rotacion del area tiene lugar en torno del gey, el centro geométrico (Z, %)
esta situado en dicho ge. Llamando M., al momento del sélido con respecto al plano que pase
por el origen y sea perpendicular al gey, se tiene

Vg — Mxly f = O
(Ver Problemas 9-12.)

PRIMER TEOREMA DE PAPPUS. El volumen engendrado por un érea plana en rotacion arededor
de un gje de su plano que no la corte esigual al producto del érea por la longitud de la trayectoria
descrita por su centro geomeétrico.

(Ver Problemas 13-15.)

Problemas resueltos

1 Dadael area plana delafigura, hallar (a) su momento con respecto a los ejes Y

coordenados y () las coordenadas de su centro geomttrico (£, #). 0 5

(a) El érea del rectangulo superior es § X 2 = 10 unidades, y su centro
([;eométrico es el punto 4(2,5, 9). Anilogamente, las areas y centros de A 2
o0s otros rectangulos son: 12 unidades, B(l1,5); 2 unidades, C(2,5,5); @ f----
10 unidades, D(2,5, 1). 8] 2

Los momentos de los rectangulos con respecto al eje x son 10(9),
12(5) y 10(1). Por tanto, el momento del area de la figura, con respecto
al gjex, es

M, = 1009) T 12¢5) T 2¢5) T 1001) = 170

_Anidlogamente, el momento del area de la figura con respecto al 2
gey es

- — 22— -

M, = 102,5) T 12(1) + 2(2,5) T+ 102,5) = 67 2

(b El dreadelafiguraes A = 10 + 12 +2 + 10 =34, z
Luego Al = M,,, 342 =67 y 2 = 67/34, 0) 5
yAjy=M, 345 =170e 7 =5.
El punto (67/34, 5) es el centro geométrico.

Fig.37-1

2. Hallar el momento con respecto a los ges coordenados del area plana del segundo cuadrante limitada por la curva
X =y*—9,
)
El &rea del rectdngulo gentrico de la figura es —x + Ay, su centro geo-
métrico es (3x,y), y su momento con respecto al ejex valey (—x * Ay).

Por tanto, -

3 3
M, = —J cxdy = —I '_9dy = P(z, y):
Jyxdy SO0y 3 (=¥ Qo oy
Analogamente, el momento del rectdngulo genérico con respecto al gjey
es dx(—x * Ay). En consecuencia. x
0

l 1 l 3 324
M, - _?szdy - _7Iu(y2—9)2dy = — Fig. 37-2
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3. Hallar e centro geomktrico del Area del primer cuadrante limitada por
la pardbola y = 4 — x2
El centro geométricodel rectangulo genérico es (x, 3y).

fzyd:c = f’(d—z’)dx = 1613

 §
fgiy'ydx = %f (4—2dz = 128/16
0 0

M, = J;’x'ydx = f’x(4—z’)dx = 4

A

M.

Por tanto 5 = M,/A = 3/4, § = M,/A = §/5, y |las coordenadas
dd centro geométrico son (3/4, 8/5).

4, Halar d centro geométrico de Area del primer ciiadrante limitada por la
pardbola y =-x* ylarecta y = x.

Bl entro geométrico del rectéangulo genéricoes [ X, #(x + x9)].
1
A = f (z—2Yde = 1/6
0

1

M., = f e+ %)z — 2 dz = 1/16
0
1]

M, = f 2(x—2¥)dx = 1/12

Por tanto £ = M,/A = 1/2, § = M,/A = 2/5, y las coordenadas del
centro geométrico son (1/2, 2/5).

5. Determinar e centro geométrico del érea limitada por las parébolas
x=Yyly x2=—8y.
B centro geométrico del rectangulo genéricoes [x, 3(—x*/8 — v 91

4 = f‘<"%’+\/9—=>dx =8
wo= fA(-E-vE) e vE)e = -2
M':J‘.z<—%’—+ﬁ>dm=%‘

P(=,y)

(z,«}v)-L

AT

»
]

Fig. 37-3

n-==

(=, }z+ =)
Pz, y1)

Fig.37-4

: Py(z, ys)
(z, (1 + ¥2))

Pl(z' yl)

Y el centro es (&, 9) = (9/5, —9/10). ys = —zY/8
6. Hallar el centro geométrico del Area limitada por la curva y = 2 sen 3x, Fg 37-5
desde x = O hasta x = /3. (Ver Fig. 37-6)
Empleando el rectangulo genérico de la figura cuyo centro geométrico es (x, 1),
T3 Iy 2 /3 4
A = f yde = f 2sendx dx = = cos 3z -
3 3
o ° 0
PIS w3
M. = f dycyde = 2 sen? 3z dx
[} 0 P(x! y)
1 1 w3 -
= 2|z — 5 senbx = —
27 12 0 3
s s (=, 1v)
M, = f xeyde = 2f x sen 3% dx
2° oms Az z
= Z[mn 3z — 3z cos3x = Zr 7/3\
9 . 9
Fig. 37-6

Las coordenadas del centro son (M, /A, M,/A) = (n/6, n/4).
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7. Halare centrci/geometnco del dreadel primer cuadrante dela hipocicloidex = acos? 8, v
y = asen®* 0 (Ver Fig. 37-7) a
Por simetria, =3
8=m/3 me
A f xdy = f a e0s® @ - 3a sen’ ¢ cos ¢ de
- o=0 wie °
- f . <1 + cos 20>
= — sen’ 20 { ——— j dé
4 . 2 ’
— 3 ,|e_1 ls}wzi-
= 3¢ |:2 8s¢:n4¢9-+-65en 20 . 32 7%
6=m/2 i s Fig. 37-7
yexdy = 3a’f cos‘e sen*e de Saaf cos'e (1 — cos’e) sens de
= ° 0

— _3q® I:cos’o _2cos’8 4 cos'o:lm - 24a
L]

b 7 9 316

Por tanto, § = M,/A = 256a/315x y |as coordenadas del centro son (256a/315x, 256a/3157).

8. Demostrar que el centro geométrico del 4rea de un sector circular de

2rsen 8 v (r cos 9, r sen @)
radio r y d4ngulo 28 esta situado a una distancia 18 del centro del AVF -y +
circulo. sy ycot d), v)
Situemos el sector de forma que su centro geométrico esté situado Piz.y)
sobreel gje x. Por simetria, |a abscisa de dicho centro serd igual ala del ' -, z
drea situada por encima del ge x, limitada por la circunferencia y larecta 0
y = x tag 8. Paraeste Ultimo sector: 4
roen 0
A = f (Vr*—y* — ycot o) dy
. 1 1 e?
= |zyVr—p* + =r arcsen L - =y cot o = Zr% Fig. 37-8
2 2 r 2 . 2
? son O 1 _ raen 8
M, = f E(\/r’—y’ T ycote)(VrP —y* — ycotoydy = 1 (r* — y* — ¥ cotle) dy
° 2
LAl 2 f -
— l r.y_lya—l,ylcotta - _]-;Taseno’ y ﬁz%— Br-80R=C
2 8" 3 o= 3 30

9. Hallar el centro geométrico (£, 0) del ablido generado en la rotacibn del 4rea del Problema 3 alrededor del ge x.

Aplicando el método del disco al rectangulo genérico del Problema 3,

vV = wf yrde = f (4—2dzx = 2F6x/15,

]
M, = vf yde = rf 2(4—a*)dx = 327/3, y &=

M,./V = 5/8

10. Hallar el centro geométrico (0, %) del sélido generado en la rotacibn del area del Problema 3 alrededor del gey.

Aplicando el método del anillo al recthngulo genérico del Problema 3,

2 \8
v erf xyde = 21rf z(4—a*)dx = 8nr,
[ ] o

Ml

3 : ]
erf erydzr = rf r{4 — z*¥dx = 32z/3,dedondey = Ma/V = 4/3
e 0

11. Hallar @ centro geométrico (£, Q del sélido generado en la rotacibn del Brea del Problema 4 alrededor del ge x.

Aplicando el método del disco a rectangulo genérico del Problema 4,

1 1
= n-f (x*— 2 dx = 2/16, M,, = wj‘ z(x* — 1Y) dx = =/12, y
0 0

£ =M,/V =5/8
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12. Hallar el centro geométrico (O, 7) del s6iido generado en la rotacion del drea del Problema 4 alrededor ddl gey.
Aplicando el método del anillo al rectangulo genérico del Problema 4,

V = 27f: 2(x —z)dx = =/6,
’ 1

Mo = 2Q o+ s - dz = sn12,dedonde g = myv - 112

v

13. Hallar & centro geomktricodel 4rea de un semicirculo de radio r.
Tomando & semicirculocomo en lafigura, £ = 0.

El area del semicirculo es 3ar?; €l sélido generadoen larotacion arede-
dor del ge x es una esfera de volumen ¢/,ir3, y €l centro geomktrico (0, #)
del area describe una circunferencia de radio y. Aplicando el teorema de
Pappus, {nr* - 2n§ = Y,nr € § = 4r/3n, Bl centro geométrico €S, pues, €l 0
punto (O, 4r/3x).

Fig. 37-9

14. Hallar el volumen del toro generado en la rotacion del circulo x? + y = 4 drededor dela recta x = 3. (Fig. 37-10).
Bl centro geomktrico del circulo describe una circunferenciade radio 3
Por tanto, V = 4a(6x) = 24a* unidades de volumen.

v Vi
2 o9 | I
]
4
- x
(!v V) < O
0
A
1] \@
‘ y=-5
Fig. 37-10 Fig. 37-11

15. Hallar el volumen generado en la rotacion del rectéangulo de la Fig. 37-11 alrededor de (1) larectax = 9, (2) la recta
y=-5 y (3 larectay = —x.
(@) FI centro (4, 3) del rectdngulodescribeuna circunferenciade radio 5. Luego, V = 8(10n) = 80z unidades de vo-
umen.

(2) Hl centro describe una circunferenciade radio 8 Luego, V = 8(16x) = 128z unidades de volumen.
(3) El centro describe una circunferencia de radio (4 + 3)/4/ 2. Luego, V= 564/ 2 x unidades de volumen.

Problemas propuestos

Calcular € centroide de las éreas dadas en los problemas 16-26.

16 y=xt,y=9 Lol. (0,27/5)
7. y=4x—xt, y =0 Sal. (2, 8/5)
18. y=4x —x8, y=x Sol. (3/2, 12/5)
19. 3»* =43 —x), x =0 Sol. (6/5,0Q
2 x*=8y,y=Qx=4 Sol. (3, 3/5)

2L y=x1, 4y = x? Sol. (1215, 192/35)



188 CENTRO GEOMETRICO [CAP. 37

22, x*— 8yt 4=0 x2 = 4y, primer cuadrante. Sol. (3/4, 2/5)

23 Areadel primer cuadrante de x2 + y* = a® Sol. (4a/3=, 4a/37)
24. Areadel primer cuadrante de 9x® + 16y* = 144, Sol. (16/3x, 4/7)
25. Lazo derecho de ya = x4(1 — x%). Sol. (32/157,0)
26. Primerarcode x =0—sen 0, y =1—cos O Sal. (=, 5/6)

27. Demostrar que la distanciadel centro geométrico de un tridnguloa la base es 1/3 de laaltura.

Hallar el centro geométrico del solido generado en la rotacion de las areas planas dadas alrededor de
los ges indicados en los Problemas 28-38.

28. y=xty=9 x=0; gey Sol. 4 =6

29. y=x%, y=9 x =0; gex Sol. £ = 5/4
D y=4x—x y =X; gjex Sol. £ = 27/16
3l y=4x—x% y =X; gey Sol. § = 27/10
32. x}—y*=16,y =0, x = 8; ejex Sol. £ = 27/4
33 x1—y' =16,y =0, x = 8; eje y Sol. 4 =34/32
3 (x—2pr=4y=0 x=3 x =5 gex Sol. 2 =(2* 21n 3)/(n 3)
DB xy=164—y), x =0y =0 X =4; gey Sol. 4 = 1/(In 2)
36. Areade primer cuadrante limitada por y2 = 12x y laordenadaenx = 3;gex Sol. £ =2

37. Areaded Problema36; gey Sol. § =5/2

38. Areadel Problema36; directriz. Sol. § = 75/32

39. Demostrar el teorema de Pappus de este capitulo,

40. Aplicando el teorema de Pappus, hallar:
(@ €l volumen de un cono recto circular de altura ay radio de la base b.
(b) €l volumen dd sdlido obtenido al girar ladipse 4(x — 6)* + 9(y — 5)* = 36 alrededor del gex.
Sol. (a) dmab®uv. (b) 607t u.v.

41. Dadael &rea A, limitadapory = —x2—3x +6 y x + y—3=0,

hallar (a) su centro geométrico, (b) el volumen generado enla rotacion y
de A alrededor de larecta dada

£+y—-3\ . _ 266Y2
Sol. (a) (=1, 28/5), (b) 2ﬂ< 7 )A- Y2 2 cen. vol.

42. Dado & volumen generado en la rotacion del area A (rayada en la
Fig. 37-12) alrededor de larecta L, obtener:

a2+y—b 27
V = 2¢(——— -4 = (aM, T M - b4
( Vai+1 ) VaFi )
- [ (yc—y) dx
at+1J,
z
43. Aplicando la férmula del Problema 42, obtener el volumen generado

en iarotacion del area alrededor de la recta ;
@ y=—x*—3x+6,x+y—3=0 az+y—54 =0 u

b y=2x* 2x—yp+4=0 _
Sol. (3) Ver Problema 41, (b) 1624/ 5 /25 un. vol. Fig. 37-12



Capitulo 38

Momentos de Inercia

Areas planas y solidos de reuolucion

EL MOMENTO DE INERCIA I DE UN AREA PLANA A con respecto a una recta L situada en su
plano se halla de la forma siguiente:

(1) Sedibuja el area, trazando una franja representativa paralela a la recta y su rectanguio ge-
nérico correspondiente.

(2) Secaculael producto del hrea del rectangulo por @ cuadrado de la distancia de su centro
geométrico a la recta, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectéangulos.

(3) Seaplica la regla de Barrow o teorema fundamental del calculo integral suponiendo que €
nimero de recténgul os crece indefinidamente. (Ver Problemas 1-4.)

EL MOMENTO DE INERCIA I, DE UN SOLIDO de volumen V, generado en la rotacién de un area
plana alrededor de una recta L de su plano con respecto a esta recta (ge del solido), se halla de la
forma siguiente:

(1) Sedibujael area, trazando una franja representativa paralela al ge y su rectangulo genérico
correspondiente.

(2) Secalculael producto del volumen generado en la rotacion del rectangulo alrededor del e
(anillo) por d cuadrado de la distancia del centro geométrico del recthngulo a dicho ge, y se
escribe la suma correspondiente a todos los rectangul os.

(3) Seaplicala regla de Barrow o teorema fundamental de calculo integral suponiendo que el
nimero de rectangulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 5-8)

RADIO DE GIRO. El nimero positivo R definido por larelacion I, = AR2en el caso de un areaplana A,
y por Ir = VR? en el caso de un sdlido de revolucion, recibe el nombre de radio de giro del érea
0 volumen, respectivamente, con respecto a L.

TEOREMA DE STEINER. EIl momento de inercia de un area, arco, o volumen, con respecto a un ge
cualquiera es igual al momento de inerciacon respecto a un ge paralelo ad que pase por € centro
geométrico mas @ producto del area, longitud del arco, o volumen, por d cuadrado de la distan-

ciaentre dichos ges. (Ver Problemas 9-10.)
Problemas resudtos y P(z,b)
: . £ , b
1 Hallar el momento deinerciade un arearectangular A dedimensionesay b (a. )
con respecto a un lado.
Consideremosel Brea.como serepresenta en la figura, y supongamosque
el lado en cuestién esel gey.
El Brea del rectangulogenérico es = b+ AX, y su centro geométrico esta (=, éb)\\
situado en (x, ). Por tanto, su movimiento vale x% AX En consecuencia,
= (T atbas = 82| = b2 1,
I, = J; 2*bdx = b3:|o = 3 = 3Aa
0 Az x

Asf, pues, el momento de inercia de un Brea rectangular con respecto a
uno desusladosesigual a 4 del productodel area por el cuadradodelalon- .
gitud del otro lado. Fig. 38-1
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2. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y, del drea plana limitada por la pardbolay = 9 — x* y el gje x.

Primera solucién. Para el rectangulo genérico de la Fig. 38-2, tencmos, A =y - Ax, y el centro geométrico estd
en (x, +y). Luego,

3 " 324
I, = f 2ydr = 2) (9a?— 2 dr = —"5
-3 ,
y v
d P(z,y) -
' P(x,y)
(=, §v) Ay (x,¥
, -
-3 AX 3 x 2 .
v 0 v 1 5 \
Fig. 38-2 Fig. 36-3

Segunda solucién. El drea del rectdngulo genérico de la Fig. 38-3 es x * Ay, siendo x la dimensién perpendicular

al gey. Por tanto (ver Problema 1), el momento elemental vale ¥x dy)x®. Asi pues, teniendo en cuenta la simetria
de la figura,

1 (. 2 (* gy = 324
P : — = — g dy =
I, = 2 3Jordy 3Jn O —-y)’dy 5

(] B
Luego 4 = 2 f xdy = 2J V9 —ydy =36, I, = 324/5 = AR?y el radio de giro esR = 3/4/5.
q

[
3. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y, del area limitada por la pardbola x* =4y y larectay = x (ver
Fig. 38-4)

q_5|derando el rectangulo genérico de la Fig. 38-4, de drea (x — x®) Ax y cuyo centro geométrico esta en
[x,4(x T $x%], tendremos,

‘ 2 8 ) . 64 24
J;(-T—%x)d:c = 3 e I, = Lxﬁ(x~ix)dx = 5 = —5—A
v Yy = }x‘ y
y—=x
“ P(z, v)
Py(z, ys) \
(z, §(x+ }z%) (z, $¥) J\
1 P](:E, yl)

|

!A.’t: x Ax z
0 0 7\

Fig. 38-4 Fig. 38-5

4. Hallar e momento deinercia, con respecto a cada uno de los ejes coordenados, del &rea limitada por lacurvay = sen x
desde x = O hastax = n. (Ver Fig. 38-5.)

m
T
A = f secnx de = —¢coOS I]a = 2
9
T AT '171‘
— '1_ > _ l 3 - _1_ _ l 3 — i = —2—A
I. = f v 3sunx(11' = 3J0 sen*z dx = 3|: cosr t+ 3 o8 zJo 9 5
” |— ‘|7l' ) 1
I, = f rsenx dr = L2cosr+2xscnr—r’cost = (s*—4) = E(w’——ét)A
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S.

2 2
e I, = wa ey dx = 4\/Evf " dxy = ?v = 2—OV
]

Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de aitura 4 y radio de la base a. (Ver Fig. 38-6.)

Consideremos que € cilindro se genera en la rotacion, arededor del ey, de un rectangulo de dimensionesary b,
como se representa en la figura. El centro geométrico del rectangulo genéricoes (X, £b), y el volumen del anillo gene-
rado en dicha rotacion alrededor del gey es, AV = 2xbx * AX. Por tanto, como Y = aba?,

1, = 21rf xtebrdx = —_&ﬂba‘ :4%771)(1'7"0,z = Val!l
°

Asl, pues, el momento de inercia de un cilindro circular recto con respecto a su eje esigual a la mitad de su volu-
men multiplicado por el cuadrado de su radio.

@4 2.4
(hz +2), w}(
P(z, v)

ay| Plx,v)f e

0 x 0 Az x

Fig. 38-6 Fig. 38-7 Fig. 38-8

Hallar e momento de inercia con respecto a su e, del sélido generado al girar en la rotacion alrededor del ge x, de
area del primer cuadrante limitada por la pardbola y® = 8x, €l ge x y la recta x = 2

Primera solucion. El centro geométrico del rectangulo genérico (Fig. 38-7) es [§(x + 2), y1, y €l volumen generado
en la rotacion del rectédngulo alrededor del ge x es 2mp(2 — x) Ay = 22 — y%/8) Ay. Por tanto,

‘ 4 256 16
vV = 2nf y2—y/8)dy = 16 e I = 21rf yoy@-y/8dy = o= gV
0 0
Segundo solucion. El volumen generado (Fig. 38-8) en la rotaciéon del rectangulo gendrico con respecto al ge x

es my® AX, y teniendo en cuenta e resultado del Problema 5, su momento de inercia con respecto a e€e x vae
Ly*(ny* Ax) = 4y AX. Por tanto,

2
VvV = 'rrf ytdx = STTJ‘ xdx = 167

0 [}
3 3 v
256 16
€ I, = %vf vide = 327rf dr = 3 7 = 3V

0 °

Hallar el momento de inercia, con respecto a su ge, del sélido generado en la rotacién del drea del Problema 6 con
respecto a gey (Fig. 38-8).

El volumen generado en la rotacion del rectangulo genérico con respecto al gey es 2axy 4x. Por consiguiente,

2 3
V = erf zydz = 4\/5-,,—f 2dy = %5..,,.
[

0

Hallar el momento de inercia, con respecto asu e, del volumen de la esferagenerada por un circulo de radio r arededor
de un didmetro fijo.

_”Tomemos el circulo con el didametro fijo segin € ge x, como se representa en la figura. Aplicando el mdtodo del
anillo,
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10.

11,

14.

16.

MOMENTOS DE INERCIA [CAP. 38
’ y
Vo= 9-—1; Sxcydu =, A=’ /—‘\
e I. = 4ﬂ‘f yieaxydy = 4rf y’vrt—ytdy 3 t0.9 P(zx, y)
0 o ”
Haciendo y = r sen z, tendremos 4/r® — y* = rcos z, dy = r cos Zdz. t o x
Para pasar de los limites de integracién dey a los correspondientes I
de z, tendremos; paray+=0,0 = rsenz, O = sen z, luego, z =0; para Fig. 38-9
y=r,r=rsenz 1=senz luego, z = }n. Por tanto: 19. 35-
T2
f 712
I. = 4mr°J, sen®zcoszdz = 4777’"’] (1 — cos’z)cos’zsenzdz = fm® = IV
4]
Hallar el momento de inercia del area de un circulo de radio r con res- ly —g
pecto a una recta situada a s unidades de su centro. ; y
Tomando € centro del circulo como origen, calculemos en primer 329
lugar el momento de inercia del circulo con respecto a didmetro paralelo (32, )
alarecta dada: '
57 P(z,y)

14 r
I, = 4f yYexdy = 4f ywri—yrdy = ir‘n- = 1A or x

[} [
De donde I. = IL. T A.s* = (%r""s’)A /
Figr33-10

El momento, (€ incrcia con respesto 4 SU &J8, 481 88114¢ BeNArado en L1 roCION dc WU O(CO UL 10 vurve ¥ — asn dn
alrededor del e x ¢s 4, = 7*/16 = 3V/8. Hallar el momento de inercia del slido con respecto a la rectay = 2.

Iy-2 = I+ 2°V = 3V/8 + 4V = 35V/8

Problemas propuestos

Hallar el momento de inercia del area plana dada con respecto a la recta indicada:

(@) y =4— x%x=0, y=0; ¢jex, gjey Sol. 1284/35, 44/5
(b) y =8x% y =0, x=1; gex, gey Sol. 1284/15, 24/3
(c) x* T ya= a2 Undidmetro Sol. a’A/4

d) y =4x, x =1; gex, gey Sol. 44/5, 3A4/7
(e) 4xt T 9y* = 36: gex, gey Sol. A, 94/4

Teniendo en cuenta los resultados del Problema 11 y €l teorema de Steiner, obtener el momento de inercia del area
dada con respecto a la recta que se indica

@ y=4—x% y=0;x=4 (b) x*+)»*=4a® unatangente () »* =4x, x=1; x =1

Sol. (a) 84A/(5 (b) 5aA/4  (c) 104/7

Hallar el momento de inercia, con respecto a su €je, del sélido generado en la rotacion del érea plana dada alrededor
de la recta que = indica:

(a) y—-4x—x’,y-0 ejex, ejey (©) 4xa+9y = 36; ejex ejey
(b) y2 =8x, x =2 ? (d) x’+y‘—a’ = b,
Sol. (a) 128¥/21, 32V/ (b) l6V/3, 20V/9  (c) 8V/5, 18V/5 (d) (b? + %a‘)V

Aplicando el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia de (a) una esfera de radio r con respecto a una tan-
gente a €ella, (b) un cilindro circular recto con respecto a una de sus generatrices.
Sol. (a) 7rtV)s, (b) 3r2V)2.

Demostrar que € momento de inercia de un area plana con respecto a una recta L perpendicular a su plano (o con
respecto al pie de esta perpendicular) es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos rectas cudes-
quiera perpendiculares entre g, situadas en el plano y que pasen por el pie de L.

HaIIar el momento de inercia polar Z, (momento de inercia con respecto al origen) del: (a) tridngulo limitado por
= 2x,y =0, x =4, (b) circulo de radio r con su centro en el origen, (c) circulo x* — 2rx + y* = 0, (d) area limi-
tada por la rectay = x y la pardbola y* = 2x.

Sol. (a) Iy = I, T I, = 564/3, (b) }r*4, (c) 3r2A/2, (d) 724/35.



PRESON = fuerza por unidad desuperficie =

Capitulo 39

Presion de |os Hluidos

fuerza que actla perpendicularmente a una superficie
area sobre la que = distribuye la fuerza
La preson p gercida sobre una superficie horizontal de érea A debida a peso de una columna

defluido de alturah esp = yh, siendo y @ peso especifico del fluido o peso por unidad de volumen.
Lafuerza gercida sobre esta superficiees: preséon X éreade lasuperficie = yhA.

La presion gercida por un fluido en un punto cuaquierade su interior es igud en todas las di-
recciones.

FUERZA SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA SUMERGIDA Ol superficic libre ddl Liquido __

1.

debajo de la superficielibre.

EN UN FLUIDO. La Fig. 39-1 representa una superficie
plana sumergida verticamente en un liquido de peso espe- _
cifico y. Tomemos |os gjes coordenados de forma que la su- A g=oW)
perficie esté en d plano xy, con €l ge x en la superficielibre
del liquido y el sentido positivo del eje y haciaarriba. Divi- J
damos € érea en franjas (Sempre paraelas a la superficie
libre del liquido) y aproximemoscada una de ellasa un rec-
tangulo (como s hizo en el Capitulo 34).

S llamamos h a la profundidad del lado superior del
rectangulo genérico dela figura, la fuerza gercida sobre este d
rectangulo dealtura ey y basexs=g(y;) €Sy * ¥, * ’-‘I)- Aky, v
siendo y, un valor de y comprendido entre h y h
Id_afuerzatotal sobre la superficieplanaes, segln el teorema Fig. 39-1
e Bliss,

d d
F = lim iy Y9y My = yf y-9(y)dy = y.f ye dy

nes to k=

(e, Y»)

Axy

La fuerza gercida sobre una superficie plana sumergida verticamente en un liquido es igua
a producto del peso especifico del liquido por € area sumergiday por la distancia a la superficie
libre del liquido del centro geomeétrico del érea sumergida. Esto, més que una formula, es un enun-
ciado que se debera utilizar en e planteamiento de laintegral correspondienteen cada casc.

Problemas resueltos
Superficic libre del agua
Hallar la fuerza g ercida sobre una de lascarasde un rectangulo sumer- 0
gido en agua, como indica la Fig. 39-2. El peso especifico del agua es S m 2>m
1000 kilopondios por metro clibico.
El drea sumergidaes 0,5 X 2= 1m?, y su centro geométrico esta Fig.39-2

0,25 m por debajo de la superficie libre. Por tanto,

F = peso especifico X area x profundidad del centroide

Superficie libre del agua

= 1000 kp/m3 x 1m x 0,25 m = 250 kp
0.2 m
Hallar la fuerza gercida sobre una de lascarasdel rectangulo sumergido 05 m
en aguaque indica la Fig. 39-3. K 0.6 m
El &rea sumergida es de 9 m?, y su centro geométrico esta 0,5 m por 15m

F = 1000 kp/m® x 9m® x 0,5m — 4500 kp Fig. 39-3

193



1A PRESION DE LOS FLUIDOS [CAP. 39

3. Hallar lafuerza gjercida sobre una de las caras ddl tridngulo representado en la Fig. 39-4, siendo la unidad de longi-
tud el metro. y el peso especifico del liquido 800 kilopondios por metro cubico.

Primera solucion. El irea sumergidaesta limitada por lasrectasx = Q y =2 y 3x -+ 2y = 10 La fuerzager-

10—2
cidasobreel rectangulo genérico dedrea x * Ay y profundidadyesy .y x * Ay = yy \ — 3 y) Ay. Por tanto,

s 10—2y
F = yLy"—:;—)dy = 9y = 7200 kp

Segunda solucién. El drea sumergidaes 3 m y su centro geomktricoesta 2 + $(3) = 3 m por debajo de |a super-
ficie libre del liquido. Por tanto, F = 800 x 3 x 3 = 7 200 kp.

O Superficic libre del liquido » Superficic libre del agua z
(0]
[~
3
2.2)
4,3)
A
v P(z,v) ay| Pl v)
{0, 5) ©.6
: v
Fig. 39-4 Fig. 89-5

4. Unasupeficietriangular, delados5 5, y 8 metros, esta sumergida verticalmente en agua con su lado mayor horizon-
tal, como representa la Fig. 39-5, situado 3 metros por debajo de |a superficie libre. Hallar la fuerza gercida sobre
una de las caras de la superficie.

Primera solucién. Eligiendo los ejesque S indicanen IafigL_i[a, L observaque la fuerza pedidaesel doblede la
gercidasobre el 4drea limitada por lasrectasy =3, x = Oy 3x T 4y = 24. El 4rea del tridngulo genérico es x - Ay,
y la profundidad de su centro geométrico es y. Por consguiente, AF = yyx* Ay = y»8 — 4y/3) Ay, y

[ ]
F=2 L W8 —4y)dy = 48y = 48 000 kp

Segunda solucidn. El &rea sumergida vale 12 m*, y su centro geométrico esta 3 + 4(3) = 4 m por debgjo de la
superficie libre. Por tanto, F= 1000(12) (4) = 4 800 kp.

8. Hallar lafuerzagjercidasobre el fondo de un recipiente de forma : ;

semicircular de 2 metros de radio cuando estd |leno de un liquido Superficie libre 0o lauide_2:0) =z
de peso especifico %00 kilopondios por metro clibico. o

Eligiendo |0s gjes coordenados que s indican en la Fig. 39-6,
la fuerza gjercida sobre el rectdngulo genérico es yyx: Ay Ay Pz, y)
=yyV 4 —y*+ Ay. Por tanto,

2 0,2)
F=2yI y\/4-y'dy=13—6y=4800kp v
0 Fig. 89-6
6. Unasuperficie plana, cuyaformaesla de un segmento parabblico

de 12 metros de base y 4 metros de altura, esta sumergidaen el > Y
agua de manera que su base se encuentra en la superficielibre del uperficies O deLagua 6.4
liquido. Hallar la fuerza gjercida sobre una de las caras de la su-
perficie. -y

Elegido un sistema de coordenadas como indica la Fig. 39-7, —2z---]a _1__}p
la ecuacibn de |la pardbola es x* = 9y. El Brea del rectangulo ge- d (z,¥)
nérico es2x - Ay, y la profundidad de su centro geométricoes4 — y. \ z
Por tanto, 0]

AF =2p(4 —y)x+ dy = 294 — ) 3Vy Ay .
Fig. 39-7

4 256
yF=6 [ —nvray =y~ sio0ip
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7.

12.

14.

Hallar la fuerza gjercida sobre la superficie de Proble- Y
rma 6, cuando esta se encuentra parcia mente sumergida

en un liquido de peso especifico 800 kilopondios por “.8)
metro cuibico, de manera que su ejees paralelo a lasuper-
fice libre y situado 3 metros por debgjo de ella. Superficie fibre del Hlauido

Eligiendo los ges coordenados que se indican en y=13

la Fig. 39-8, la ecuacibn de la pardbola es yt = 9x.

B érea del rectangulo genérico es (4 — x)4y, la 0 X

rofundidad de su centro geométrico es 3—Vy, y la
uerza gjercida sobre él vale

AF = y(3 — y)(4d — x)dy = (3 — y)(4 — y*/9)dy

Pz, )

3 yl
Por tanto, F = yJ G—y (4__) dy
¢ ? 4, —6)

=~42—5y=101000kp

Fig. 39-8

Problemas propuestos

Una superficie rectangular de 6 x 8 metros estd sumergidaverticalmenteen un liquido de peno especifico y (kilopondios
por metro cubico). Hallar la fuerza gjercida sobre una de lascaras:

(@ Si el lado més pequetio estd situado en la superficielibre.

) Si el lado més pequeiio es el mas prbximo a la superficie libre y estd situado 2 metros por debajo deella

(¢) Siel lado mayor estd situado en la superficielibre.

(d) Si lasuperficie e mantiene, por medio de una cuerda atada a un vértice, 2 metros por debajo de la superficielibre.
Sol. (a) 192y kp, (b) 288y kp, (c) 144y kp, (d) 336y kp.

Suponiendo € ge x horizontal y el ey vertical, con el sentido positivo hacia abajo, hallar la fuerza ejercida sobre
una cara de cada una de | as superficies siguientes, suponiendo que las dimensionesse expresan en metros y queel peso
especifico del fluido esy (kilopondios por metro cubico),

(@ y = x%y=4; superficiedd fluidoeny = Q. Sol. 128y/S kp

(b) vy = x*y =4, superficiedd fluidoeny = 2 Sol. 704y/15 kp

© y=4—=xty =0 supeficiedel fluidoeny =0. Sol. 256y/15 kp
(d) y = 4—x*y = O; superficie del fluidoeny = —3 Sol. 736¥/15 kp

(6 y =4—xty ~ 2; superficiedel fluidoeny = - Sol. 1524/2y/15 kp

Un recipiente de seccion trapezoidal, tiene 2 metros de base inferior. 4 metros de bass superior y 3 metros de altura.
Hallar la fuerza gjercida sobre el fondo (a) cuando estd Ileno de agua, {(¢) cuando contiene 2 metros de agua.
Sol. (a) 1 200 kp, (b) 4 900 kp.

Una superficie plana circular de 2 metros de radio esta sumergida verticalmenteen un liquido (y kilopondies por mero
cubico) deforma quesu centro queda 4 metros por debajo dela superficieli b[E. Hallar lafuerzagercidasebre la mitad
inferior y sobre lamitad superior de la superficie en cuestion. SO, (87 T 16/3)y kp, (&7 — 16/3)y kp.

Un depodsito cilindrico apoyado sobre una de sus generatrices, de 6 metros de radio. contiene un aceite de peso espe-
cificoy (kilopondios por metro eibico) con una profundidad de 9 metros. Hallar la fuerza gjercida sobre cada una d¢

las bases. Sol. (122 + 814/3)y kp.

Se llama centro de presion de una superficie (Fig. 39-1) sumergidaen un fluido. a un punto (£, #), en el que se debe
aplicar una fuerza F para que produzcael msn® momento. con respecto a un eje cualquiera horizontal (vertical), que
las fuerzas aplicadas sobre ella.

d d
(& Demostrar que Fz2 =1}y Jc yx*dyyFg =y Jc Y'x dy

(6) Demostrar gug la profundidad del antro de presiénesigual al momento de inercia de la superficiedividido por €
momento del drea de la misma. amboscan respecto a una recta situada en la superficielibre del liquido.

Teniendo en cuentael apartado (b{)del Problema 13, hallar la profundidad del centro de presién con respecto a la super-
ficelibre del liquido en el (a) Problema 5, () Problema 6, () Problema 7, (d) Problema 9(a), (e) Problema9(6).

Sol. (a) 3n/8, (b) 16/7, (¢) 126/25, () 20/7, (€) 358177
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Trabajo mecanico

FUERZA CONSTANTE. El trabajo W realizado por una fuerza constante F a lo largo de un espacio s,
en linea recta, es F- s unidades.

FUERZA VARIABLE. Consideremos una fuerza que varie constantemente a lo largo de un espacio
rectilineo. Llamando x ala distancia del punto de aplicacion de la fuerza a un punto fijo de la recta,
la fuerza vendra dada por una funcién, F(x), de x.

Zx

| - >
o a ‘__Aul’ _.J b
Fg 40-1
Para hallar el trabajo realizado cuando € punto de aplicacion se desplaza desde x = a hagta

X = b,

(a) Sedividee intervalo a< x < b en » subintervalos de longitud dix y sea xx un punto cua-
quiera del k-ésimo subintervalo.
(b) Se supone que durante el desplazamiento a lo largo del k-ésimo subintervalo la fuerza es

constante e igual a F(xi); €l trabajo realizado esigua a F(xx)4xx, y € trabajo total debidoa
conjunto de las » fuerzas, vendra dado por

2: F(xx) Axx.

(¢) Seaplicala regla de Barrow o teorema fundamental del célculo integral suponiendo que d
nimero de subintervalos crece indefinidamente de manera gque dix— O; en estas condi-
ciones tendremos

b
W = llmEka )k = f F(x)dx

R0 o=

Problemas resudtos

« Entre ciertos limites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporciona al alargamiento (acorta-
miento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina censtante de rigidez del resorte. Suponiendo que para
producir en un resorte, cuya longitud natural esde 10 centimetros, un alargamiento de 2,5 mhmetrossenecwtaqahcar
una fuerza de25 k|Iopond|os calcular el trabajo realizado para alargarlo desde 11 a 22 centimetros.

Sea x el alargamiento: en estas condiciones, F(x) = kx.
Para x = ¢, F(x) = 25; luego 25 = }k, k = 100, y F(x) = 100x.
El trabajo correspondiente a un alargamiento Ax es 100x * Ax, y el trabajo pedido ser4

2
W=f 100x dx = 150 kp.- cm
1

2. La constante de rigidez de un resorte vale 400 000 kilopondios por metro. Hallar el trabajo necesario para compri-
mirlo 1 centimetro.
Sea x el desplazamiento, en metros, del extremo libre del muelle. En estas condiciones, F(x) = 4060 000x y el trabgo
correspondiente al desplazamiento Ax vale 400 000x . AX. Por consiguiente,

1/100
W=f 400 000x dx = 20 kpm
0
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3

4.

s.

De un tambor cilindriw se han desenrollado 50 metros de un cable que pesa 3 kilopondios por metro. Hallar € trabajo
realizado por la fuerzade la gravedad para desenrollar 250 metros més.

Sea x = longitud desenrollada en un instante dado. Entonces, F(x) = 3x y

300
3x dx = 131 250 kpm
W= J‘SO

Un cable de 100 metrosy 5 kilopondios por metro de peso, esta unido a un cuerpo de 500 kilopondios. Hallar €l trabgjo
realizado al enrollar 80 metros de cable sobre un tambor.

Sea x lalongitud de cable que se ha enrollado en el tambor.

El peso total (cabley cuerpo) es 500 + 5100 — x) = 1000 — 5x, y d trabajo realizado para elevar el cuerpo una
distancia Ax es (1000 — 5x) Ax. Por tanto, e trabajo pedido ser&

80
W:J- (1 000 — 5x) dx = 64 000 kpm
0

Un depdsito cilindriw circular, de 2 metros de radio y 8 metros de altura, estalleno de agua. Hallar € trabajo realizado
a bombear t%do €l agua hasta la base superior del depésito. El peso especifico y del agua igud a 1000 kilopondios
por metro cubico.

ly

* _

Fg 40-2 Fig 40-3

Primera solucién. Supongamos (Fig. 40-2) que el ﬁua es impulsada por medio de un piston que empuja al agua
desde el fondo del depdsito. En la figura, se representa a piston situado a una distanciay metros del fondo. Lafuerza
necesariaparaelevar el aguaesigual a pesodel aguaque gravitasobreel piston, esdecir, F(y) = nr2p(8 — y) = 4ny(8—y)
con lo qlue el trabajo correspondientea un desplazamiento Ay del piston ser 4np(8 — y) * Ay. El trabajo necesario para
vaciar el depdsito es, en consecuencia,

8
W — 4y J' (8— yHy = 128y —128(1 000) = 128 0007 kpm
0

Segunda solucion.  Imaginamos(Fig. 40-3) que el agua del depdsito sedivideen » discos de espesor Ay; para vaciar
el depdsito, habra que elevar cada uno de estos discos hasta la base superior. El trabajo necesario para elevar € disco
genérico de la figura, situado a una distancia y de la superficie libre y cuyo peso es de 4zty - Ay, es igua a dnyy - Ay.
Teniendo en cuenta el teorema fundamental, cuando el nimero de discos crece indefinidamente,

8
W:4nyJ y dy = 1287y — 128 000z kpm
1]

Ladilatacion del gas contenido en un depdsito cilindrico desplaza un émbole deformaque el volumen del gas aumenta
de 15 a 25 centimetros cubicos. Suponiendo a3ue la relacion entre la presion (p kilopondios Por centimetro cuadrado)
y el volumen (v centimetros cubi cosS) viene dada por pv*¢ = 60, hallar el trabajo realizado en la expansion.

Sea A €l area dela seccion del cilindro; en estas condiciones, la fuerza gercida por el gases p4. Un aumento de
volumen Av supone una elevacion del piston de 4dv/A4, y e trabajo correspondiente a este desplazamiento es

Av _ &0
pzi‘—A——'V,TAvLucgo,
PN T N 1 1\ .
W_GOJ‘HW__OAV ]"——150 EST"—TO" -——9,39kp cm
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Un depbsito conico (Fig. 40-4) cuya base tiene un diametro
de 4 metros y cuya altura mide 5 metros, contiene un liquido de

especificoy kilopondios por metro clbico. Sabiendo que Desagile
la profundidad del liquido del depdsito es de 3 metros, hallar el
trabajo necesario para bombear todo el liquido hasta unaaltura
de 1 metro por encima de |la parte superior del depdsito.

Consideremos un disco genérico cuyo radio sea x, de es-
pesor Ay y distante del fondo del depdsito y. El peso de este
disco sera ryx? + 4y, y €l trabajo necesario para elevarlo hasta
la altura indicada sera nyx®*6 — y)Ay.

De los triangulos semejantes, x/y = 2/5 6 X = 2/5y.
Luego

3
W= -iny J- Y (6 — y) dy = 5,47y kpm
25 0

Problemas propuestos

Sabiendo que para producir un alargamiento de 1 centimetro en un resorte de 12 centimetros de longitud natural hay
que aplicar una fuerza de 80 kilopondios, calcular € trabajo necesario para alargarlo (@) desde 12 a 15 centimetros,
() desde 15 a 16 centimetros. Sol. (a) 360 kp cm, (b) 280 kp. cm.

Dos particulas se repelen mutuamente con una fuerza inversamente proporcional a la distancia que las separa. Supo-
niendo que una de ellas permanece fija en un punto dd eje x a 2 unidades a la derecha del origen, hallar el trabajo
necesario para desplazar a la otra desde un punto situado 3 unidades a la izquierda del origen hasta el origen.

Sol. 34/10.

La fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo de peso y kilopondios situado a una distancia s kilémetros de su centro
es igud a F == (4000)%/2,2s%. Suponiendo que € radio de la tierra es de 6 400 kilébmetros, hallar € trabajo realizado
contra la fuerza de la gravedad para mover un cuerpo de 1 kilopondio desde |la superficie de la tierra hasta un
punto situado a 1 000 kilémetros de dicha superficie. Sol. 15,4 x 10% kpm.

Hallar € trabajo’realizado contra la fuerza de la gravedad para elevar un cohete de 8 toneladas métricas de peso hasta
una altura de 200 kilémetros sobre la superficie terrestre. Sol. 34,5 x 10% kpm.

Hallar el trabajo realizado en una mina al elevar 500 kilopondios de cal una altura de 500 metros por medio de un cable
que pesa 3 kilopondios por metro. Sol. 6,25 X 10 kpm.

Un depdsito tiene una base cuadrada de 3 metros de lado y una altura de 2 metros. Hallar € trabajo realizado para
vaciarlo por su parte superior (a) s esta totalmente lleno de agua, (5) S e agua ocupa las 3/4 partes del depésito.
Sol. (a)18 000 kpm, (b) 16 875 kpm.

Un depésito semiesféricode 1 metro de radio esta totalmente lleno de agua. Hallar( a) € trabajo necesario para bombear
el agua por la parte superior del deposito, (b) para vaciarlo a través de un tubo situado a una altura de 60 centimetros
con respecto a dicha parte superior. Sol. (a)786 kpm, (b) 2040 kpm.

Hallar el trabajo necesario para llenar un depésito cilindrico de 3 metrosde radio y 10 metros de altura de un liquido
de peso especificoy kilopondios por metro cubico a través de un orificio practicado en su fondo. Idem, suponiendo que
el depdsito esta horizontal. Sol. 4507y kpm, 270zy kpm.

Demostrar que € trabajo necesario para bombear €l agua de un depdsito a través de su parte superior es igual al nece-
sario para elevar su contenido desde € centro geométrico ddl liquido hasta el orificio de salida.

Un peso de 100 kilopondios se arrastra hacia arriba por un plano inclinado de 20 metros de longitud que forma un
angulo de 30° con la horizontal. Sabiendo que la fuerza de rozamiento gque se opone al movimiento es u N, siendo

© = 1/4/3 el coeficiente de rozamiento y N = 100 cos 30 la fuerza normal entre el peso y la rampa, hallar el trabajo
realizado. Sol. 2000 kpm.

Resolver el Problema 17 suponiendo que &l angulo de inclinacibn de la rampa es de 45° y que el coeficiente de roza-
miento vale u = 1/4/2. Sol. 10001 + +/2) kpm.

Un cilindro contiene un volumen de aire sobre € que se apoya un émbol 0. Sabiendo que cuando la presion esde 20 kilo-
pondios por metro cuadrado € volumen es de 100 metros ciibicos, hallar e trabajo realizado por el émbolo para com-
primir €l aire hasta 2 metros cubicos (a) suponiendo pv == constante, (b) suponiendo pvi4 = constante.

Sol. (a)7 824 kpm, (b) 18 910 kpm.



Capitulo 41

Longitud de un arco

LA LONGITUD DE UN ARCO AB de una curva es, y
por definicion, e limite de la suma de las longitudes Pa-s
de las distintas cuerdas APy, PPy, ... P.B, que
unen los distintos puntos del arco, cuando € nu-
mero de estos crece indefinidamente, de manera
gue la longitud de cada una de las cuerdas tiende
a cero.

Sean A(a, C) y B(b, d) dos puntos de una curva

= f(x), con f(x) y su derivada, f'(x), continua en Py
el intervalo a << x < b; en estas condiciones, lalon- P,

gitud del arco AB viene dada por

0
f ds f /1+ dy dx
AB Fig.41-1

Andogamente, Si A(a, c) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su deri-
vada con respecto ay continuaen d intervalo ¢ <y < d, lalongitud del arco AB viene dada por

d
= — /d ’
s " ds = j; fl + \ﬁd;) dy

S A(u = u,) Yy B(u = u,) son dos puntos de una curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = f(u), y y == g(u) que cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del arco AB viene

o R

educcion en el Problemal.)

Problemas resudtos

1. Deducir la férmula de la longitud de un arco |v /

Dividamos €l intervalo a < x < b en subintervalos me-

diantelospuntos, = a, |, - - ,E,,—,,[,, = b, y levantemos
en elos rectas perpendiculares; sobre la curva s determi-
nan los puntos Py = A, Py, Pg,+ .., Py, P, = B como indica

la Fig. 41-2. En una cuerda representativa s verifica,

2
, A
Peo1 P = V(Ax) + (Ay)* = 1+ (A:Z) Bur

Segun el teorema del valor medio (Capitulo 21) existira al
menos un punto, x = x,, sobreel arco P,_; P, enlaquela pen-

Ay £ £ I éu £a—1 £
diente dela tangente, f*(x,), €Sigual ala pendiente, T dela

cuerda P;_; P.. Asi, pues,
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PP = Y1+ {f’(ﬂ?h)}’ Avz, Eg—1<xk<ft

y, aplicando el teorema fundamental,

" b dy s
AB = lim 3 VIT (@Y ba = f "I’L(EI) d

2. Hallar lalongitud del arco delacurvay = x%* desde x =0 e x =5
dy _ 3 L

dx 2
d 9 \**7T _ 335
f 1+ y Y dz f 1+7 Spdx = <1+—x> ] = 2% ynidades
2 . 27

& Hallar 1a longitud del arco delacurva x =3y —1 desdey =0 ay=4.

dr _ 9
f 1{1 +zdx d,, :’f\’1+8_1ydy = -§=(82V/8Z — 1) unidades
: 0 4 243

1/2
ay  2Y
4\ Hallar lalongitud del arco de 24xy = x* + 48 d

x =2
dy _ z*— 16 + ) i __1_J‘< .|.16> —
dr = 8s 1 < 64 ondes de = 357 unidades

5 Hallar lalongitud del arco delacatenariay = 3a(e®® + e~*")desdex =0ax =a
dy\' ate - -
g_: = (e — e-*) ¥y 1+ ((—i%> = 1+ e —2+ eT1xrn) = i(e""+ e~ ¥2)%, Por tanto,

—_ 1_ * 70} —x/a — l s/a __ —:Ion — l < _l> 1
= 2J;(e + e ¥)dzx = 2a,|:e e -, = 2a e unidades

‘ﬁ Hallar lalongitud del arco de la pardbola y* = 12x limitade por la ordenada correépondiente ax=3.
La longitud pedida esel doble de la que hay desdeel punto (O,0)al punto(3, 6).

d—”— Y 1+< > 36+” . Por tanto,
dy

2<%>f V6t idy = %[%y\/36+y’ + 181n(y+\/36+'y’)]
= 6{vz2 T In1TV2)) unidades

~ 7. Hallarlalongitud del arco delacurvax =,y = * desdet =0at =4.

c_lf_ ,‘,il_ 2 2 4 — 2 2:
dt_zt’ dt—3t, < > ( >—4t+9t = 42{ 1+ =1t* ). Por tanto

f \/1+Zt’-2tdt = 5(37\/‘%—1) unidades
[

8 Hallar lalongitud de un arco delacicloidex = 8 — sen 8, y =1""cos8.
Se describe un arco cuando 8 variadesde8 =0a8 =

g‘” = 1-cose gzl — sene ( > ( > = 2(1 — coss) = 4sen®fe. Por tanto
e ’

T 1 1
a = 2f senio de = —4 cosfo] = 8 unidades
0 0
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Problemas propuestos

Hallar, en los problemas 9-20, la longitud de la curva entera 6 del arco indicado.

9 yd=8x*desdex =1ax =38

10. 6xy = x* T 3desdex = 1ax =2

11 y=Inxdesdex = 1lax =242

12, 2= 4(x—2)* dede(2, 0) a (11,64/3).

13. y=|n(e*—1)/(e=+1) desdex =2ax =4
14. y =In{l —x¥) desdex = 1/4 ax = 3/4.

15, y=4§x*—3Inxdesdex=lax=e.

16. Y =In cos x desdex = =/6 ax = $=n.

17. X =acos 8,y =asen 8.

18. x =e'cost,y —e'sen! desder = Oay¢ = 4
19. X =InV1 + 8,y =arctagr desdet =0at =1

20. x =2cos8+cos20 T 1,y =2sen 8T sen 26.

Sol. (1044/13 — 125)/27 unidades.
Sol. 17/12 unidades.

Sol. 3= /2 + In }2 T V/2) unidades
Sol. 14 unidades.

Sol. In(et + 1) — 2 unidades.

Sol. In 21/5 — 1/2 unidades.

Sol. $e* — $ unidades.

Sol. In(1 T 4/2)/4/3 unidades.
Sol. 2za unidades.

Sol. 4/2(e*— 1) unidades.

Sol. $= unidades.

Sol. 16 unidades.

21. Laposicion de un ﬁunto en el instante ¢ viene dada por x = £, y = §{(6¢ + 9)¥3. Hallar el espacio recorrido por €

punto desder = 0 hastar = 4.

Sol. 20 unidades.

22 Sea P(x,y) un punto fijo y Q(x + Ax, y + Ay) un punto variable de la curvay = f(x) (ver Fig. 17-1, Capitulo 17).

Demostrar que

arco PQ

AsS

- ds/dx _

lm _—
¢—P cuerdaPQ

= VG T Gy

V1 + @dyjdxy

23, (@) Demostrar que la longitud del arco en € primer cuadrante de x = acos* 8, y = a sen* 8 es 3a/2.
a

dx
(b) Demostrar quelalongitud del arcoen el primer cuadrante de x¥? + y4% = % esiigual a oV L s en la que

el integrandose haceinfinito parael limiteinferior deintegracion. En el Capitulo46 se estudian las integral esdefi-
nidas de este tipo.

Un perro situado en & punto A4(1, O ve a su duefio en el origen 0(0, 0) que paseaalolargo del gey y echaacorrer
haciaél. Hallar latrayectoriaquerecorreel perro suponiendoque sedirigeconstantementehaciasu duefio y que, antoos,
se mueven a unavelocidad constante, siendop ladel duefio y ¢ > p ladel perro. El problema se resuelve, por gemplo,
aplicando |a teorfa expuestaen el Capitulo 70. 3n embargo, aqui se trata de demostrar que laecuaciony =T (x) dela
trayectoriase puede hallar integrando

¥y = _}(xplq — x9N

Ind, SeaP(a,b), 0O < a < 1, laposicion de perroy sea Q lainterseccion del gey wn latangenteay =f(x)en P. H
que hallar el tiempo que tarda el perro en alcanzar el punto P y demostrar que, en ese momento, el duefioestaen %l
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Area de la superficie de revolucion

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotacion
del arco AB de una curva continua alrededor de una
recta situada en su plano es, por definicion, el limite
de la suma de las éreas generadas por las n cuerdas,
AP, P,P,, ..., P,_;B, en la rotacion en torno a dicha
recta, cuando € numero de cuerdas crece indefinida-
mente de manera que la longitud de cada una de las
cuerdas tiende a cero.

S A(a,c) y B(b,d) son dos puntos de la curva
y = f(x), siendo f(x) y f'(x) continuas y, ademas, f(x) %

no cambia de signo en € intervaloa << x < b, €l area

de la superficie generada en la rotacion del arco AB G
alrededor del ge x viene dada por

b / dy 2
S, = 2iJasyds = 27r£ Y 1+(a> dz Fig. 42-1

Cuando, ademas, f'(x) # 0 en d citado intervalo, se tiene

d dx 2d
r = T = T 1+ -5
S 2 uyds ZJ;y (dy) Y

Si A(a, ¢) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g{») y su derivada con respecto
a 'y dos funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el area de la superficie generada
en la rotacion del arco AB con respecto al ge x viene dada por

_ _ > / dy2 B f‘ dz\’
S, = 2W£Bxd$ = 27.‘:27 1+<% dx == 2= cx 1+ T dy

Si A(u = u) y B(u = u) son dos puntos de la curva definida por las ecuaciones paramétricas
X = f(u), y = g(u), funciones que satisfacen las ecuaciones de continuidad, €l area de la superficie
generada en la rotacion del arce AB alrededor del ge x, viene dada por

S: = 2n» yds = an \[ du
AB

y el area generada en la rotacién del arco AB alrededor del ejey V|ene dada por
S = 2nf zds = 2,rf \[ du
AB

Problemas resudtos

1. Hallar el 4rea de la superficie de revolucién generada en la rotacién alrededor del

ge x, del arco de pardbola y* = 12x desde x = 0 hasta x = 3. v (3,6)
b s
(@) Aplicando laformula S: = 27f y‘\/ 1 + ﬂ’ dz.
1 +< ) — L+ 36 0 z

Fig. 42-2
202
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k] , Y 3
Y ZwI y& dx 21rf Vi2z +36dz = 24(2\/§—I)n unidades de superficie
0 il °
‘ dx\' +
(b) Aplicandolaférmulas = 2,7_[' y 1+<E‘> dy. & =¥ (dw> 36Ty y
¢ Y y 6’
L]
= 2ﬂf y@ dy = %(36+y’)”’:| = 24(2V2 - 1)7 unidadesde superficie
() 0
2. Hallar el area de la superficie de revolucion generada en la rotacién alrededor v
del gjey, del arco delacurva x = ya desdey =Ohastay =1 an
S, = 2ﬂf \/1+ dz dy = yWIT 95" dy

= 1 432 = 10 — 1) unidades de superficie l
27( + 9yY Jﬁ 2‘7( \/_ per Fig.42-3

3. Halar € areadelasuperficiederevolucibngeneradaen larotacibn, alrededor del e x, del arcodecurvay* tax=2 Iny
desdey =1l hastay =3

) - 2 3 : 3
S: = wa y“’ 1+ (Z—:) dy = 21rf yl ;yy dy = wf (1+y)dy = %w unidades de superficie
e 1 1

4, Hallar el areade la superficie de revolucion generada en la rotacién arededor del

gex deun lato delacurva 8a'y® = a*x* — x4, v
dy  a'zx— 2x° dy \! @a —2z* = (3a2=2z') a =z
dx 8aly y 1+ ("'y‘> =1+ 8a*(a’ _ z?) 8at(a? _xﬂr' ) )

dy zVa® — x* 3a® — 22
S: = 21rf 1 + dx = 21rf . de .
2a\/§ 2a\/§ vat — ot Fig. 42-4

= id f a -2z dx = }wra® unidades desuperficie.

5 Hallar el area de la superficie de revolucién generada en la rotacibn alrededor del gje x de la elipse
x2 y2
ta=

’ b 2 4 Y 2 4
S: = 21rf y,/1+ @ dr = 21rf y—————“mZy”dx - %”I V64 — 32 dz
-4 -4

L x‘/—\/64 3z' + 32 arcsen "‘F] = sﬂ<1 + A\13 ,.—\ unidades de superficie.
-4 9 .

:M[

6. Hallar € ai;ea de la superficie de revolucion generada en la rotacion. alrededor del ge x de la hipocicloidex = acos?8,
y =asen? .
La superficie pedidase generaen la rotacion del arco desde8 = O hasta 6 = =,

E—— -— H d_y— g —_— 2 2
de — 3a cos? ¢ seny, do = 3a sen® g cos 9, = 9a® cos’ 9 sen? 4.

2
= 2 27rf \/< da = 2 2,,J‘ (asen50)3a cos€ Enede = wun.sup-
]

Nota. Serialbgico escribir ZnJ (asen?6)3a cos 6 sen 846, pero este valor es igual a cero. Debe recordarse
]

gques bien un area, un volumen, etc., se pueden expresar por medio de una integral definida, no toda integral definida
representa siempre un airea, etc.
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7. Hallar el 4rea de la superficie de revolucion generada en la rotacion. alrededor v
dd ge x, de la cardioide x = 2¢os 0 — cos 26, y = 2 s¢n 6 — sen 26,

La superficie pedida se generaen larotacion del arco desde @ = 0a 0 = a.

dx/de = -2 sne T 2sen 26, dy/de = 2cose — 2cos2s, y
(dz/de)* t (dy/ds)* = 8(1 — sengsen 26 — cose cos26) = 8(1 — cose). 0 z
b3 ’ = =
S. = 27rf (25ena-—sen26)-2\/§\/1—cosedo =0
Fig. 42-5

= 8\/§rrf sen 6(1 — cos 8)"* ds = 165—\/5,7(1 - cos 9)5/21 :*urg'dad% de superficie.

b
8 Demostrar: S = 2”,JA y ’1'*‘(33 zdx.
X

Supongamos dividido el arco en n cuerdas, como s observa en la Fig. 42-1. En la rotacién de la cuerdaPg_, Py
arededor del gje x se genera un tronco de cono cuyos radios de las bases son i, € ¥, respectivamente, de altura

Peoa P = V{dx) + (Ay)? = 1+ (Aky> Avx = V1 F {f(xx)}? Az

Az
(ver Problemal, Capitulo 41) y cuya 4rea lateral (circunferenciade la seccién media x altura) es

Sk = 27r<y"++y' VIt {@or s

Como f(x) escontinua, existird al menos un punto. x';, del arco P,-, P; tal que

f@) = Luetwd = - + A&

Luego Sk = 27 fla)) V1+ {f' (2} Aex
y, por € teoremade Bliss,
Se = lim IS = lim 327 f(x)) V1 + {f (@)} Az
n~ +x k=1 n~ +owk=1

21rf fE VI + o))t de = 2,,f Y ’1 +<%> de

Problemas propuestos

Hallar en los problemas 9-18, el érea de la superficie generada en la rotacion del arco dado arede-
dor del ge que s indica.

9. y=mxdesdex =0ax = 2; gex. Sol. 4mn4/1 + mt® unidades de superficie
10. y = 4x* desdex =0ax = 3; gex. Sol. 7(824/82 — 1)/9 unidades de superficie.
11 y = x* desdex = 0 ax = 3; gey. Sol. $7[94/82 + In (9 + 4/32)] unidades de superficie
12. 8y* = x¥(1 — x¥), un lazo; gex. Sol. }sr unidades de superficie.
13 y=x%6+ lj2x desdex = 1ax = 2; gey. Sol. (15/4 T In 2)n unidades de superficie.
14, y=Inxdesdex =1ax=7;¢ejey Sol. [344/2 + In (3 + 24/2))r unidadesde superficie.
15, 9y* = x(3 — x)* un lazo; gey. Sol. 2874/3/5 unidades de superficie.
16. y = acosh x/g desdex = —a ax = a; gex. Sol. }ma*(e® — e-? + ) unidades de superficie.
17. Unarcodex = a(@ —sen O,y = a(1 — cos O);, gex. Sol. 64nat/3 unidades de superficie.
18. x =e'cost,y =e‘senldesder =0ar = 4n; gex. Sol. 2724/2 (2e™ + 1)/5 unidades de superficie.
19. Hallar lasuperficiede la zona determinadaen una esferade radio r por dos planos paraleloscada uno de ellos digante

del centro)a Sol. 2nar,

20. Hallar lasuperficie de esferade radio r cortada por un cono circular de dngulo 2a con el vértice en el antro de laefera
Sol. 27r¥(1 — cos a) unidades de superficie.



Capitulo 43

Centro geométrico y momento de inercia
Arcos y superficies de revolucion

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Lascoordenadas (Z, %) del centro geométrico de un arco 43
de una curva plana, de ecuacion F(x,y) =0 o0 X = f(u), y = g(u), satisface |as relaciones
s = & ds=fa:ds y y*s = ¥ ds=fyd8
AB AB AB AB
(Ver Problemas 1-2)

SEGUNDO TEOREMA DE PAPPUS. H é&rea de una superficie generada en la rotacion de un arco
de curva alrededor de un ge situado en su mismo plano y que no corta € arco esigua a producto
de la longitud de dicho arco por la longitud de la trayectoria descrita por €l centro geométrico
del mismo. (Ve Problemas3)

MOMENTOS DE INERCIA DE UN ARCO. Los momentos de inercia de un arw AB correspondiente
a una curva dada con respecto a |os ges coordenados vienen dados por

I, = J‘ yids e I, = f xds
AB A (Ver Problemas 4-5)

CENTRO GEOMETRICO DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. La coordenada 6 del centro
geométrico de una superficie generada en la rotacion de un arco AB de una curva alrededor del

ge x satisface la relacion
zS;: = 2vrf x-yds
AB

MOMENTO DE INERCIA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. El momento de inercia, con
respecto a ge de giro de la superficie generada en la rotacion de un arco AB de una curva alre-
dedor del ge x viene dado por

I. = 2'"'f y2'yd8
AB

Problemas resudtos

1. Hallar e centro geométrico del arco del primer cuadrante de |a circunferencia
x+yt =25,

dy _ _= ) _ 2o 26 _6
dr — ¥ y 1+ da:) =1+ = y5 Comos-21r,

s Y 3
Eﬂﬂ = f Y 1+ ﬂ) dx = bde = 26 o0 §=10/r
o dx ]

Por simetria, £ = #, con lo que las coordenadas del centro geométrico son Fig. 43-1
(10/x, 10/7). 8.

2. Detegmi nar el centro geombtrico de un arco circular de radio r y &ngulo en el cen- v
tro 26,
Tomando el arco, como se representa en la Fig. 43-2, de forma que £ coincida
con |la abscisa del centro geométrico de su mitad superior e ¥ =0, tendremos:

dz ¥y
dy x

y
reenf d 3 rsenf
rg<% = f z 1+( 2= dy = rf dy = r'sen¢
° dy °

y £ = (rsen §)/6. Por tanto, el centro geométrico esta sobre la bisectriz a una dis- .
tancia (r sen 6)/8 del centro de la circunferencia. Fig. 43-2

1+ d= = f . Paralamitad superior de!l arco, s = r#,
dy 3 o
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3. Hallar el area de la superficie generada cn la rotacidn del rectdngulo de dimensitncs ¢
a por 4 arcdcdor del ¢je situado a c unidades (¢ > a, &) del ¢entro geométrico. -[ b
Bl perimeiro del rectangulo es 2(a + ) y su centro geométrico describe una '
circunferencia dc radio c. Por tanto, P
S =2 b):2nc = 4 4 b)c unidades de superficie .
(a + b)-2nc n(a + b) 2 sup Fig. 43-3
4. Hallar e momento de inercia de un arco de circunferencia con respecto a un dia
metro fijo.
Tomando la circunferencia, como se representa en la Fig. 43-4. con el didmetro v
fijo sobre el ge x, el momento pedido sera 4 vecesel del arco del primer cuadrante.
dy _ _x y 14+ (W ':*. También. s = 27r. Luego
dx Y dx Y r
I. = 4f y*ds = 4f y"i—dx = 4rf Vr2—x? dx t o —=
0 0 ¢
—_= 1 2 2 1 2 z —_ 3 —_ 1 ]
= 4r|ZzVr*—2z* + —r*arcsen— = ar' = =r’s Fig. 43-4
2 2 r |, 2
5. Hallar ei momento de inercia, con respecto a ge x, del arco de hipocicloide v

x =asen®0. y=acos’0O
El moinento pedido es cuatro vecesel del arco del primer cuadrante.

if_{ = 3a sen®€ cos €, dy = —8acos’gsene, y
de de

T2 x

s = 41 ds = 4f 3aseng cosede = 6a

» 0

2

I. J ytds = 12a’f cos®e sene cos g (e

= 4 = $a* = }ea%
0
Fig. 43-5
Problemas propuestos
6. Determinar el centro geométrico de
(a) el arco del primer cuadrante de x%2 + y¥3 = g¥3, Aplicar s = 3a/2. Sol. (2a/5, 2a/5)
() el arco del primer cuadrante del lazo de 9y? = x(3 — x)%.  Aplicar s = 243, Sol. (7/5, v/3/4)
(c) el primer arco de x = a(6 — sen O), y = a(l — cos 0). Sol. (rea, 4a/3)
(d) el arcodel primer cuadrantede x = acos?*0, y = asen?® 6. Sol. Ver(a).
7. Hallar el momento deinercia del arco dado con respecto al e indicado:
(a) unlazo 9 = x(3 — x)%; gex, gey. Aplicar s = 44/3, Sol. I, = 8s/35, I, = 99s/95
(b) y=acosh x/a desde x =0 a x = a; gex. Sol. (aa+ 1sY)s
8. Determinar el centro geométrico de la superficie de una semiesfera. Sol. 7 = 4r
9. Determinar €l centro geométrico de la superficie generada al girar:
(a) 4y + 3x = 8 desde x =0 a x = 2 alrededor del gje x. Sol. & = 4/5
(b) unarcode x = a(d —sen0), y = a(l — cos 6) alrededor del gjey. Sol. Y = 4a/3

10. Aplicar el segundo teorema del Pappus para determinar:

(a) el centro geométrico del arco del primer cuadrante de unacircunferencia de radior. Sol. (2r/n, 2r/m)
(b) el area de la.superficie generada en la rotacion de un tridngulo equilatero de lado a alrededor de un gje situado a
¢ unidades de su centro geométrico. Sol. 6mac unidades de superficie.
11. Hallar el momento de inercia con respecto al €e de rotacion de:
(a) lasuperficie esférica de radio r. Sol. Sr¢
(b) lasuperficie lateral de un cono generado al girar larectay = 2x desde x =0 a x =2 alrededor del gjex.  Sol. 8S.

12. Deducir las férmulas de este capitulo.



Capitulo 44

Area plana y centro geométrico de un area

Coordenadas polares

EL AREA PLANA limitada por la curva g = f(0) y los radios vectores8 = 6, y 8 = 6,, viene dada por

1 %
- 2
A 5 ), ptdd
Al mangjar las coordenadas polares se debe tener sumo cuidado en la determinacién correcta
de los limites de integracion. Conviene aprovechar todo tipo de simetria para tomar estos limites
tan proximos como sea posible.
(Ver Problemas 1-7.)

CENTRO GEOMETRICO DE UN AREA PLANA. Las ¥
coordenadas (&, ) del centro geométrico de un &rea
plana limitada por la curva ¢ = f(0) y los radios vec-
tores8=8 y 0= 6, vienen dadas por

P

1 y 1 8, TI(P“ ak)
£ = 4ez 2 - = 3 9 do Ru-s
Az 5 . p?do .3 ), p® cos o
_ 1 ™2 2
= 3 . gdf [ dg
y
- -1 b2 1 8 x
Ay = i .EJ; ptdf = §j; pd sen 6 df 0o o 6
1 pho ' Fig. 44-1
= g3 ), 3yedl
6 , (Ver Problemas 8-10)

Problemas resudtos

)
1. Demostrar que A = % L' o* db.
1

Dividamos el angulo BOC de la figura superior en n partes mediantelos radios OP, = OB, OP,, OP,, ..., 0Py,
OP, = OC. La figura muestra una franja representativa, Px-, OF, de angulo en el centro 4,8, asi como su sector
genérico, Ry -, ORy, deradio px, anguloenel centro 448 y (ver Problema15(r), Capitulo 34) areatotdx0 = 3{f(6,)}24x0.
En estas condiciones, teniendo en cuenta € teorema fundamental,

S

9’ 9,
1
(foayae = 3 [ goyde = 3 s

2. Hallar el area limitada por la curva ¢* = a® cos 26.

En la Fig. 44-2 = puede observar que el érea pedida consta de cuatro partes iguales, cada una de las cualeses ba-
rrida por el radio vector al variar el &ngulo 8 desde 8 = O hasta 6§ = }=». Por tanto,
T4

T4 |
A = 4 % f p*de = 2a’f cos20 d¢ = atsen 201 = ¢ unidades de superficie
0

[]

n

A = lim X

1
n—o+=ok=12
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Como cada una de las partes estd situada en un cuadrante, pare-
ceria logico escribir:
1 27 1 amr 1 7
—J‘ p*de = —a’f cos20de = —a’scn20] =0
2), 2 A 4 °
™

™
es degir, - 2%f ptde = a’f cos20dé = O
[}

Fig. 44-2

Larazon de este resultado incorrecto estribaen lo siguiente:

1("pay = lr“ *de + lfm,fde t f’ ptde = 1at — a7t A
z), * z) ° 2 %

[} i ar/e
En losintervalos [0, =/4] vy [3n/4, n], ¢ es real; asi pues, la primera y tercera de las integrales proporcionan las éreas
barridas a variar 8 entre dichos intervalos. En € intervalo [#/4, 37/4], 0* <0y g es imaginario. Por tanto, aunque

/4
%f a® cos 28d8 es una integral perfectamente valida, aqui no se puede interpretar como un érea
w4

3. Hallar € érea limitada por los tres lazos de la curva ¢ = acos 38.
B érea pedidaesigual a 6 veces el area rayada en la Fig. 44-3, es decir, € area barrida a variar € 4ngulo 8 desde
0 hasta =/6. Por tanto,

1 16 1 i nle o+ . .
A==¢6" 5 L 0*dd = 6 5 J a® cos®* 38df = 3a? IO (3 T }cos 68) df = }ma? unidades de superficie.
1 ]

Y ]
C
€ x
0] 0 A B
Fig. 44-3 Fig. 44-4 Fig. 44-5
4. Hallar el &rea limitada por lacurva g = 2 + cos 8 (Fig. 444).
El &rea buscadaes el doble del area barrida a variar 8 desde O hasta n.
1 (" i
A = 2-§f 2+ coso)tds = f (1 4 coset coss) de
[ 0
m
= [49 + 4seng T %—o + i— senZa:l = 97/2 unidades de superficie
°
S. Hallar el areainterior a la cardioide g = 1 + cos 6 y exterior al circulo g =1
En la Fig. 44,5, &ea ABC = érea OBC — é@rea OAC esigual a la mitad del &rea que = pide. Por tanto,
w2 1 Tie ™3
A = f (1+coso)‘da - 2-§f Hrdse = f (2cosd + cos’s)ds = 2 + %r un.sup.
° o [
. Y
6. Hallar el &rea decada uno deloslazosdep = } + cos 8. \\\‘a
Lazo mayor. El érea pedidaesigual al doble de la barridaal variar el angulo 8 \\:‘1;.
desde O hasta 2=/3. Por consiguiente, \
1 2mw/a /9 x
A = 2'§f (%"'cosa)’do = f (i+coae+ cos® e) de 0
0 0
= % + gg unidades de superficie

Fig. 44-6
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Lazo menor. El 4rea pedidaesigual a doble de la barrida al variar ¢ desde 2#/3 hastan. Por tanto.

A = 2 % I § (3 T cosbydd = % — ﬂ unidades de superficie.
272/3

7. Hallar el 4&rea comun del circuloe = 3cos 8 ylacardioideg =1 + cos 8.

I irea OAB consta de dos partes: una barrida por el radio vector
¢ =1Tcos 8 a vaiar 8 desde O hasta /3, y la otra barrida por
@ = 3cos 8 al variar 8 desden/3 hasta /2.

1 e 1 ns
2'—J (1+cosG)’d0+2-—J 9 cos® 6 db
2 J, 2 Jas

= 5n/4 unidades de superficie Fig. 44-7

A

I

. , 6, _ 176 .
8. Deducir lasformulas A = % 0' p®cos B de, A5 = TL o® sen 8 d6, siendo (£, #) las coordenadas del centro geo-

meétrico del &rea plana BOC de la Fig. 44-1.

Consideremosel sector generico Ry -; ORy y supongamos, para mayor sencillez, que OTy esla bisectriz del aingulo
Py -, OP,. Para hallar el centro geométricode este sector, supongamos se trata de un triangulo, con locual. dichocentro
geométrico estard situado sobre OTg a una distancia ¢g, desde O. Por tanto, aproximadamente, podremos escribir,

£y = §orcos Oy = §f(0)cos 6, y #r= #f(0)senb,

Ahora bien, el momento del sector con respecto a ge es
Zrc §03ds6 = Borcos 0, doi 4,0 = {1 (6.)}* cos e; 4,6

y, por el teorema fundamental,

— . o 1 . 1 6, :
Az = "il:nmhzl?{f(e,)} cos 0, 4,8 = TL“’ cos 8 df

Se deja como gercicio para el alumno € célculo de A43.
Nota En el Problema 8, Capitulo 37, vimos que el centro geométricodel sector Ry -3 OR,, esta situado sobre OT;,

a una distancia 29"‘35.'3;'—}3"0 desde O. Elaumno puede deducir las férmulas a partir de esta relacién.
&
v
9, Determinar el centro geométricodel areadel lazo del primer cuadrante de lacurvae = sen 28.
_iJ-n/k . =i _i n/i=£
A = £ |o sen 26 db 7 (] 4sen40o 8 .
n o 1 ez nj2 O
7%= 3 J‘o cos €df = g i senc 26 cos 6 dé Fig. 44-8

2 /3
i " sen®f cost 6d6 = %J-" (1 —cos?6) cos* Hsen 6 db = 16 y:i=_i2‘l
= Jo o 105

Por simetria, # = 128/105a. Las coordenadas del centroide son (128/1057, 128/1057).

10. Determinar el centro geométricodel areadel primer cuadrante limitada por la pardbolag = T"GcTo delaFig. 44-9,

36

A= L™ 38 5o 2 [ eectioam
_—Z‘J‘o (1 + cos 9)* _-fj° sect §

%f"" (1 + tag §6) sec? }6 d0 = 9 [tag 36 + § tag? ;e]"" - 12
0 0
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Y
o 216cos 0 . M 2cos® 40 —1
122 = T ,[ T + cos B)% YT L cos® 48 -9 w

]

9 j ” (2 500t }6 — sect 46) df = 18 [[ag 36— btag $€)"

= 72/5, y &=6/5. z

125 =

16 sen 0
3I 216send o 27 e g=9a

‘(1 + cos 6)*
El centro geométrico es (6/5, 9/4).

Fg 44-9
Problemas propuestos
11. Hallar el 4rea limitada por cada una de las curvas siguientes:
(a) e* =1 +cos28 Sol. nun. sup.
) 0* =a*sen8(1 —cos 0) Sol. a® un. sup.
(c) o =4cosb Sol. 4z un. sup.
(d) o =acos20 Sol. 4naZ un. sup.
(e) o =4sen®8 Sol. 67 un. sup.
(f) o =4(1 —sen6) Sol. 247 un. sup.
12. Hallar €l 4rea
(a) interiora e = cos 8y exteriora ¢ = 1 —cos 0 Sol. (v/3—=/3) un. sup.
(b) interior ¢ = sen 8 y exteriora ¢ = 1 — cos 8. Sol. (1 —7/4) un. sup.
(c) entre 6vaos internoy externo de o* = a'(1 + sen 8). Sol. 4a® un. sup.
(d) entre loslazosdeg = 2— 4 sen 8. Sol. 4¢x t 34/3) un. sup.
13. (a) Dada laespiral de Arquimedes, ¢ = af, demostrar que el &rea adicional barrida en la enésima revolucion, » > 2,
es (n — 1) veces la afadida en la segunda revolucion.
(b) Dada laespiral equiangular ¢ = aef, demostrar que el &rea adicional barrida en la enésima revolucion, 7 > 2, es
et veces |a anadida en el barrido anterior.
14. determinar el centro geométrico de |as siguientes areas:
(a) Mitad derechade @ = a(l — sen 6). Sol. (16a/97, —5a/6)
(b) Areadel primer cuadrante de ¢ = 4 sen? 6. Sol. (128/63n, 2048/3157)
(c) Mitad superior de ¢ = 2 + cos 8. Sol. (17/18, 80/27m)
. 16 + 5n 10
=1+ L.
(d) Areadel primer cuadrantede ¢ = 1 T cos 8. So (16 7’ 8+3n)
. 2t 157 2
(e) Areadel primer cuadrante del Problema 5. Sol. ( 48 + 6 o+ 3:[)
15. Aplicar el primer teorema de Pappus para obtener el volumen generado en |a rotacién de

(a) o = a(l — sen 8) alrededor del gey. Sol. 8:a®/3 un, vol.
(b) e =2+ cos 0 alrededor del ge polar. Sol. 407/3 un. vol.



Capitulo 45

Longitud y centro geométrico de un arco. Area de una
superficie de revolucidn

Coordenadas polares

LA LONGITUD DE UN ARCO de la curva ¢ = f(0) desde 8 =8, a 8 =8, viene dada por
[ CH dQ 2
= = |/ 2 =) dé
: Ja,ds Jo, e +(d0)

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (4, y) del centro geométrico de un arco
de la curva g = f(6) desde 0 =0 a 8 = 8, satisface las relaciones

(Ver Problemas 1-4.)

8y 6 0,
s =12 ds=f gcosﬂds=J xds

6, 6

02 03 02
g's=yj ds=J gseanSZJ yds
8

6,

(Ver Problemas 5-6.)

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotacion del arco de la curva ¢ = f(6) desde 6 = 6,
a 8 =6, arededor de
0,

0
el ge polar es Sy = ZnJ yds = an o sen 0 ds

8, 9,

62 6y
el ge transverso es S’=27‘_[ xds=2nJ o cos 0 ds
) 0,

1

Los limites de integracién se tomaréan tan prthimos como sea posible.
(Ver Problemas 7-10.)

Problemas resueltos

1 Hallar lalongitud delaespiral g = % desde 8 =0 a 6 = 2n.
do/d0 = 2¢*® y y* T (dp/d0)* = 5e°.

s = J-”l Vot T (dojdbyt db = \/?J-we* d9 = }v/5 (e¥— 1) unidades ]

2. Hallar lalongitud de la cardioide g = a{1 — cos 6).
La cardioide se describe cuando 8 varfa desde 0 a 2.
p? + (do/d0)* = (I — cos 0)* + (asen 6)* = 42 sen? }0 0 %

ar 3,4
s = JO Vg T [@oldBy db = 2a _[0 sen $0 48 = 8a unidades

En esta solucion no se ha podido aplicar el criterio de tomar los limitesde
integracién suficientemente proximos, porgue la longitud a calcular es el doble
de la descrita al variar el dngulo 8 desde O hasta=. Sn embargo, € Problema 3
es un ejemplo de como se aplica dicho criterio.

Fig. 45-2
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3. Hallar lalongitud de la cardioide ¢ = a(1 — sen 8). &\
dp \* z
ot (d—g) = a?(1 —sen 0)* T (— acos 6)? = 2a%(sen 30 — cos 36)° )

Segun el problema 2, tendremos
5= J " \/92 + (do/d6)? db = V2a Jm (sen 36 — cos 36) 48
0 0

= 2 v/2 a(—cos 36 — sen QB)]M — 4 4/2 a unidades
0 Fig. 45-3

Como podemos observar, |as cardioides de los dos problemas solo difieren en sus posicionesen el plano; en estas
condiciones, sus longitudesdeberian coincidir. Para explicar la diferencia de resultados hemos de acudir a los dos inte-
grandos, sen 36 y sen 46 —cos 6. El primero es siempre positivo, mientras que el segundo es negativo, al variar €
angulo 8 desde 0 hasta fn, y positivo en los demés casos. Por simetria, lalongitud pedidaserd igual al doble de la des-

g = ma
crita a variar 6 desden/2 hasta 3z/2. Por consiguiente,

a2

)
s=2v2 a J : ‘(sen 36 —cos 40) d0 = 44/2 a(—cos 3 6 —sen } 0)] = 8a unidades
nis : nit

Y

4. Hallar lalongitud de la curvag = acos* 9.

Lalongitud pedidaes el doble de la descritacuando 8 varia desde O a 2, :\
€

do/df = —a cos® }0 sen 30 y o* T (do/d6)* = & cos* }6.

" cos® 10 df = fa [scn 16 = } S0 w]'“
0

famla J
= 16a/3 unidades.
Fig. 454

5. Hallar el centro geométricodel arco delacardioide ¢ = a(1 — cos 6). (Ver Problema 2)
Por simetrfa, # = Q y la abscisa del centro geométrico de todo el arco serdigual ala del centro geométrico dela

mitad superior. La mitad de lalongitud del cardioidees, segin el Problema 2 igual a44. Por tanto.
4a- % = J'n ¢<os 0 /g + (do/dO) df = 240 J" (1 — cos 6) cos 0 sen 36 9
0 1]

= 4a‘Jm (—2cos* 30 + 3 cos® 30 — 1) sen 30 d6 = 4a* [gcos‘ }0—2003‘{0+Zcos}0]:
0

—16a%/5, y £ = —4a/S. Las coordenadas del centroide son (—4a/$, 0).

4. Hallar el centro geométrico del arco de circunferenciag = 2sen 8 + 4cos 8 desde

=0a6 =4in
do/dd = 2 cos 8— 4sen 8y g* + (dg/df)* = 20. Comoel sadioes4/5,s= v/5n. v

— af
\/Snw‘c:J .gcose\/g’+(dg/d0’d0
14

o
= 44/5 J .(senacosﬂ+2cos‘9)do
0

[0) 2
/e
=4\/5—[}sen’0+0+ }senZO] !
1]
=25+ 1),y =@. Fig. 455

n/2 nj2
V3n9 = [ eson Ve F @eidtr db = 4v/5 [ (sent 0+ 2sen 0008 6) o9

=4S [10—tsen20 +sen|" = avFn + ey = 2L
[

Hallar €l area de |la superficie generada en |a rotacién de la mitad superior de la cardioide ¢ = a(l — cos ) alrededor

7.
del ge polar.
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11

13.
14,

15'

16

17.
18

19.
2’0'

Del Problemaz, ¢* + (dp/df)® = 4a® sen® 18.

S=2In I" e sen 64/ ¢! +(de/dﬂ’do=4a’:zJ-"(1-cosB)senﬂsen§Bdﬂ
/] 0

n
= léatn I sen* 36 cos 340 d6 = %/,a'n unidades de superficie.

Halar el 4rea de la superficie generada en la rotacibn de la lemniscata
¢! = a* cos 28alrededor dd ge polar.

Bl area pedidaesigud a dobledelageneradaen larotacion dd arco
del primer cuadrante.

et (%). =a'cos28+(——a'se:20 )2 =%:_

n/e a' /4
S=2-2nI gseno?d0=4a’nj sen 0 d6
[

]
= 2a*n(2 — 4/2) unidadesde superficie
Halar e érea de la superficie generada en la rotacion, alrededor del ge transverso de un lazo de |a lemmiscata
o' = a® cos 20,
El area pedidaesd doble de la generadaen la rotacibn del arco del primer cuadrante.

Fig. 45-6

R4 S n
S= 2.2,,J’ ecose% 9 = datn IO" cos 6 &6 — 24/7 a'n unidadesde superficie

Aplicar el teoremadePappus paradeterminar el centroide del arco de lacardioide g = a(l — cos 8) desde8 = 0a8 = n.
S el arco giraarededor del ge polar, S = 2zgs, 0 Sea, segin los Problemas2y 7, 32a¥a/5 = 27y * 4a € § = 4a/5.
Segln € Problema 5, las coordenadasdd centro geométrico son (—4ay/5, 4a/5).

Problemas propuestos

Hallar la longitud de

(@ e=0desde8=0a8=243  Sol. 56/3 unidades (d) o =sen/3  Sol. 3x/2 unidades
(b) ¢ =e®rdesde8=0a8=8 Sol. 4/5(e*— 1) unidades (e e=cos6/4  Sol. 16/3 unidades
(¢) o =cos*}f Sol. 4 unidades

(f) o = af6 desde (g4,0,) a(gs,0 Sol. Va* + ¢4y —Va +e4 +aln z:—::_li_—\/?m)- unidades

sol. 2av/3)Y7=2 1 1n 22+ VI ies
V3 VT+ V3

Hallar el centro geométrico de la mitad superior de ¢ = 8cos 8. Sol. (4, 8/n).

(§) o= 2atag8sen8desde§ =0a8=n/3

Siendop = asen 8 + bcos 8, demostrar ques = nv/at + b, S, = ans, y §, = bms.

Cdcular € area de lasuperficie generadaen la rotacibn de ¢ = 4 cos 8 alrededor dd ge polar.
Sol. 16n un. sup.

Hallar el érea delasuperficiegeneradaen larotacibn decada uno deloslazosdeg = sen®)/3 arededor ddl ge transverso
Sol. #/256 un. sup.; $137/256 un. sup.

Hallar el &readelasupeficiegeneradaen larotacibn decadauno deloslazos dep* = cos 28 arededor del ge transverso.
Sol. 24/2 = un. sup.

Demostrar que cuando los dos lazos de ¢ = cost8/4 giran alrededor ddl ge polar, generan superficiesde igua area

Determinar €l centrogeométrico dela superficie generadaen larotacibn del lazo deladerechade ot = a®cos 28alrededor
del gje polar. Sol. 2 = V2a(v/2 + 1)/6.

Hallarel areadelasupeficiegeneradaen larotaciondeg = sen®8/2 drededor delarectag = csc 8. Sol. 8z un. sup.

Deducir las fbrmulasde este capitulo.



Capitulo 46

Integrales impropias

.
UNA INTEGRAL DEFINIDA,J S(x) dx, se denominaintegral impropiad
.

(a) €l integrando, f(x), tiene uno o mas puntos de discontinuidad en el intervalo a < x < b;
()) Por lo menos uno de los limites de integracion es infinito.

INTEGRANDO DISCONTINUO. S f(x) es continua en € intervalo a < x < b, pero es discontinua
enx =Dhb,

b bh—-¢€
J f(x)dx = lim S(x)dx siempreque existael limite

€+0*

S f(x) es continua en € intervalo a< x < b, pero es discontinua en x = a,

J f(x)dx = lim f(x)dx siempre que existael limite

0t Jate

S f(x) es continua para todos los vaores de x del intervalo a < x < b excepto para x = C,
sendo a<e<b,

c—¢€ ]

r J(x)dx = lim Sx)dx + 11m f(x) dx

€20 J g c+e

siempre que existan ambos limites. (Ver Problemas 1-6.)
LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS. S f(x) es continua en €l intervalo a< x < u,

S fix)dx = lim f(x)dx siempre que existad limite

PR ]
Si f(x) es continua en € intervalo U < x < b,
rb rd

S dx = "’Iir_nw ’f(x)dx siempre que existad limite
Si f(x) esconti r-1ua en d intervalo U < :< <u,
(" fyds = tim [ " feydx + lim " fx) dx
siempre que exista;1 ;r:boslimiteﬁ R e (Ver Problemas 7-13)

Problemas resudtos

3
1, Calcular J vgdx - El integrando presenta una discontinuidaden x = 3. Consideremos
° —x
. 3¢ dx . _] 1
lim = lim arcsen3 ] = Ilim arcsenl—-c- =arcsenl = =
€>0+ Jo '\/9—-1’ €0+ €= O+ 2 .
Luego r & ln
’ v VIt 2
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0o 2—

2. Demostrar que I - carece de sentido. Bl integrando presenta una discontinuidad en x = 2. Considerémos

. 1-¢  dx . 1 72—« . 1 1
lim = lim In ] = lim (ln — —In —)
erot Jo 2—x >0t —XJo >0t € 2
No existe limite y la integral carece de sentido.
dx .
3 Demostrar que J- =1y carece de sentido. )
0 (x—

El integrando presenta unadiscontinuidaden x = 1, valor comprendidoentre loslimites
de integracién Oy 4. Consideremos

1-c¢ dx . Jd dx

lim lim —_—
esot Jo (x—1)? €0t Jore (x— 1)

i ].l_('f' lim —_—l—]l+c = lim (——l) + lim —?'l' €)

erot X —1 ot X—1 ot ot
No existelimite. }
. . . . . dx 1 ' e z
Si no se tieneen cuenta el punto de discontinuidad L =1y = x—l]., = O 1 23 4
4
— —, locual es un absurdo.
3’ Fig. 46-1
4. Hall i El integrando presenta una discontinuidad en 1. Consideremos
' a | m—. = 1.
Io va x—1 9 P x
. 1€ dx . ¢ dx 1-¢ 3 ¢
lim ——— 4+ lim = llm —(x — ’/’J + lim = (x—1 ’/']
e+ot Jo \’/x —1 e€+ot Jite ,\a/ x—1 e»ot ( b ° (x ) 1+¢

= iim —((—c)’/’—l) + hm ——(\/— €Y = —(\/——1)

A 3 e>ot
Luego, J == (V5 —1).
a1 —Z WD
n{s
$. Demostrar que sec x dx carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = 4#. Consideremos
0
1/27% —€ /271 ~€ +
lim sec x dx = lim In (sec x + tag x)] = lim In{sec(dn —¢€) T tag(dn — ©)}
ot Jo >0t o} e»ot

No existelimite y la integral carece de sentido.

nis COS X
6. Hallar I —————=dx. El integrando presenta una discontinuidad x = §». Consideremos
'\/1"—— X. eg p &
1/2n—€ 1/27 € . .
lim = dx = lim —2(1 — sen x)”’] = 2 lim {—{1-<sen@r — )] + 1)
ot Jo \/-1 —sen x ot 0 e»ot
= 20+ 1) =2 Luego i de =2
' ' o 4/1—senx '
+m . . . . . . .
7. Hallar J 54 El limite superior de integracién es infinito. Consideremos
[
. “ dx
1 J__= lim 1 arct —l-x] + 4n. Luegp. J+“—éx—=—
oo Jo A wrreo X 4 N DS

8 Hallar I e* dx, H limiteinferior de integracionesinfinito. Consideremos
=03

0 I T T 1 1 0
lim e*dx = lim —e"] == (1) — lim —e* = ——Q Luego. J e dx = §.
u 2 =0 2 =03

w—p—-0 Jy Hp =0 2 2
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9. Demostrar que \/_ carece de sentido. El limite superior de integracion es infinito. Consideremos
1
lim | —= lim 2\/' = lim @Vue—2. Ellimitenoexiste.
40 J 3 \/; = w40 s $+0
n
10, Hatlar I —d"_— = J _on& . Ambos limites de integracion son infinitos. Consideremos
- €*+e"? -~ ¥ + 1
. ¢ e*dx ‘ ¢ e'dx ; ‘4 °
I J' _— 1 —+7 = lim arc tag e* lim arcta e']
U-D“Pa ° e + 1 + -'-:TQ v 1 > +0 8 o v -0 8 w’

+00
11, Hallar J e-*sen X dx,
o

lim .e"senxdx = lim—ie"(senx+cosx)]-
b ®© °

-+ 0 0

+0
Cuando & - +oo, e"" =~ Omientrasquesen U y cos U varfan de 1 a — 1.Luego, Jo e~*senxdx = §.

el v

1-C

lim

>0t Jo

= lim (arctage"— }n) + lim (}n—
w4+ 0 ¥ - —00

=jr—jatir—0=ta

Bl limitesuperior de integracién es infinito. Consideremos

El integrando presenta una discontinuidaden x = | .

x dx

VIi—xt

= lim —(1 ——x')‘l‘] .

ot

B area pedida es 4(1) = 4 unidades de superficie.

Y
P(x,y)

»

|
-

[N

]

—— e m e —— . — =

Fig. 46-2

13 Hallar el 4rea situadaa la derechade x = 3 y limitada por lacurvay = x,i_

-

+0

dx

x2—1

12. Hallar el érealimitada por la curva y* = li_x' y susasintotas. Ver Fig. -2,

Consideremos

lim (1 —vZe—e) = 1

>0t

arc tage®’)

ii?m {—fe*(senu + cos w)} + }

g

[CAP. 46

Fig. 46-3

lim J“——dj—— = l lim |
w0 J g X2—1 - 2-»+Q
1 —1 1 1
Zu?:?eom u+l —-ian

x——l
x—1

L
2w

E (In 2) unidades de superficie.

1

]

yelgex, Ve Fig 463

—1/u
+ 1/u

1
+2—|n2
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14.

16.

17.

2L

Problemas propuestos

Hallar:

@) J': % =2 @ J': (4—2%)37 (Carecede sentido)  (g) 5 ﬁ — 62

() f ; 7":*; (Carecedesentido)  (e) J ’_z% —a ® J’ ‘_‘ % (Carecede sentido)
© J':v—4d_"_?x=4 o) J':%=9/2 @ J:lnxdx=~—l

G) J:xlnxdx=—1/4

Hallar el Arealimitada por la curva dada y sus asintotas.

< 1
@ y2= 1j—xl ®» y = 4;X, @y- x—(l —%

Sol. (a) 47z un. sup., (b) 4z un. sup., (¢) 27 un. sup.

Hallar:
+®o gy +o p-4/z
@ L &= ) L = e
o x 1 T et =
®) f_w A = 7 @ [ xertax=0
+ =z _ +00 dx _
"X (Carecedesentid h [
) J_mm (Carecede sentido) @) J_wxe dx = —1
+°  dx 1 . -2 _
(e)‘I T T3 () L xle-*dx =6
Hallar el Arealimitada por la curva dada y su asintota:
8 X _ _z./
@ vy = a4’ b)Y = @ (© Y = xe=*"s
Sol. (& 4n un. sup., 7Z) 4 un. sup., () 2 un. sup.
Hallar el Area
(@) limitadapor y = x,—l_4 y aladerechade x =3 Sol. $In'5 un. sup.
- 1
(b) limitada por y = x—1 y aladerechade x = 2 Sol. 1 —In 2 un. sup.

Demostrar que las siguientes areas carecen de sentido:
(a) Arealimitada pory = 4Tlx' desde x = 2 hasta x = =2

(b) Arealimitada por xy =9 aladerechade x = 1.

. Demostrar que €l Areadel primer cuadrante limitada por y = e=%* esigual a } (unidadesde superficie) y que el volu-

men generado en la rotacién de dicha Area alrededor del €e x es 3z (unidadesde volumen).

Demostrar queen la rotacion de la region R del plano limitada por xy = 9 y a la derechade x = 1 alrededor del gex,
el volumen generado es igual a 81x (unidades de volumen) y que, sin embargo, el 4rea de la superficie es infinita
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22. Hallar la longitud del arco indicado:

(@ 9yt = x(3 —x)% un lazo, B) x¥3 4 y¥s = g¥? arco entero. (c) 9 = x'(2x + 3), un lazo.

Sol. (a) 4v/3 unidades (b) 6a unidades (c) 24/3 unidades
23. Hallar el momento de inercia de un circule de radio r con respecto a una tangente. Sol. 3ris/2.

+o0
24. Demostrar que J =0 diverge para todos los valores de p.
9

¢ Nd . .
25. (@) Demostrar que I (xTx existe para p < 1 y carece de sentido para p = 1.

by

+ 00

(b)) Demostrar que I existe para p > 1 y carece de sentido para p < 1.

26, Sea la funcion f(x) < g(x) que estd definida y es positiva en ¢l intervalo a < x < b, siendo lim f(x) =
y l|m n g(x) = +o0. Segun la Fig. 46-4, parece l6gico suponer: =

0 slj g(x) dx estd definida, también cstard j £ d.

] ]
(2 Si J f(x) dx no esta definida, tampoco lo estara I g2(x) dx.

Determinar si estdn o no definidas las siguientes integrales:
1
11—t

@ J: lfxc. Para 0<x <, 1 —x*=0—x)0 + )0 +x) <4l —x) y 1—*—x <

1
Luego % J i dxx no estd definida, ni tampoco la integral dada.
o 1—

+ o

1 dx 1 1 1 dx
b J ——, Para 0 <x <1, ———= <—=. Luego J —— estd definida igualmente que la integral
@ | arve PR 0<xsl e < Lo | Ur & a g

dada.
4 cos x e COs X .
(© J x’/‘ esta definida. (d) J dx no esti definida. (e) '[ vV dx esta definida.
f
|
|
'
i
]
f
1
I
i
[}
(
'
0 L !z 0
a b
Fig. 46-4 ' Fig. 46-5
27, Sea la funcidn f(x) < g(x) que estd definida y es positiva en el intervalo x > g, siendo hm f(x) = lim g(x) =0.
25400

Segun la Fig. 46-5, parece logico suponer:

@) Si r

+@
2(x) dx estd definida, también estar4 f £ () dx.
a

4+ 4+
@ si J' f(x) dx no est& definida, tampoco lo estard J' #(x) dx.

Determinar si estan definidas o no las siguientes integrales.

+® dx +0 dx M A
(a) L —;-_;;; Para x > o 2x o Luego L v estd definida igualmente que la

integral dada.

o [T X 4 definid e~ dx esth definid & esth definid
————— est . = . T .
L mes efinida (c)‘[l e x estd definida (d)J-o mcs efinida



Capitulo 47

Sucesiones y series

UNA SUCESION, {s,) = 8, Sg, S35 =« -, S, - - -, €S UNAfuncidn de n cuyo dominio de definicion lo cons-
tituye e conjunto de los nUmeros positivos. (Ver Capitulo 1.)

Se dice que una sucesion {s.} est4 acotada, S existen dos numeros, P y Q, de manera que
P < sx < Q paratodos los valores de n. Por g emplo, la sucesion 3/2, 5/4, 7/6, .. ., 2at1 .., esta

2
acotada, ya que 1 < s, < 2 para todos los valores de n, Sn embargo, la sucesiéon 2, 4, 6, ..., 2n,
no lo esta.
Una sucesion {s,} es creciente 9 & < s, <s$3<- - <sa< - -+, Y decreciente cuando

2
5 =>5p=>83=> ¢ S > - - Por gemplo, las wc&iones%—n:—lz = 12, 4/3, 9/4, 16/5, ...

y {2n—(—1)"} =3, 3, 7, 7, ... son crecientes y las sucesiones {1/n} =1, 1/2, 1/3, 1/4, ...
y—{n} =—1, —2 —3 —4, ..., son decrecientes.

Una sucesion {s,} converge hacia un limite finito s, [ lirn s, = s], cuando, dado un némero ¢
n— 4+ oo
tan pequefio como queramos, se puede encontrar un entero positivo m de manera que a partir
de un n dado y para todos los siguientes, n >m, < verifica la desigualdad |s —s,| <c. S una
sucesion tiene limite es convergente, y S no |o tiene recibe el nombre de divergente.

(Ver Problemas 1-2)

Unasucesion {s,} diverge o tiende a m,[ lim s, = m], cuando, dado un nimero positivo M

n—> 4 oo
tan grande como queramos, existe un entero positivo m de maneraque a partir de un n dado y para
todos los siguientes, n >m, se veifica la desigualdad |s,| =M. S s, > M, lim s,= +oc0;

. . n—> a
985 <—M, lim s,=—o0,

n>"ta

TEOREMA DE LAS SUCESIONES.

I. Toda sucesién acotada, creciente 0 decreciente, es convergente. La demostracion cae fuera
del proposito y acance de este libro.

1I. Toda sucesion no acotada es divergente. Véase la demostracion en € Problema 3.
Muchos de los teoremas restantes son consecuenciainmediata de |os teoremas expuestos
en el Capitulo 2

Im. Una sucesion convergente (divergente) no modifica su caracter al cambiar de lugar uno
0 todos de sus n primeros términos.

Iv. El limite de una sucesion convergente es Unico.

(Véasela demostracion en el Problema 4.)

S lim s, =s vy lim ¢, =t

n— +x n— +x
V. lim (¥¢°s,) = k lim s, = ks, k siendo k una constante cualquiera.
n—+=x n— +x
VI. lim (s, £¢t,) = lim s, = lim ¢, = s§8=t.

n = +.0 n— +« ne=+x

VII. lirn (sa*t,) = lim 3.+ lim t, = s-t.

n= +x ne n— + 20
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XI.

SUCESIONES Y SERIES [CAP. 47

lirn  (safts) = lim s, / lim 1, =s/t, Silempre que ¢ # O Y t, % O para todos losva-
¥ —» 4 0o n— +— n++=
lores de n.

Sea {s,} una sucesion de términos no nulos; s lim s, = w, severifica lim 1fs,=0.

n=—> 4 0o n—+ %
{Véase demostracién en el Problema s.)
Sa>1 lim ¢ = 4+ <.

n—++ &

(Véase la demostracion en e Problema 6.)
S |r| <1, s veifica lim rm=0.

LA SUMA INDICADA

XII.

XIV.

XV.

n— 4 &
+ >
Es"-_— 25"=s1+s2+s3+---+s”+... (I)
n=1
de los términos de una sucesion {s.} recibe € nombre de serie. A toda serie se le asocia
unasucesion de sumasparciaes. S; = 5, S = 5, + 55, S =8 + 5, +s,- 0 ,S=g5

+spt+s3+ c F S
S lim §, =S, siendo S un numero finito, la serie (/) se denomina de convergente

n— + oo
y Sessusuma. Si noexiste lirn S,, laserie () se denominadivergente. Una serie también

n— -4 0O

esdivergente bien porque Ii{l_n S, = o0, 0 bien porque a medida que crece n, S, va aumen-

n— m

tando y disminuyendo sin aproximarse a un limite; en este Ultimo caso la serie recibe el
nombre de oscilante. Por gemplo, en la serie 1 — 1 +1—1+. . S5=1S=0
S;=1,8,=0,...

(Ver Problemas 7-8)

De los teoremas anteriores se deducen las consecuencias siguientes:

Una serie convergente (divergente) sigue siendo convergente (divergente) s se cambia
orden de uno o de todos sus n primeros términos. (Ver Problema 9)

La suma de una serie convergente es Unica.

S Zs, converge hacia S, la serie Zks,, siendo k una constante, converge hacia kS. S Zs,
es divergente, también lo es Zks,.
Si Zs, es convergente, se verifica. lim s, =0.

n— 4+ &

(Véase la demostracion en el Problema 10)

El reciproco no es cierto. La serie arménica [Problema 7(¢)] es divergente y, sin em
bargo, lirn s, =0.
n—+ 4 oo
Si lirn s. # 0, laserie Z's, es divergente.
n— 4 oo

El reciproco no es cierto; véase el Problema 7(c). (Ver Problema 11)

Problemas resudtos

1. Sealasucesion {s,} cuyo limite ess Situemos sobre una escala numérica (Fig. 47-1) los puntoss s — ¢, s + ¢, Sendo ¢
un ndmero positivo tan pequefioc como queramos (infinitésimo) y vayamos colocando, ordenadamente, los puntos

81 82 8m 8m+1
1 1 A o—J
. | v ¥ T

L e 8+ ¢
Fig.47-1

?
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51, 834 53 . .+ S€QUN la definicion de convergencia, los m
primeros puntos estan situados fuera del intervalo conside-
rado, pero a partir del s, ., ¢1 y todos los siguientes estan
situados dentro de él.

En la Fig. 47-2 se puede observar una representacion
en un sistema de coordenadas rectangulares. En primer

lugar, hemos trazado las rectas y =5, y=s5s— ¢ €
y = s + ¢, determinando de esta forma, una banda de am- poy —
plitud 2¢. Situando ahora lospuntos (1, s,), (2, su), (3, s3) ..., o 3 3
el punto(m + 1, s,,+1) Y todos los siguientes caeran dentro K ® ®
dela banda. . £ o 3
Esimportante observar que fuera del intervalo o banda o E & 2
deamplitud 2¢, solamente habra un ndmero finito de puntos o) =
de una sucesién convergente, .
Fig. 47-2
: _ 1 1-3-5-7...2n—1)
2 Aplicar el teorema 1 para demostrar que las sucesiones (a) 1-7 y (b 2.4.6:8. 3a son convergentes.
(8 La sucesién estd acotada, ya que O < 5, < 1, para todos los valores de a.
C =1 1o 1 Ly 1 5, + L es deCir s,+; = $,, la sucesion es cre-
Oomo s, 4, = - m =1—v ’l(n"" 1) — Sn Ws nt1 = Spy

ciente. Por tanto la sucesion converge hacia s < 1.

o 1-3-5-7...2n T 1)
(b) Lasucesion esta acotada, yaque O <s, < 1, paratodos losvaloresden. Como s,+ = 746-8.nF2) =
2n +
on+ 2 ™ la sucesion es decreciente. Por tanto, la sucesion converge hacia s > o.

3. Demostrar que toda sucesién no acotada {s,} es divergente.

Supongamos que {s,} es convergente (demostracion por reduccién al absurdo). Dado un ndmero positivo ¢, tan
peguefio como queramos, existira un entero positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m,
se verificara la desigualdad |s, — s| < a Luego en este intervalo estaran todos los términos de la sucesién menosun
numero finito de ellos con lo cual dicha sucesion debera estar acotada. Como esto es contrario a la hipétesis, 1a suce-
sién sera divergente.

4. Demostrar que el limite de una sucesién convergente es Unico.

Supongamos que la sucesion admitiese dos limitesdistintos, esdecir, lim s, = sy lim s, = t,siendojs—¢| > 2¢ >0
n—> 4 o n—>+4 0
En estascondiciones, en losintervalos, de amplitud 2e, de s y t tendremos propiedades contradictorias: (i) por una parte
no pueden tener puntos comunes, y (ii) cada uno contiene tcdos los términos de la sucesién menos un numero finito de
ellos. Asi, pues, debera ser s =t y € limite sera tGnico.

5. Demostrar que si {s.} €s una sucesion de términos no nulosy lim s, = o, se verifica lim 1/s, = 0.
n~—> -+ 00 n—>+®
Elegido un nimero niuy pequefio € > O, de lim s, = m e deduce que para todo M > /e, existira un entero
n—+ oo
positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, » > m, se verificarala desigualdad Is,| > M > 1/e.
Para este valor de m, [1/s,] < 1/M < a siempre que » > m; por tanto, lim 1/s, = 0.
B>+ 00

6. Demostrar que lim ¢* =+ = para a> 1.
n—>+a

Sea M nimero muy grande, M > O; supongamos a= 1 + b con b> 0; entonces
=@t =1+t Npt+..>1+m>m

para n > MJb. Es decir que m es el entero superior a M/b.

7. Demostrar que:
(8 La serie aritméticaa|+(a+ d) + (a+ 24) Tt [a+ (n—1)d] + .. es divergente cuando & ta>o
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(b) Laserie geomérrica a tartant o tagmat .. r, slendo a # O, converge hmiai% S |r] < 1y diverge
sijr]>1.

(& Laseriearmdnica 1+ 12t 13+ 14+ .-+ 1yn + -+ esdivergente.
(@) Aqui S, =#n[2at (n— 1]y lim S, =« excepto paraa =d =0,

Por tanto es divergente cuando a? +d>0

a—ar" a _  a .
(b) Enestecaso S, = = ~ 1=7 =" s rE

Silfl<1,limm=0,ylms, =——

n—» -+ 0o n— + oo 1—r

S Irl>1, lim r =,y S, es divergente.

n~> m

Sifrl=1 laseieesoatatat---0a— ata— at .-y esdivergente.

() Formando las sumas parciales, obtenemos
8.2, 85>2585,6>>3, 82>3,5 8S0>4, ...

Como la sucesién de sumas parciales no estd acotada, la serie serd divergente.

8. (a) Sumarlaserie% + % + % o

1 1 1 1,1 1 1 1,1 1 1 1
S'=?=I(‘—?'S=—?+?=‘—I(’—F-Sa"?+?+F—T(I—F)' '
1 1 1 1
1 1 1 1
® SJnarIaserlem+2.3,+3_4+4_5.+
Si=pig=l—h S=piy gy =l—t+i—t=1—}
YU1e2 T2 T 2e3 B ’
Sy =Sit i =l — b p—t=1—}, vy Se=le——ie
3 — o W_ T s ’ n = ”+1
: 1
s=1 1— =1
Y n—»u-:-loo( "+1)

9. Sabiendo quelasumadelaserie 1 +3+3t 4 +45+-.- esigual a 2, hallar lasumade lasgrie que resulta cuando
() se suprimen los cuatro primeros términos, (b) cuando se afladen a la dada los términos 8 T 4 T 2,

(@) Laserie & t - + *** es una serie geométrica de razén r = }. Converge hacia
S=2—(1+3+1+H=1%
®) Laswiests+2+1+3+31+-..es una serie geométrica de razén r = 3. Converge hacia
24+(8+4+2)=16

10. Demostrar quesi Zs, =S, se verifica lim s, =0
n—++ W

Como Zs, =S, lim S, =S y lim S, =S. Ahora bien s, =S, —S, -; luego,

n~— 4+ w n— w
lim s, = lim (5.—S,-) = lim §,— lim S,-, =S— S=0
n— + 00 n— + o0 n—>+m n—+m

11. Demostrar que las series (a) 1/3 + 2/5 + 3/7 + 49 + -+ y (b) 1/2 + 3/4 + 7/8 + 15116+ .+ son divergentes.

(a):—Lylims—lim . = | ——1 :
T Al Ll aaten+l R 3 R T2

—1 . 2"— 1 . 1
lim —s— = lim (1_2_.-) =1+#0.

2
b) s, = =
() 5 b1 y"_.+w 7 Pt
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12.

14,

16.

17.

18,

Unaserie Xs, convergehacias, si lasucesion {s,} de las sumas parcidesconverge también haciaS, esdecir, s dado un
¢ > Otan pequefic COMO gueramos, existe un entero m de maneraque a partir de él y para todoslos siguicntes, n > m.
< veificala desigualdad |S —S,| < e. Demostrar que las series del Problema 8 son convergentes.

_l-_i l——L 1 1 Inde
4 4 58

(@ S I5—S8|= = g <& tendremos * = 25 nin 5> —In(4e), y 1> —
Por tanto, basta con que m sea mayor que —

45 ar

In 4¢
In§ "’

_ 1
e

< ¢ tendremos~ T 1> ES yn> % =1 Por tanto, basta con

(b) S IS—s'|=‘1_(1_’HlLI)

1
que m sea mayor que — — 1.

Problemas propuestos

Determinar si las sucesiones siguientes estédn 0 no acotadas, son decrecientes, crecientes o convergentes, divergentes
u oscilantes.

(a){n+~f;} () {%} (© (seninr) (@) VD (o) { %} 0 {"‘T"}

Demostrar que  lim Vi =1, p o 0. Ind. n¥s = g mwin

n—+ 00
Dada la’sucesién a _’:_ 7" demostrar que: (a) en €l intervalo |1 — s,| < 0,01 estan contenidos todos |0s términos
de la sucesiébn menos los 99 primeros, (b) la sucesién estd acotada, (¢) lim s, = |I.

n—>-+4 0o

Demostrar que si: Irl < 1, s veifica Ilim =0,
n—>+ o

Hallar el carécter de las siguientes series geométricas. Calcular la suma de las que sean convergentes.
@ 1t12+ys+184--- ®a—1Ft14a—1164+.+ (@1t+32taatapt-..
Sol. (8 S=2, (b) S=16/5 (c) Divergente

Hallar la suma de las series siguientes:

- 1 1
@ 33 @ YT ® Y@ D
1 1 1
® Y =D T D) © Xm T3 @ YT e+ D
1 1 n
© 2(?‘(n+1)»)"’>° N YT

Sol. (a) 1/2,(6) 1/2, (c) 1, (d) 3/4, (e) 11/18,(f) 1, (g) 1/4, (h) 1/4

. Demostrar que son divergentes, las series,

@ 3tsztitont .. © etestenrteysst -
1
2 3 3 d _—
® 2+VZ+V2+V2+ ()2\/,;4\/,,—_—1

2. Demostrar que s lim s, # O, la serie Zs, es divergente.

n—>+w

21 Demostrar que las series del Problema 18(a)-(d) son convergentes por existir Un entero positivo m tal que para

>0, 1§ —S,| < e Ssempreque n > m.

In 2¢ 1 1
Sol. m = unentero mayorqueen (@) — -, @7 -5 ©@ &T/( —1, (@) la rafz postiva de 2em?! —

21— 39m —(3—4¢ =0,



Capitulo 48

Criterios de convergencia y divergencia de las

series de términos positivos

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. Son series Zs, cuyos términos son todos positivos.

L.

HaI.

Una serie de términos positivos Zs, es convergente, s la sucesion de sumas parciales {S,}
esta acotada.

~ Este teorema es consecuencia de que la sucesion de sumas parciales de una serie de tér-
mMinos positivos es siempre creciente.

CRITERIO DE LA INTEGRAL. Seaf(n) € término general s, de la serie Zs, de términos

positivos. S f(x) >0 y es decreciente en d intervalo x = &, siendo & un entero positivo,
+o

laserie Z's» converge o diverge segin que exista o no la integra f(x) dx.
E

(Ver Problemas 1.5)

CRITERIO DE LA SERIE MAYORANTE. Una serie de términos positivos Zs, es con-
vergente, 9 a partir de un determinado valor de n, y para todos los siguientes cada término
es menor o igual que @ correspondiente de una serie Z¢, convergente conocida de términos
positivos.

CRITERIO DE LA SERIE MINORANTE. Una serie de términos positivos Ls, es diver-
gente, si a partir de un determinado valor de n y para todos los siguientes, cada término
esigua o mayor gque el correspondiente de una serie Xd, divergente conocida de términos

positivos. (Ver Problemas6-11)
CRITERIO DEL COCIENTE. Una serie de términos positivos s, es convergente 9
,._l.if},o S"; ! <1, y divergente § ..l'.Tw s"st ! >1. S "_Ijinm s"; ! = 1, edte criterio
nada dice sobre la convergencia o divergencia (Ver Problemas 12-18)

Problemas resudtos

Demostrar el criterio de la integral: Sea f(n) el ttrmino general s de la serie de términos positivos Zs,. S f(x) >0

yesdecrecienteen el intervalox > &, siendo & un entero positivo, la serie Zs, es convergente o divergente segiin que

o0
exista onola integralJ-; S(x)dx.

En la figura, el airea limitada por la curvay = f(x) desde x = ¢ hasta x = n, s ha aproximado por medio de dos
sistemas de rectdngulos de base unidad. Expresar.do que el airea limitada por la curva estd comprendida entrela uma
de las aireas de las series de rectingulos,

Sta T Sgaa+ 000+ Sa < J‘;f(x)dx< setsgnt o0 s
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v
»_‘\
x
[s] t - N o - -
+ + + + |
W w ”
Ng. 48-1

(1) Supongamosque .ETW J-; f(x)dx = J-:m f(x) dx = A. Por tanto,
SerF Sera+ o s < A
Y S =setsenTsgrad <o + s
edti acotada y es creciente cuando n crece. Por tanto, por el Teoremal, Zs, esconvergente
(2) Supongamosqueel ..Li":m I: J(x)dx = J-:m f(x) dx no existe. Tendremosque

S, =s; + Se+ 4+ ... ts noests acotaday Zs, esdivergente

Determinar €l caracter de las series de los Problemas 2-5 por medio del criterio de la integral

1 1 1 1 1 1
2. —(—+—+—+—F+ - f(n) = 5, = ———" hacemosf(x) = ———.
Vi V3 AT A @ == T Vix+1
Enel intervalox > 1,f(x) > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos5 = 1y wnsideramos
J-+mf(x)dx = lim J"L = lim \/2x+1]" = lim Vuiil—V3i=w
1 wsto Jy 4/2x 41 s +© 1 s+
Como laintegral no esta definida, |a serie es divergente.
1,1 1 1 _ o 1, =1
3 TtEtxwEtat f@) = s = 53 hacemosf(x) = 5.
Enel intervalox > 1, f(x) > Oy decrece cuando x aumenta. Tomamosé = 1y wnsideramos
+® 1. vdx 1 I\ _ 1 1 _1
J‘l f(X)dx_TuLu?w J-l —X_’ _-E-._I:TQ(—;—)]l——;'Lu?m(—7+l)— 4
Como laintegra esta definida, |a serie es convergente.
1 1 1 1
4. senm+ tsendn + bsendn + fysenin + - - - f() =s, = pr sen—n—n;hacemosf(x) = Ja sen 7
En €l intervalox > 2, f(x) > Oy decrece cuando x aumenta. Tomamosé = 2 y consideramos
+© | ] 1 . 1 7~ 1
= i — —ndx = — 1 — = —
J-l f(X)dx u-PTa 8 x1 sen Xu L 4 +-:m cos x"L E4
La seriees convergente.
1 1 1 . _ . _ 1. _ 1
s 1+ > + e + yn + - - (p>0). (La serie p.) f(n) = s, = e hacemosf(x) = o

En el intervalo x > 1, f(x) > O y decrece cuando x aumenta. Tomamos5 = 1y consideramos

xi-p ]u= 1 ; lim > —1},(p#1

1 1—p (us+w

[rwdax = 1im &
1

w40 Jy XP l->+®(l—p
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i

1 . 1 .
ip> - 1l = 1 .
Sip> |, p— "L:r?m u E e—l—p }L.r?m o 1 =T a seriees convergente.
. ‘1 «w . . .
Sip =1, J f(x)dx = lim Inu = + « laserieesdivergente.
1 ir - T30
Sip< I, - 3 lim u‘-v—lz = *+ « laseriees divergente.

1 —p

%-y + 0

Obsérvese en el segundo caso que la serie armodnica es divergente.

CRITERIOS DE LAS SERIES MAYORANTE Y MINORANTE

Para aplicar estos criterios hay que comparar el término general de la serie cuyo caracter se quiere
averiguar con d de una serie conocida, convergente o divergente. Entre éstas, las mas utilizadas son:

(a) La serie geométrica a tar Tarz+- - .+ an+.. ., a#0, que es convergente cuando
la razon esta comprendida entre cero y uno, 0 < r < 1y divergente cuando larazén esr > 1
. 1 1 1 1 .
) Laser|e1'|'7 e +$ +. .. F+' - ., que es convergente cuando p =1y di-
vergente cuando p < 1.
(c) Cada una de las nuevas series de caracter conocido.

Determinar el carécter de las series de los Problemas 6-11, aplicando los criterios de las series mayorante
y minorante.

1 1 1 1 1
6 Ftst ittt
1
El término general de la serieess, = wrT < %; luego la serie dada es termino a termino menor que la
. 1 1 1
serie p 1 -{-7+3+ +7+
La serie p es convergente por ser p = 2, por tanto, la serie dada es convergente. Aqui también se puede aplicar
el criterio de la integral.
1 1 1 1
7.

+ —=+ + S R
V1 V2 /3 Va4
Bl término genera dela serie%i. Como —1—_ 2 i, la serie dada es termino a termino mayor que o igual

n ‘\/n n
a la serie armoénica, por tanto es divergente. También Se puede aplicar €l criterio de la integral.

20 131 7 4
. . 1 1 1
B termino general delaserlesn—l. Comon! z 27— = = powrg
H nt n—
Laseriedadaes término a término menor que o igual alaserie geométrica convergentel + % + % + % + ... y
por tanto, es coiivergente. (El criterio de laintegral no se puede aplicar en este caso.)
2 42 4. Hémi al dela serie esatt—
9. + &5+ st t rmino general de |a serie es-a-g—.
n+1 2n 2 . . . . .
Como —,— = i laserie dada es termino a termino menor que o igual al doble de la seriep convergente
1 1 1
L+ o + 5 + @ T . portanto, esconvergente.
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. . 1 1 1 . . . .
El término general de la seric es - Como - = Iy laserie dada es término a termino menor que o igual ala
serie geométrica convergente 1 + % + % + gl + ...

También, |la serie dada es término a termino menor que o iguad a la serie p convergente, con p = 2

22+ 1 341 4+ 1
Ny M ey G ey
"ty
El termino general &S5 1 Z e Luego la serie dada es término a término mayor queo igual a la serie arménica
y, por tanto, es divergente.

CRITERIO DEL COCIENTE
12. Demostrar el criterio del cociente

Una serie de términos positivos Zs, es convergente s lirn St < y divergentes iim Savroo g,

n—+oco S, A=+ o0 Sy
. S . . . e g .
Supongamos lim %“ =L < I. Dado un r cualquiera, siendo L <r < 1, existira un entero positivo m ta
n—+00 n
. . , Sp4 .
quesiempre que n > m e verificarda =2 < r, es decir,
n
5, .
Imt2 <r0s,,‘,‘+2 <r‘s,,,+1
Sm+1
S,,,+3 ., 2
T KT O Sy KT Spyg < I Sy
5u+z
Sm+4

<r(')s,,,4.4 <r's,.+g<r3.sm+1
Sm+3

...............................

ASl pues, cadg‘_ término de la serie ;12,“ + Smis + Sm+s + ... e < gue el correspondiente término de la serie geo-
MENICA Spsr T M eSmes T F2u Smia *+ . gue es convergente, ya que r < 1. Luego Zs, es convergente segun el
Teorema I11.

Supongamos lim et 5 (0 bien = 4 ). Entonces, existird un entero positivo m tal que siempre que
n—+00

n > m,—s';*—‘ > 1. Ahorabien, s,, > s,, con lo que {s,} no tiende a 0. Luego Zs, es divergente segin el Teorema XVI
(Capitulo 47).

Supongamos lim Shtt 1 Un gemplo eslaseriep 2;1;,p> 0, paralacua

n—+o S,

lim = — lim "~ lim ( )p =
n—>+4oo S, - n—++oo (n + 1)P - n>too\ 1 + 1/n -

Como la serie es convergente cuando p > 1y divergente cuando p < 1, el criterio no sirve para dilucidar sobre la con-
vergencia o divergencia.

Determinar el caracter de las series de los Problemas 13-23, aplicando el criterio de la raiz.

1

13. 3

2 3 4 n n+1 s, n+1 3 n+1
MG A R T T L T

Luego lim ™% — fim 1!

n—>+oo S, n—>+oo  3n

= % y la serie es convergente.
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1 2! 3! 4! n! _(n+ 1) 5y _ n+1
Bgtyatyats t T ST Ty T
Por tanto, Jim —**L = |im nt | = = ylaserieesdivergente.
n-p + 0 Sa n-» +00
1-2 123 1-2-3:4
B.lty3+t13s 13577
. n! P n+ 1) Sa1 n+1
T35, =1 T 1 3-5...@n+ 1)’ s 2+
Como lim -—'1—+—l — 1 |2 seriees convergente
e 2+ 12 gente.
1 1 1 1 1 B 1 Savs M
By towtsm gt ST ST Gr D s, 2t D)
1 .
H —n
Como »l'?m ) — T la serie es convergente.
3 1 4 1 5 1 n+1 1 _n+2 1 504 nn+2
17. 2+—2— T+?'F+‘Z‘ F+ Sp = " _4,._1) Spt1 = n+1 »’ 5. = 4(n+l)"
Como lim —_'_—"(" +2 = 1 la serie es convergente.
np 4 0O 4(’! 1)2 4
241, R+1 |, 4241
Bl+mgteagterr b
_n2+1 _(n+l)z+1 s,.+1=(n+1)’+l.n’+l
BT M T arD 1 s m+DP+1 ¥l
Como lim ->** — 1 esuncaso deduda Ve Problema 11.

" + 0 Sn

Problemas propuestos

19. Demostrar que = puede aplicar €l criterio de la integral en las series siguientesy aplicarlo para determinar su carécter.

1 1 n 2n
@ © Y imn © ¥ @ ¥ TECEICEE)
50 n n
® > T @D Y aFDa D N Y=

1
* 2 2n + 1)0
Sal. (a), (c),(d), (e) divergente.

20. Determinar el caracter de las seriesaplicando los criterios de | as series mayorante y minorante.

1 2
@ ¥y © L O YT ™) W g
2 1 I 1
® ¥ N T s » ¥ ® YT mn
© 2% @ Y = i}—l %) 23”;_1 @ Y ,.t;;.s
1 I 1 1
@ P s O 0 P ® 3T

Sol. (a),(d), (4 (f), (i),(), () parap > 2 convergente.
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21. Determinar € caracter de las series, aplicando el criterio del cociente.

(n+ l)( + 2) 3t 3 . n
@ Y @ Y ® ¥ iy » Yo
5 + Dz 3 »
® ¥y © 3 = n!) OB (1:3)" ® 35—
n 3\n R 2" n?
© L » 2(3) W ) D

Sol. (a), (b), (), (e),()), (h) convergente:

Determinar €l caracter de las series.
1 1 1 1 1 1 1 1

@ F+tmtgE gt ® 5+ttt
(b)3+\"52_+;3_+\;4—+”' (h)7%+2?4+3"15+4?6+'“
(C)l+%+%+%+--- (i)-%-+%+233+%+---

@ 5+ 5iq + 4-;-6 +5-6f7-8+“' W 1+%+%+?li+'

(e)3+—f1 +%+%+'“ (k)2+%+1—‘é+%+---
03 0 bR e

Sol. (a), (d),(f), (g), (i), (), () convergente.

. Demostrar el criterio de la serie mayorante.  Ind. S Z¢, = C, tendremos que (S,)esta acotada.

, Demostrar el criterio de la serie minorante.  2nd. j 5 > 2 di> M paran > m.
1 1
Demostrar que si P(n) y Q(n) son polinomios de grados p y g, respectivamente, la serie 2 }Q,(('r’v)) es Convergente si
q>p T 1 ydvergentes q<p*+ 1. 2znd. Compérese con 1/m~>.
. Determinar el carécter de las series aplicando el criterio del problema anterior.
1 1 1 1 1 2 3 4
@1ty tsatast Oty tFateg"
1 1 1 1 1 1 1 1
@gtrtmtyt SRR s U Ly il s A== g
3 5 7 9 2 3 4 5
@ztgtw e’ ® 13tz a s Taet
@ 3.5 + 7 + 9 4+ - Sol. (a), (), (d), () convergente.
2 24 108 320 ' P A

Demostrar el Criterio de la Rafz: Una serie de términos positivos Zs, es convergente S “Too V5, <1y divergente
n—
s lim /s, > 1. Elcriterionadanosdicecuando lim /s, = 1. Ind. Si lim 45, < 1, tendremos ¥/, < r < 1,
n—>-+0o n-»-+00 n-r+0o
paran>m,y s, <r*,

. Determinar el carcter de las series aplicando el criterio de la rafz.

? 1 271 n
(@) Z o ()] o un (© 2 ot (d) 2 (n’—-i-Z) Sol. Todas convergentes.
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Series de téerminos negativos

UNA SERIE cuyos términos son negativos se puede considerar como opuesta a una de términos positivos.

SERIES ALTERNADAS. Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos,
Z (D sn =5, — 53 + S5 —sgF 0 + (—1)"1s, + .. )
en la que cada s; es positivo s denomina serie alternada.

I. Una serie alternada (1) es convergente S (i) s, > S$a+1, para todos los valores de n, Y (ii)
lim s, = 0.
noqw (Ver Problemas 1-2.)

CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie S5, =5, T'5, +. - .+, +. - . de términos arbitraria-
mente positivos y negativos se denomina absolutamente convergente S la serie de valores absolutos
Zlsel = [sy] + Isg| F |ss| T - - T |sa] + - - - €s convergente.

Toda serie de términos positivos es absolutamente convergente.
Toda serie absolutamente convergente es convergente. (Véase la demostracién en el Problema 3)

CONVERGENCIA CONDICIONAL. S la serie s, es convergente, siendo divergente la de valores
absolutos 2'|s.!, recibe d nombre de condicionalmente convergente.

Por ejemplo, la serie 1 — 4 + i—i + - . -, es condicionalmente convergente, ya que ella es
convergente pero la serie de valores absolutos 1 T3+ 3 +} + . - - es divergente.

CRITERIO DEL COCIENTE PARA LA CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie de términos ar-
\

Su1

bitrariamente positivos y negativos es absolutamente convergente S lim

n—+ 0o

< 1, y divergen-

Sn

Sni1

S > |. S d limiteesigua a 1, nada podemos Saber sobre d carécter de la serie.

(Ver Problemas 4-12.)

tes lim

n— |00

Problemas resueltos

Demostrar que una seriealternadas; — s, T 53 — s, + ... esconvergentesi (i) s« > 5,41, para todos los valoresde n,
y(ii) lim s, =0.
n— -+ 00

Consideremos la suma parcial
Som = 51 — 52 +s,—s, + + Sam—1 — Som
gue la podemos ordenar como sigue;
(@S, = =T —s0F " (5pmss — 52
(D) Sz = 8y = (52— S5} — " * * — (Szm—2 — Sam—1) — S

230
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Por hipOtesis, sy > Sui1 Y $u — 5,41 > O; luego, por (a),S, >0,y por (b)), S, < s,. Asi pues, la sucesion {5..} esta
acotada y converge hacia d limite L < s,.
Consideremos ahora la suma parcial Sims1 = S -+ Sam+1; tENMremos
lim Sgmsx = lim S, + hm Samia =L T0o=L

m—»—+ oo m-r+m m—-

Por tanto, Iigrn S =L ylaserie esconvergente.
n—e=T 00

2. Demostrar que las siguientes series alternadas son convergentes:

1 1 1
a —— 4 .
@ 1l—gt+ts—gp+t
1 1
5a = 2 ¥V Sp+1 = T3 Por tanto, s, > S.4y.  lim 5. = O, y la serie es convergente.
n (" l) ! n—+4m
¢ 1/2—1/5 +2110— 117+ .- -
1 1 - . 1 .
So=oa Y S = W' por tanto, s, = 5.4, aditho #2++ = Q y la serie esconvergente.
1 2 3 4
© et
. N . 1 . 1
Laserieesconvergente, ya que s, = sy+1 Y lim — = lim — = 0.
n—+o00 € na—»-|-00 €

3 Demostrar que toda serie absol utamente convergente es convergente.
Sea @ Zsa=si+ S+ s+se+ - +8+ -,

CUyOS términos SOn positivos y negativos y supongamos que la correspondiente serie de términos positivos
® Zlsl=lsltitimt -t t.
converge hacia S.
Supongamos que la enésima suma parcid S, =s; T s, T 5, + .. - T 5, de (a) consta de r términos positivos

cuyasumaes P, y t = n = r términos negativos cuya suma es —Q,. Es evidente que § = P, — Q,, mientras que la
correspondiente suma parcia de () es S, = P, + Q. Corno lim S, =S, las sumas parciales S; estén acotadas.
+
Por consiguiente, las sucesiones {P,) y {Q,) estédn acotadasy Son crecientes a medida que aumenta n. S lim P, =P
y hm Q, = Q, tendremos:
A lirm S, = I|rn P,— lim 9, =P—0Q

\ n— 400 n—+ n— =00

y, por tanto, la serie Zs, es convergente.

CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL

Determinar si las series siguientes son absoluta O condicionalmente convergentes.

1 1 1
4. ]-—-—2—+7—§+"‘
Laserie 1 + —; + = i+l 1 + - - ., obtenida tornando todos los términos positivos, es convergente, por ser una
serie geometrica de r = & Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.
2 3 4
S l—F+3—5 7
1+ 2 3 4 . . » .
Laserie ] T + 5t + ., - -, obtenida tomando todos | os términos positivos. es convergente, por el criterio
dd cociente. Asi pues, la serie dada es absolutamente convergente.
1 1 1
6. 1 —— + —— ——— +
V2 VI V4
1 1 1 . . .
Laseriel + —— + — + —_ + - -, es divergente, por ser una serie pcon p = 4 < 1. Asi pues. la serie
Vi V3 VA P P

dada es condiciona mente convergente.
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10,

11.

12,

14.

SERIES DE TERMINOS NEGATIVOS [CAP. 49
1 2 | 3 | 4 1 :
i—iiﬁi‘i“?Z?“
La serie | + = z, + = ! + 4.1 + ... es convergente. ya que es término a término MENOr O | |
3 23 4 ‘3T 5y gente. ya q gua

a la serie p con p = 3 Asi pues, la serie dada es absolutamente convergente.

3 1 4 5 1
T2t v TE e
L 4 1+2 4 T es divergente, ya que es término a tkrmino mayor que }(serie

2
3= +

243 1,41
La serie 3 i 7 53
armonica). Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.,

23 2s 27

2yttt

La serie 2 + 32' 52: + 7—27‘ + ot (72”‘_';v + . . . es convergente (criterio del cociente) y la serie dada es
H Y n— H
absolutamente convergente.

1 4 9 16
I e S e il g B
La l 4 + 9 + 16 + " + + + - es divergente (criterio de la integral) y la
ey My W E | mF 1 9 sy
serie dada es cond|C|onaI mente convergente.
1 2 3 4
FINE S N B S B
Laseriel+ 2 + 3 + t 4+ 0+ - es convergente, ya que es tkrmino a té
PR L R S B S ns 1 gente, ya q -

mino menor que la serie p parap = 2 Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.

1 1 1 I
7z @ T3 aa T

La serie 1 + ! L + L + -+ . esconvergente, ya que es tkrmino a termino menor que o igua

L 2 TE t3n T aE
a la serie convergente geométrica—]2 + 41 'E—l 1+ _IG + - - . Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.

Problemas propuestos

Determinar si las series aternadas siguientes son convergentes o divergentes.
o ] 11
@ y & © =it @ 20
(—1)-? ey Inn a1
®) zln—" C)) 2(—1) ! ErPNy ) 2(—1) ! U3

Sal. (a), (b), (d) (e) convergente.

Determinar s |as series siguientesson condicional o absolutamente convergent%.
(—1)-? (=1~ (=) - n
()2( ) ©) 2( +|)2 (8)2 o —1 ®) 2(__1) ln2+l
(= —Ipt oo
@ 2 \/n(n + ]) @ 2 n+2 00 2 (n ')l *) 2 (—1) wrI

Sal. (a), (c), (d), (f), (h) absolutamente convergente.
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Algebra de las series

OPERACIONES CON SERIES. Sea
anzsl+sz+sa+"'+sn+"' (1)

unaseriey 2't, la serie obtenida a partir de la anterior agrupando sus términos mediante paréntesis
(asociacion de términos). Por gjemplo,

Zth=(851 +52) + (55 + 54 + 55) + (56 + 57) + (g + Sg + S0 + 51) + -~

I. La suma de una serie convergente no varia al agrupar sus ttrminos mediante paréntesis
(propiedad asociativa).

IL. El caracter de una serie divergente de términos positivos no se modifica al agrupar sus
términos mediante paréntesis (propiedad asociativa). Sin embargo, la serie obtenida al
agrupar los términos en una serie divergente cuyos elementos sean arbitrariamente posi-
tivos y negativos puede ser o no divergente. (Ver Problema 1-2)

Sea 2u, unaserie obtenida a partir de (/) por reordenacion de sus términos. Por gjemplo,
Zup =5+ 53+ 53+ 54+ 5+ + -

IIIL. Toda serie obtenida por reordenacion de los términos de una absolutamente convergente
converge absolutamente hacia la misma suma.

IV.>  Ordenando convenientemente los términos de una serie condicionalmente convergente se
puede obtener, o bien una serie divergente, 0 una serie convergente cuya suma sea un
numero prefijado. (Ver Problema 3)

ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION. Dadas las series Zs, y Z't,, las series suma Zu,
diferencia v, y producto 2w, vienen dadas por

Zup = (s, T 1)
Zve = X(sn— ta)
}:Wn == Sltl + (Sltz ‘|‘ Sztl) + (Slfa + s&tz + 53’1) + L

V. S ZXs, converge hacia Sy 2, converge hacia T, Z(s, + t) converge hacia st+T y
(s, — t,) converge haciaS— T. Si Zs, y 2, son absolutamente convergentes, también
lo son Z(s, 4 tx).

VI. Si s, y 21, son convergentes, su serie producto Cw, puede ser o no convergente. Si 2s,
y 2't, son convergentes y por lo menos una de €ellas es absolutamente convergente, la
serie 2w, converge hacia ST. S s, y X1, son absolutamente convergentes, también
lo es Zwn. (Ver Problemas 4-5.)

CALCULOS CON SERIES. La suma de una serie convergente se puede obtener facilmente siempre
gue la enésima suma parcial se pueda expresar en funcion de n como ocurre, por g emplo, con una
serie geométrica convergente. Cualquier suma parcial de una serie convergente es un valor aproxi-
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mado de la suma de la serie. S se va a utilizar con® valor de Ssu aproximado S, es necesario co-
nocer un limite o cota dc esror de la diferencia |$, — S|.

Si la suma dc una serie convergente s, es S, tendremos
S = Sn + Rn
en donde R,, se denomina «resto de la serie» y representa @ error que se comete al quedarnos con
la suma parcial enésima s, en lugar de con la verdadera suma S En los problemas siguientes 2
da una cota de este error en la forma R, < a para las series de términos positivos, y en la forma
| Rs| < a para las series de términos arbitrariamente positivos y negativos.
Para una serie alternada convergente s, — s, + S3— 84+ .
Rom = Somi1— Sam+2 + Som+3 — Samia +*  * < Sam+1
y Romi1 = — Sema2 + Semig— Somiq + Somis—* ° ° > — Som+2
ver Problema 1, Capitulo 49. Por tanto,
VI. En una serie alternada convergente, |Ra| < $s+1; ademés, R, es positivo cuando # es
par y negativo cuando n es impar. (Ver Problema 6.)
VII. En laserie geométrica convergente Zar*-1,
art |
R,| =
' | 1—r |
| X S la serie de términos positivos Zs, converge por el Criterio de la Integral, se tiene
+ 00
R, < J S(x)dx paran > ¢ (Ver Problemas 7-9.)
n
X Si Zen €S una serie de términos positivos convergente y para las series Zs, se verifica que
5. < ¢. paratodo valor de n = n,, se tiene
+ o
R < X opaan>n (Ver Problemas 10-12)
n+1
Problemas resudtos
Dada la serie Zs, = s, T s, 5o+ .-+ s, T -+ - de términos positivos, a partir de ella se obtiene la serie
Zt, = (5, T 5p) + (s. +5) T s, T .-, agrupando mediante paréntesis los términos de |a primera siguiendo el
criterio 2, 1, 2, 1, 2 1, ... Las sumas parciales de &1, son T, = S,, T, = S,, Ts=S,, T,=S,+.Si Xs, converge
hacia S, también convergera hacia este valor 27, ya que hm T.= lim S. Si Zs, esdivergente, la sucesién (S,)

a—+4m

no estara acotada y tampoco lo esta {7,}; por tanto, 2’.‘1,. es d|vergente

Laserie X (—I)! (2" j_—-l-) es divergente.(;Por qué?) Cuando la agrupamosde la forma
11 13 4m —1 4m + 1
(3——_) ( )+(—5___6_)+ +(2m—1_ 2m )+

la serie es convergente, ya que el término general (ﬂi — fﬂﬂ) = 1 < .

ar—1 2m 4m*—2m mt

_1 i R N SRS N
Laserie (a) 1 > + 2 n—1 n es convergente, ya que se puede agrupar de la forma
1 Loy 2 seri Fat it

(1——) (— ——) + ( w1 on + que conducea la serleconvergente—ﬁ fi i) =A.
Cuando (a) se agrupa segin la norma * — _— + — — ... tenemos (1 ———l) (_l__i _—_;_) 4ot

( ! ! i)+--- caj+l+l+-~'—lA
M—1  n—2 an 0@ 7T T34 T & =74
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3+ | 3t 343 3 +n?
4. Demostrar que + — -T2 U N L S
que =— oo Ty bt Sea b es convergente.
Como L e _ + L la serie dada esigual a la suma de |las series _l L
Wept g3 g g E pecgly 2 v+ COMO éstas son con-

vergentes, Segun el teorema V, la serie dada es convergente.

. 3+ .
5. Demostrar que laserie ——— esdivergente.
n-

3

-+

1
Supongamos que "_ _ 2 ( 14 ?) es convergente. Luego, como Z % es convergente (ver teore-
n

— 3

ma V) también |0 sera 2 —i— Comoesto esfalso, laserie dadaesdivergente.

6. Hallar el error cometido cuando Zs, =1 — } + P& + - - - se aproxima por sus 10 primeros términos.
() (Cudntos términos = deben Je tomar para hallar el valor de la serie con un error menor que 0,05?

(a) Esta es una serie alternada convergente. El error R,y < s4, = 1/11* = 0,0083.

(6) Como |R,| < $,41, haciendo s,4, = (T_'}l—)g = 0,05, tendremos (n + 1*=20y n=23,5 Por consiguiente,

hay que tomar cuatro términos.

+00
7. Demostrar que R, < J f(x)dx. Ver el teorema IX.

En la figura del Problema 1, Capitulo 48, supongamos que la aproximacion del &rea limitada por la curva por
medio de la de rectangulos menores, se extiende a la derecha de x = n. Tendremos

R, = 5n+1+su+a+-"u+a+ e < J‘+mf(x)dx

8. Hallar el error cometido cuando 2 Z%f” se aproxima por sus 10 primeros términos.

Aplicando el criterio delaintegral, la serieesconvergente (Problema 3, Capitulo 48). Por consiguiente,
1 r+® dx 1 . v dx 1 . 1 1 1
—_ _— = — 1 —_— = — —— —_— = - =
R < 4 ,[10 x? 4 u—PlTOD 10 xt 4 uLu-rI-lOD ( u + 10, 40 0’025
1
9. Calcular € nimero de tirminos gue hay que tomar para calcular 2 con un error menor que 0,00001.
nt+1
Esta serieesconvergente por comparacioncon la 2 % lacual, asu vez, es convergente por el criterio delaintegral .
dx

+00 1
Por tanto R, < J- o

5= Tomando % = 0,00001, serd n* =25.W y n = 12,6. As{ pues, hay que to-

mar 13 términos.

. 1 . : o
10. Calcular el error cometido cuando 2 o7 S8 aproxima por sus 12 primeros términos.

Seglin vimos, esta serie es convergente (Problema 8, Capitulo 48) por comparacién con la serie geométrica 2

12
Por tanto, €l error Ry, en laserie dada es menor queel error Ry en la serie geométrica, es decir, Ry < Ryy = 1(——)T

1
= F = 0,@5.
. 1 1 1
Podemos hacerlo mejor. Para n > 6, o< g luego, Ry, < T-1= 547 = 0,00000008.

1t. Hallar el error cometido cuando Zs, = § + #(®* T 3®* T ¥®* + - - - se aproxima por sus 10 primeros términos.

Aplicando el criterio del cociente, |a serie es convergente, ya que 2% — 2 ) yr= lim =4 — 2
Sn 3 n—+00 Sy 3.

n+1

S 2 . . . .
Como ';“ < +, paratodo vaor de », tendremos que la serie dada es termino a término menor que o igua a la

n )
. A . 2 11 2 12 2 13 o (2/3)11 _ 211 _ 0 04
serie geométrica ' s, r*-1, Luego R, < (—3‘) + (T) + (T) + = 1_—2/3 = 30 s
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15.

16.

17.

18.

20.

21.

22.
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Se puede obtener mejor aproximacién observando que d&pués del décimo término la serie dada es termino a tér-
2 R-1

- 1l
mino menor que la Es,,(%) lzz%t ) ( ) 3 — 0004,

Hallar el error cometido cuando Zs,. = ?l + @; + 33 + ;’- + . - . seaproxima por sus 10 primeros términos.

Aplicandoel criterio del cociente, laserie esconvergente, yaque '; ! = % ( nt l) yr=3. Como s’;“ > %
]

n "
para todo valor den, no podemos utilizar |a serie geomktrica £'(1/3)* como serie de comparacién. Ahora bien, 2 S"*‘.;
., . S12
€S una sucesion creciente y = 1q . luego a partir del décimo termino la serie dada es término a término menor

da

4y-t 11 -1 4\t 12
que o igual a la serie geométrica 25“ ( T ) = (11) Luego Ryp < ' 3“( ) = = = 0,00009758
< 0,0001,

Problemas propuestos

Ordenar los términos de 1 — & + 1—1% +..., para obtener una serie convergente cuya suma sea (a) 1, (b) —

Ind. (a) Se pueden tomar los n, primeros tkrminos positivos hasta que su suma sea mayor que 1; a continuacion,
los ny primeros tkrminos negativos hasta que su suma resulte inferior a 1, y asi sucesivamente.

¢Se puede obtener una serie convergente sumando dos divergentes? Poner un gjemplo.
(_l)u—l

2n—1
(b) Hallar el nimero de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,000005.
Sal. (a) 0,01, (b) 100.000

(a) Hallar el error cometido cuando la serie 2 se aproxima por sus 50 primeros términos.

(=
nt

(a) Hallar el error cometido cuando Z Se aproxima por sus 8 primeros términos.

(b) Hallar el nimero de términos que hay que tomar para queel error sea menor que 0,00005.
Sal. (a) 0,0002, () 11

(a) Hallar el error que se comete cuando la serie geométrica 2 % Se aproxima por sus 6 primeros tkrminos.

(b) Hallar el nimero de términos que hay que tomar paraqueel error sea menor que 0,00005. Sol. (a) 0,05, (b) 16

Demostrar que si la serie de términos positivos X, es convergente por comparacion con la serie geométrica Zr,
n+1

0<r <1, seveifica R, < l’ r,

Hallar el error que se comete cuando:

(a) 2 ﬁ Z ;,‘ ) se aproxima por sus 6 primeros términos.
<

1 |
()] Z Ty < 2 e ) L aproxima por sus 6 primeros tkrminos.
Sol. (a) 0,0007, () 0,00009

. n+l
Lasseries (a) ZW y (b 2 —_'_T son convergentes segun el criterio del cociente. Hallar el error que se
comete cuando ambas se aproximan por sus 8 primeros términos. Soal. (a) 0,00009, () 0,00007

En unaserie p convergente, demostrar que R, < #. Ind. Ver Problema 9.

2 y (b) 2 ———1 son convergentes por comparacién con una serie p apropiada. Hallar el.

error que se comete cuando ambas se aprOX|man por sus 6 primeros términos y determinar el numero de términos que
hay que tomar para que el error sea menor que 0,005. Sol. (a) 0,014; 10 términos  (b) 0,002; 5 términos.




Capitulo 51

Serie de potencias

UNA SERIE de la forma
+ oo
Ec,—x‘=zc,-x'=co+clx+c2x"‘+~~°+c,,x"+-~ (D

i=0
en la que los coeficientes son constantes, recibe el nombre de serie depotencias de x. Analogamente
una serie de laforma
+ o0
Zc;(x —a) = Zc;(x —aY =cotc(x—a)+c(x—ay+ - +cllx—ay+ --- 2
i=0
se denomina serie de potencias de (x — a).
Para cada valor de x, las series(1) y (2) se transforman en series numeéricas convergentes 0 di-
vergentes (ver Capitulos 48 y 49).

CAMPO DE CONVERGENCIA. Es € conjunto de los valores de x para los cuaes una serie de po-
tenciases convergente. Evidentemente, (1) esconvergenteparax = QY (2) loes parax = a. Cuando
existan otros valores de x para los cualeslas series(1) 6 (2) sean convergentes, éstas [0 seran, 0 bien
para todos los valores de x, 0 bien para todos los valores de x pertenecientesa un intervalo finito
(abierto, cerrado o semiabierto) cuyo punto medio es x = 0 para (/) y x = a para (2).

El campo de convergencia se determina por medio del criterio del cociente de la convergencia
absoluta, junto con otros criterios de los Capitulos 48 y 49 aplicados a |os extremos.

(Ver Problemas 1-9.)

CONVERGENCIA Y CONVERGENCIA UNIFORME, Los teoremas que figuran a continuacion s
refieren a las series del tipo (/) que son igualmente validos para las del tipo (2), una vez efectuadas
en éstas ciertas transformaciones.

Consideramos la serie de potencias (1) y representemos por
n--1
Sn(x) = Zc,x’ = ¢y + X + 5t T o0 4 gy an?
/=0
la suma parcial m-sima, y sea

4 o
Rix) = chx" = CpX" + Cp1 XY A Cppp XTHE A e

k=n

el resto de la serie. En estas condiciones,

Z cix! = Su(x) + Ra(x) &)
S para x =X, Zeixt converge hacia S(xg), un nimero finito, tendremos "_Ijmo Sn(xg) = S(xq)-
Como [S(xo) — Sal(xy) | = | Ra(xo) |, "innw | S(xg) — Sulxg) | = nJ3+r_r1w | Ru(xo) | = O.

Asi, pues, Zex! es convergente para x = x, 9, dado un ndmero positivo « tan peguefio como
queramos, existe un entero positivo m tal, que para todo n >m e verifica |Ra(xo)| < c.
Obsérvese que n: depende no solo de ¢ (ver Problema 12, Capitulo 47) sino también del valor x,
de x. (Ver Problema 10.)
En e Problema 11 se demuestra que:

I. S Zex' esconvergente para X = x; Y S |x;| < |x;|, la serie es absolutamente convergente
parax = x,.

237
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SERIE DE POTENCIAS [CAP. 51

Supongamos ahora que (1) es absolutamente convergente, esto es Xc;x!| es convergente
paratodoslos valores de x de manera que |x| < P. Eligiendo un valor dex, x = pé x = — p,
siendo |x| = p <P, como ({) es convergente para |x| = p, se deduce que, dado un ¢ >0
tan pequefio como queramos, existira un entero positivo m tal, que para todo n = m e ve-

+ m

rifica |Ra(p)| = Z lexp¥| < €. Haciendo variar a x dentro del intervalo |x| < p, cualquier

k=n
+ oo

término de |R.(x)| = Z |exx* | tiene su valor méximo para |x| = p; por tanto, |R«(x)| al-

k=n
canza su valor maximo en € intervalo |x| < p para |x| = p.

Por consiguiente, con estos ¢« y m se verificaque |R.(x)| < ¢ para todos los valores de x
que cumplan la desigualdad |x| < p, es decir, m depende de ¢ y de p pero no del valor x,
de x perteneciente al |x| < p, como ocurre en la convergencia ordinaria. En estas condicio-
nes, (1) es uniformemente convergente en el intervalo |x| < p. En resumen, hemos demostra-
do que:

S Zex! es absolutamente convergente para |x| < P lo sigue siendo para |x| < p < P.

Por gjemplo, la serie Z(—1)x! es convergente para |x| < |. Segun el Teorema I, es abso-
lutamente convergente para |x| < 0,99, y segin el Teorema 11, es uniformemente conver-
gente para |x| < 0,9.

Una serie de potencias representa una funcion continua en el campo de convergencia de la
serie. (Véaselademostracion en el Problema 12.)

S Zext converge hacia la funcion f(x) en un intervalo I, y s a y b pertenecen a dicho inter-
valo, s verifica

b e b b b
J fx)dx = Z‘ J axtdx = J co dX + J ax dx + J cox? dx + ..
a =0 a a a

a

Fbcpq X dx + ...

+
(Véast la demostracion en el Problema 13))

too |
S Zaxi converge hacia f(x) en un intervalo 1, la integral definida E J ¢ix! dx converge
1=0""°
hacia g(x) = J Jf(x) dx paratodo valor de x perteneciente a dicho intervalo.
(1}

Si Xe,x! converge hacialafuncion f(x) enel intervalol, laderivada delaserie Z % (cix') con-
verge hacia f'(x) para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo.

VII. La representacion de una funcion f(x) en serie de potencias de x es Unica.

Problemas resueltos

1. Determinar el campo de convergenciade x — gx* T 3xd — et + ... F (11 nxr +
Aplicando € criterio del cociente,

xn+l n
i+ 1 x®

Sat1
Sn

lim
n— 400

|x| lim ——_7;—1 = |x|

n—+400 n—>-+oco R

La serie es absolutamente convergente para |x| < 1, y divergente para |x| > 1 En los extremos x =1 y
X = — 1,hemos de ver € carécter de la serie por separado.

Para x =1, laseriees 1 — 4 + +—1 + .- que es condicionalmente convergente.
Para x = — 1, laseriees — (1 T 3 + 1 +3 + . - ) que es divergente.
Por tanto, la serie dada es convergente en € intervalo — 1 < x < 1.
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2.

Determinar  campo de convergenciade 1 +x + ; + ;(_T + ...+ *ﬂl +
. ‘ n:!
- Snt+1 xnil n! . 1
lm | *© - ) _
Bk ey BN ey Y a1 —©
La serie dada es convergente para todos los valoresde x.
—_— — 2)2 - "
Determinar e campo de convergencia de X=2 =—2 . &—2 S b=
1 2 3 + n
. (x — 20 n . n
l . J— [ — = —
..-:Tuo n+.1 (x—2) bx 2| .ET:D n+1 x— 2|

La serie es absolutamente convergente para |x — 2l <1 6 1 < x < 3 y divergente para |x — 2L > 1 0 parax <1
yx >3,

Parax = I,laserices —1 + 4 — 4 + +— -+ -yparax =3, eslal+f+§+i+ La primera es conve
genteyla%gundadlvergente Por tanto, Iasenedada esconvergenteen el intervalol < x < 3, ydlvergentefueradeé

3. x—3F  (x—3) (x— 3
+ & T )

2z T o» ey

lim &=3 . (— ) v_3 lim (A= ] )2

n+® n? (x — 31 = | 3 Wi T

La serie es absolutamente convergente para [x — 3| <1 0 sea 2 < X < 4, y divergente para |[x — 3| > 1 o para
x<2yx>4,

Determinar el campo de convergenciade 1 + X 1_2

= |x—3

Para x =2, laseriees 1 —1 +}—3 4 -, yparax =4,esla l + 1 +§ - Como ambas son
absolutamente convergentes, la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo 2 < x < 4, y divergente fuera
deél. Obs&rvese queel primer termino de la serie no corresponde al valor que tomael término general paran = 0.

Determinar el campo de convergenciade * + 1 + (il S 2 Vi R x4 e+
P ’ vi VI V3 MYy |

[+ v | . n _
B e e IR = 11 B .ﬂTmIIWT = kAl

Laserie es absolutamente convergente para |x + 1|<losea—2 <x <0y divergente parax <=2 yx>0.
1 1 1

— + —---yparax:O,esIal +—+
V2 V3 Vi \f V3 VZ

La primeraes convergente y la segunda divergente( ipor qué?). Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo
—2 < x < 0y divergente fuera de é.

Para x = —2 laseriees&+ +

Determinar el campo de convergenciade 1 + ? + m('ln X D s+ mim T 12)('2 ZIE

Esteesla serie bindmica. Para valoresenterosy positivosde mes un desarrollo finito; paralosdemasvaloresde m es
una serie.

i M= D=2 (M= n T e (n—1)!
st nt T mn—Dm—2) -+ -(M—n T 2xn-1
= x| lim M‘ x|
n=+> 4 O

La serie es absolutamente convergente para |x| < 1y divergente para |x| > 1.

En los extremos, X = £ 1, la serie es convergentesi m > 0, y divergentes m< —1. Cuando 2 <m <0, la
serie es convergente para X = 1y divergente para X = —L Para demostrar estas conclusiones, se debe recurrir a teo-

remas que no se han incluido en el Capitulo 48.

. . x? xt x? -1
— 2+ 2 _ L+ X+
Determinar el campo de convergenciade x 3 5 = (1) )
lim LA et N x* lim -1 _ .
a>+w |20+ 1 xen-1 o n—> 4 @ n+1 B
La serie es absolutamente convergenteen €l intervalo x? < 1osea-2 < x < 1
Parax = —, laseriees—1+ {—34+ 3 — +.-yparax =1,eslal—} + é—3+ + - -, Ambas seriesson

convergentes, por tanto, la serie dada es convergente para—+ < x < 1y divergentefueradeel.
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11,

12.

SERIE DE POTENCIAS [CAP. 51

Determinar el campo de convergenciade  (z—1) * 21 -1 T 31z _1p + .- + nlz—-1)" + -

i (P L1@=D ]
g nl(z—1)" |
La seriees convergente solo para x = 1,

lz—1] lim (n+1) =

Determinar el campodeconvergenC|ade = + ypr '!' % +... 1 2{;_ + .... Estaesunaserieen potenciasde I/x.

n+1 2mz"

ot T TIN n

1

2|x|

I
lim —
2|I| n-ti—uo n

lim =
r e

La serie es absolutamente convergente para -— < 1 0 sea |x| > §.

1
2ix|
Parax = §,laseriees1 +2+3 +4 4 --- yparax = —},es—1 +2—3 + 4 — - - -. Ambas series son diver-
gentes, Por tanto, la serie dada es convergente en los intervalos x < —} y x > §, y divergente en el intervalo

—3<x<4

Laseriel —x 4+ x*2—x*+ - -+ +(—=1)x*+ .-+ esconvergente para |x| < 1. Dado ¢ = 0,000001, calcular m
cuando(a) x = 4 y(b) x = } deta forma que |[R.(x) | < £ paran > m.

+

R.(x) = ,2- (—1)*xz* por tanto,

IR.(P)| = =Pty |R.(})| = P

(a) Tenemos que encontrar m de forma que para n>m s verifique $@)*! < 0,000001 0 sea 1/2"~ < 0,000003.
Como 1/2'* = 0,000004 y 1/2'* = 0,000002, m = 19.

(2] Eene{nos quegencontrar m de forma que para n > m se verifique J(P"* < 0,000001 0 sea 1/4*-! < 0,000005.
esultam =

@

+ o
3 1

Demostrar que s una serie Ze;x* esconvergente parax = x, y que si Ix,| < Ix,|, la seriees absolutamente convergente
parax = X,.
Como Ze¢x$ es convergente, hm ewxt =0, ver Teorema XV, Capitulo 47, y {leixf|} estara acotada por ser

convergente, luego 0 < [cux?] < K p para todos los valores de n. Supongamos |x./x,| = r, O < r < 1; tendremos

< Kr

y £ |c.x3], pOr ser termino a término menor que la serie geométrica convergente Z'Kr", es convergente. Asi pues. la
serie Zegxy es absolutamente convergente.

leaz3l = leay|«lay/zy =

Demostrar que una serie de potencias representa una funcién continuaf(x) en el campo de convergenciadelaserie.

Sea f(X) = Zex' = Su(x) + Ra(x). Para un valor cualquiera, x = x,, del campo de convergencia de Zex* existe,
segun el teoremal, un intervalo | dex, enel cual laser _‘_ees uniformementeconvergente. Para probar quef(x) escontinua
en x = x,, €S necesario demostrar que Jlm | flxe T Ax) — f(xg) | = O cOn x, T Ax perteneciente a | ; es decir, ten-

dremos 1uedemostrar que, dado un € tan pequeilo como queramos, existe un Ax de maneraque x, + Ax perteneceal
Y [f(xo T Ax) —f(x0) | < e.
Ahora bien, si Ax esta que x, + Ax pertenecea I,

() | f(zo + Az) — f(z0) | | Sa(o + A%) + Ralxo + Ax) — Sa(%o) — Ra(zo) |

| Su(@o + Az) — Sa(2) | + |Ru(zo+2)| + | Ru(zo) |

Dado un €, como x, + Ax perten _Eal campo de convergencia de la serie, ® podra encontrar en m > O td que,
siempre que n > m, e verifique | R.(xe T Ax) | < €3y | Rxy) | < e/_]?_. Por otra parte, como S,{x) es un polinomio,
e podra tomar dx, todo |o pequeiio que se desee para que | Su(xe T Ax) — Su(x,) | < ¢/3. Elegido de esta forma

Ax, | Ru(x, T Ax) | Se mantendra menor que ¢/3, con lo cual la seriees uniformemente convergenteen I, ya queel vaor
de | Rq(xo) | NO sealtera. Asi pues, por (i)

| flzo+ AZ) — f(xa) | < ¢/B3+ ¢/3+ ¢/3 = e
Por consiguiente, f(x) es continua para todos los valores de x pertenecientes al campo de convergenciade laserie.

on

Demostrar que S Ze,x* converge hacia la funcion f(x) en un intervalo dado, y que S x =a y x = b son dos vaores
pertenecientes a él, se verifica

L3 b b b b
f flxyde = f codr + f cazdr + f czx®dx + -+ + f 12 1dx +
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14.

16.

Supongamosb > ay pongamos f(x) = Zex = S,.(x)+ R.(x). Tendremos

fb fl)dx = J‘.S.(x) dx + fb R.(z) dz
 teras - " sutaan )

y ~(x) dx

Como Ze¢x' es convergente en un intervalo, |x| < Py laserieserd uniformemente convergenteen |x| < p < Pque wn.
tieneax = ay x =bh. Asi pues, dado un e > O tan pequeilo COMO queramos, se puede tomar » 1o suficientemente grande

paraque | Ry(x) | < 5 para todoslos valores de [x| < p. Por tanto,

'f f(x)dx - f Sa(z) dx f ﬁt—aai

f fx)dxz — J‘ S.{x)dz| = o0, y f fx)dx = Efbcix‘dx

COMO queremaos demostrar.
Problemas propuestos

Determinar el campo de convergencia de las siguientes series:

A

lim
n— +wx

toptaetp ... z_ = 2 2
(a) = T 2z z @Dy sptagg 157
x x* «® x! 1 x3 ! ¢
® rstestsatas?t @ 1o 3tss s 545 7567
242 _z 7 a z 2
@ =TT+ N Tner T Toar T mar * Moy

(g Laserieobtenida derivando(a) término a término.
(h) Laserie obtenida derivando (b) término a término.
xt x3 - Xt

) *»+ 1wt wti5w

(j) Laserie obtenida derivando (i) término a término.
(k) Laserie obtenida derivando (§) término a término.

(D Laserie obtenida integrando (u) término a término.
(m) Laserie obteni da [ ntegrando (¢) término a término.

— (x — (z—-2*  (z—2)
() (z—2) + 4 + ST+ e +

z—3 4, (—3) .|_(4U_3)a (z=3) + ... 8x—2 . (3z - 2) 8z — 2)° .
© T3 T 53 T g PER () 1= 5T B
(g) Laserie obtenida derivando () término a término.
(r) Laserie obtenida integrando (») término a termino.

+ PR

] 3
+ _= x z tyl—2+3 - 4 4 ...
s 1 1- z+ 1-2 + l1—=x + (t) x x! a:‘+
1 2+ 62+ 7 (x'+6x+7)’ (z’+6:+7)’
@ 3+ 2t 2 2t
Sol. (U —l<x<1 (g) —1<x<l (m) todos los valores de x () x<4t
b —1<x<1 —1 £x<1 n 1<x<3 (t) x <—1,
(¢) todos losvaloresde x % <xxl (0) 0<x<6 x> 1
(d) —S<x<5§ J —1<x<1 (p) —1<x<17/3 v —5 <x<-=3
5 —1<x<1 —1 <x<1 @ 1<x<3 3 <x<—
) todoslosvaloresdex (1) - <x<l Hn 1<x<3

Demostrar que una serie de potencias se puede derivar término a término dentro de su campo de convergencia.

+
g c

+« + o
Ind. - ‘ drty = B so it | es .
f(x) ‘go axt v '20 a?(cw) j=21 jey 2!~ esconvergente para || < nI_Lm ‘ | Aplicando los

4w [Cn+i

= f(x).

E
teoremas I, I y V demostrar f f(z) dz
-— 0
Demostrar que la representacién de una funcion f (x) en potencias de x es Unica.

Ind. Sea f(x) = Zs.x" y f(x) = Zt,x"en x| <a# 0 Hacerx =0en Z(s. — t)x* =0, E Z(sp — t)x* = 0,

d? ..
o 2(sy —r)x" =0, " " yobteners;=1¢,i=0,1,2,3.*
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Desarrollo en serie de potencias

UNA FUNCION se puede desarrollar en serie de potencias de x siguiendo varios procedimientos, por
giemplo, prolongando indefinidamente la division

1 o)

=1l 4+x+xt4+x34+ - +x1+ ...

1 —x

(Obsérvese que, por gemplo, para x = 5 la expresion anterior conduce a un resultado absurdo.

En el Problema 1 se demuestra que la serie (1) solo equivale a en d intervalo |x] <1, es

1 —x
decir, |

l x=|+x+xz+x3+ x4, —l<x <]

En los Problemas 2-3 se indican otros métodos para desarrollar una funcion en serie de potencias.

METODO GENERAL para obtener el desarrollo de una funcion en serie de potencias de x y de (x — a).
Para ello es necesario que tanto la funcion como todas sus derivadas estén definidas para x =0
0 X = a. Por ejemplo, las funciones 1/x, In X, y cot X, no admiten un desarrollo en serie de poten-
cias de x.

Serie de Maclaurin. S una funcion se puede representar por medio de una serie de potencias
de x, ésta es necesariamente de la forma, serie de Maclaurin,

f© S0 170 , fe-vO ,_,
f(X)Zf(0)+ ”x-i- 31 x2+—3!—x+---+ﬁx" + ... (2)

Serie de Taylor. S una funcion se puede representar por medio de una serie de potencias de
(x — @), ésta es necesariamente de la forma, serie de Taylor,

0 =fa + LD ey + LDy,

+ o+ [ (q)
(n—-—DND!

S @

9 (x—ape
31 ¢ 3

(x_a)n—l + P
(Ver Problema 4.)
En el préximo capitul o trataremos del intervalo en € que una funcion f(x) se puede representar
por una serie de Maclaurin o una de Taylor. En las funciones consideradas en este libro, el inter-

valo en el que se pueden representar mediante un desarrollo en serie coincide con su campo de con-
vergencia (Ver Problemas 5-11.)

Otra expresion muy empleada en la serie de Taylor es

fatn=f@t L@t Jr@t Y@t ot @t @)

(n
gue se obtiene de (3) Sn n&s que sustituir x por a +h
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Problemas resudtos

1. La serie de potencias 1 txtetet ... 4x14 L. es una seie geométrica con a=1 Yy r =X.
Para irl = |x| < 1, 1a serie converge hacia--]_i? = %; para Ir| = Ix| > 1, la serie es divergente.

2. Derivando repetidamente la serie del Problema !, obtener otras series de potencias

@) 1 +2x 4+ 3x2 +4x3 + «+« 4+ mx"1 4 - -
(i) 24+ 6x + 12x +20x° + -+ + n(n + Dx*-1 4 -+

Integrando repetidamente entre los limitesO y x la serie del Problema 1, obtenemos

1 1 1 1
11 o—x? - | g} e .
(iii) X+ gxt x4+ xt 4 + —xt +
(iv) ixz + ..l_x:' + i_x4 + _]-xs S ___!_A._,__. x4
2 6 12 20 nin + 1)
3. Determinar la serie de potencias y = Le,x" que satisfag_e las condiciones:
@)y=2parax =0, ()y =1paax =0, y(ii)y" T 2y’ =0.
Consideremos
(a) Yy =Cot+ox + ext+ooxd 4+ -
(6) ¥ = ¢+ 20x + 3cax® + degx® +
(©) ¥ = 2cp + 6cx + 12¢,xt + 20c,x? 4 -
De(a)con x = 0, y = 2 obtenemos c, = 2; de(b)con x = 0,y' = 1 obtenemosc, = 1. Como y* = —2y’, tendremos
2¢, + 6c3x + 12¢x* + 20c,x> + - -+ = —2¢; — 4cgx — 603 X2 — 8 x? — - -
de donq_e sededuce que e, = —¢; = —1,¢c3 = —%cy = §, 0, = —hc; = —4, - - - Portanto, y = 2t x — 33+ §x2
—$x* T ... eslaserie pedida

4. Suponiendo que (i)f(x) y todas sus derivadas estan definidas para x = ay que (ii) se puede representar mediante una
serie de potencias de (x — a), demostrar que esta seriees

7 ’ n-1)
[ = f@ T [—](*(!{)‘(X—-a) + %g?l(xw—a)’ + o+ {n ;%ai*)‘(x-—a)"" + e

Sea la serie
(@ fX) =c+ax—a)+ cx—aP +efx—a)P+ o4 (x—aypt+

Derivando sucesivamente, tenemos »
(b) f’(X) =0 + ZC,(X —_— a)+ 3c;,(x - 0)2 -{3_4C‘(x - a)a + . + ncnx—a)k—l + T,
() f(x) = 26 + 6ey(x — a) + 12e,x —a)* T 20c,(x—a T -+ + 0+ Dncyryx—ayr -
) fx) = 6cy T 24cx —a) T 60c,x —ay + -+ . T (nt 20 T ey aalx — a2 +

................................................................

...............................................................

Haciendo x = a en (a),(h),(c), . . - 2 deduce

1 n-1)
co = f@h ey = L (@),c0 = 5of " @ €an = ey D

Efectuando estas sustitucionesen (a),obtenemos el desarrollo en serie de Taylor.
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En los Problemas 5-10, obtener € desarrollo de la funcién en potencia de x o de(x — a), segun s indica,
en las hipotesis de este Capitulo y determinar asimismo el campo de convergencia de las series.

5. e~*; en potenciasde x.

Sy =e f@ =1
f() =2 F0 =-2
fx) = 2% S0 =2
S (x) = 2% £0) = —23

De donde e =1—2+ %X' - ;—:x‘ + %x‘ - ..+ (—-—l)-n_';x- +
28+l xu+l "! _ . 2

Como Jm e F DT e

la serie es convergente para todos los valoresde x.

6. senx:en potenciasde x.

f(x) =senx f@ =0
f'(x) =cosx 0 =1
f'(x) = —senx S =0
[7"(x) = —cos x 1770 =4

...................

...................

Los valoresde las derivadas para x = O forman ciclosdeO, 1,0, —1; por tanto,

0 —1 0 1
senx =0+ Ix*t 5?’" + 37 % + arx + 3T* + .
p— x’ x‘ x’ [ n~1 x“-l .
=SrXxogtsr ot A gyt
i xIn+1 (2n—1)! - 1
Como Jo e T | = X m ety O
la serie es convergente para todos los valores de x.
7. QT x);en potencias de x.
J(x) =1In(l + x) JO© =0
’ _ 1 ’, [
f'x = T x o =1
vy — 1 ry —
> = TT o S0 =—1
f/rz(x) — 1.2 f’”l(o) — 2'
atx° )
1-2-3
tv, _ v - 3!
I Trof S 3!
xl a 4 »
Por tanto (i +x) = x— 5y +2! %—3! ot rErte—n St
1 1 1 1
— -—  y2 o wd__ e -1 __ pm RS
x—5x + 3x i + + (—1) w* +

Segun el Problemal, Capitulo 51, la seriees convergenteen el intervalo — 1 < x < 1.
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8. arc tag x; en potenciasde x.

f(x) = arctagx JO =0
f'(x) zﬁ—l—x’+x'—x'+~- f0 =1
S0 = —2xtaxr—6xst - 770 =0
f’”(X) = _2 + ]2!'—30X‘ + ‘e " f...(o) = 2'
fox) =20x—1200F .- f'©0) =0
Jx) =24—360x* + . " fO) =41
fri(x) = ~10xt .- f0) =0
fx) = —7120 + ... f0) =6 !
arctag x = x—-i—ix’+%x'—:—;x’+
x* x4 x? L oxtet .
—X—T+—5~——.i'+"’+(—l)'12”_l+
Scgun el Problema 7, Capitulo 51, el campo de convergenciaes—1 < x < 1.
9. " en potenciasde x — 2.
f(x) = e*t fQQ) =e
f'(x) = jes ' =}e
fYx) = jeris S0 =t
- gy =2 . 1 G=2"
A L et e YRR = i oy ) Y il

=2 22— 1 1
-!.“Pm| 2n! x—2r* | 2 e —2| lim = =0

La serie esconvergente para todos los valores de x.

10. Inx;en potenciasde x — 2.

fx) =Inx f@ =In2
[(x) =x1 @ =t
() = —x—* ' (2) =—%
f lll(x) - zx—] f ”'(2) e 1»
' (x) = —6x—* (2 =—i

.....................

— + 1, _»n 1 &x—2 1(x—2P 3&x—2)*
InX =27 3=~ 357 + 3 37 8 a1

1 1 . 1 1
=1n2+ —i—(x—Z)——§(x——2) + ﬁ-(x—Z)’—-a(x—Z)‘-}-

.| e=2p 2 _ Y n
Como e D =2~z I e

1
=3 [x —2]

laseriees convergente para [x — 21 <2 0sea0 < x < 4.

Parax = Q, laserieesIn 2 — (seriearménica) queesdivergente; parax = 4, laserieesIn 2 +1— Y + +—1% +...
gue es convergente. Por tanto, laserie esconvergenteen el intervaloO < x < 4.

11. Desarrollar en serie de Maclaurin |a funcién 4/1 + sen x = sen ix + cos $x.
Sustituyendo x por $x en el desarrollo de sen x (Problema6) obtenemos

1 1 x? x5 x?
N5 x = X537t .51 25Tt
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Derivando este desarrollo, obtenemos
1 x? x4 x*

cosix =2

) 7 7w T wesr T
x? x* x°
=l=gartagr et
Por tanto.
\/1—-_'1 n 1 14 x* x’+x‘+x‘
tenx =senyxteosyx =ty —wmay T war g Ty T
todos los vaores de x.
12. Obtener €l desarrollo de Maclaurin dee** = e
2 3 2 4 L]
Aplicandoe'=1+u+%+%+”' y u=cosx-—-1=—%+%—%+"-',]legamosa
cos X x’ x‘ x‘ X' Zx‘ P
¢ ="%1+(z! a1 6! o *m**)
1 x*
taleE ).
X2 x! 31

Fad ! ] ..
—el—3+ 5 —mp* ™ E

13 En el supuesto de que todas las operaciones necesarias sean véidas, demostrar que (a) e* = cos x + isnx, (b) e
=cos X — i Enx, (C)senx = (e — e~%)/2i, (d) cos x = (e* + e %)/2 sendoi = 4/ —I.

2?2 z? z* z®

e':1+Z+F+‘3—'+‘F+5—f+"
. ) Gx)* |, Gx* X)) XS X xt X
@ e* =1t @+ 2!+3! bt b =l bix— gy —igr gy Higr
2 ‘ 3 5

(b) e~* = cos (—x) + isen (—x) = cosx —isenx.
(© e*—e* = 2Zisenx; luego, sen X = (€'" — e—)/2i.
(d) e** + e-= = 2cos X; luego, cos X = (ek + e—'%)/2,

Problemas propuestos

14. Demostrar que (a) Las series(i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para x| < 1; (b) (iii) convergentes para %
<X < 1; (e) (iv) convergentespara+ < x <1

15. Demostrar que(a) La serie obtenida sumando las(i) y (ii) del Problema 2 son-eenvergentes para |x| < 1; (b) la obtenida
sumando las(iii) y (iv) son convergentes para— < x < 1,

16. Determinar la serie de potenciasy = Zg,x® que satisfacelas condiciones(i)y = 2 parax =0, (i) y' =0 parax =0,

x4 2x*"

ane g — 2 hadll PN - P
y (iif) y y=0. Sol. y =2+ x* + 13 + + G + .

17. Determinar laserie de potenciasy = Ze,x™ que satisfacelas condiciones(i)y = 1 parax =0, (il) y' = 1 parax =0,

2 3 5
y @iy ty=o Sol.y=1+x——%—§‘1+f_v+§7“'“
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18. Obtener los desarrollos en serie de Maclaurin:

24,

(@) costzx = 1- 2—,;.:2 + g'x‘ -t (=) (92“;‘,3;2 + ..., paratodos losvaloresde x
b) secz = 1+%x’+254 +76210z°+---, /2 < x < /2
(¢) tagz = « +%X3 + 125:0:5 + Ex’ + . -, w2 < x < g/2
- g+l 3z 185074
(d) arcsenz x T 55 T 246 T aiae 7 , —1<z<1
k] 5
(6) sen’z = 2—2;:52 —%rx' +%=¢' ot (= 1)‘“232"7 zt ..., paratodoslos valoresde x

Obtener los desarrollos en serie de Taylor:

(a) et = e"[l + (z- a)+ (Z;'a)"' + (= ;'a) .+ (X”__al;'l + :| ,  paratodoslos valoresde x
— )3
(b) senz = snat (z—a)cosa—(z—z_f-ﬁsena—@:i'—a)cosa*' +++, paratodos los vaores de x
1 — 1 _ 3
(¢) cosz = l— = (z—1irn - x 2'*”) + (= 3?”) + ] para todos los valores de x

Obtener d desarrollo en serie* de cos x derivando € correspondiente a sen x (Problema 6). Identificar la solucién del
Problema 17 con la funciony = senx T cos x.

Obtener el desarrollo en serie de e~=, sustituyendo x por 4x en €] correspondiente a e~ (Problema 5). _E(ltuw luego
x por —x para obtener el desarrollo ‘dee e identificar la solucin del Problema 16 con lafuncion y=¢"

2x' 4 32xt _ 96x°

Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de sen® x = (Senx)? = x* — —_— + +, para todos
Demostrar que fse"'dy —x— % X X+ todos los val d
. q . 3-11 §T3T T .37 , para.todos los valoresde x.
! . conlocual
[ 3> conlocu
arc ta = ’7d_x ! ! 5 ! ?
gx = o 1+ x? —x—-3-x’+~5x———x+
y comparar con € Problema 8.
Aplicandoel binomiode Newton obtener 1 _ ; + 1,2 + 1i3 4+ 135 4 conlocual
V1—=* 2 2°4 2+4+6
dx _ 128 | 1+835° L 1°3+5+27
arc senzx J—— x + o= t e t e +
) m 2+3 2445 j .
Obtener por multiplicacion de los correspondientes desarrollos en serie: ‘
3 3 8 3 A 5
a) e senz = + 5 rT_x oz ses z = _F_x _Z A
(a) e x x+3 20 90+ (b) e*cosx 1+ =z 3 § 3t
Obtener sec x = L = o T ox + cox? + cx? + . ... Quitar denominadoresen la

cosx 1—x221F x441— -+
dltima igualdad e identificar los coeficientesde igual potenciade x para obtener e desarrollo de sec x.
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Formulas de Maclaurin y Taylor con restos

FORMULA DE MACLAURIN. Sif(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con-
tienea punto x = Q existen dos nUmeros, x, y xg comprendidos eritre O y x. de manera que

fa) = 10 + Oz ¢ L + oo 4 sy tR@
siendo -
R.(z) = f—n(‘“—")xn, (Resto de Lagrange)
0 b|m R f(n) (x*) o
n(z) = (n— 1)| (X —%5 )" 'x, (Resto de Cauchy)

FORMULA DE TAYLOR. Si f(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con-
tiene al punto X = a, existen dos nUMeros, x, Y x;, comprendidos entre a y x, de manera que

(n I)!
siendo .
Ru(x) = f_n(lx_o)(x - a)", (Resto de Lagrange)
0 bien o ()
(n) I
Ra.(x) = (n—l)'(x zy)*~'(x—a), (Restode Cauchy)

La formula de Maclaurin es un caso particular (a= 0) de la formula de Taylor. La férmula
de Taylor, con d resto de Lagrange, no es més que una variante del teorema del valor medio ge-
neralizado (ver Capitulo 21). En & Problema 10 se deduce la férmula con € resto de Cauchy.

Los desarrollosen serie de Maclaurin y Taylor de las funciones f{x) obtenidos en el Capitulo 52
representan a dichas funciones Unicamente para aquellos valores de x que hagan

lim Ra.(z) = O

n=s + w

PRINCIPALES DESARROLLOSEN SERIE. A continuacién se exponen los desarrollos en serie, junto
con los intervalos en los que son vélidos, de las funciones mas empleadasen € analisis matemético.

(ax)! | (ax)® (ax)"!

e = 171 az + ot t o +m + .- Para todos los valores de x.

senar = gy — (_‘_"’;!ﬁ+ (_"5‘."!2,_.(_‘17?![4. + (=1 l% + ... Paratodos los valoresde x.
cosar = 1- (a;tz)’ + (ng)‘ _%?}f + (—1)"_’((20;:5—)—"‘2-% T Para todos los valores de x.
ln(e+2z) = Ina+§—2% +3L;—- + (—1y — —a<z=a.

arcsenz = gz T 1 z + 12 i?: + .0+ 214365(2(7371—_2)?2)22":% e 1=z =1
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4 s

1 -
arctag z = z—%+%—%+---+(-—1)ﬂ"§%+--- —1=2=1
_ 1 1 1 (—1)
nz = et 2@-0) - gaE=o T oo - g
0<zxz=2a

2 — L _ (—a) y (-9, , ., - (&—a)"
¢ e{l'l'(x )t 2! 3! + (n—1)! +} Para todos los vaores de x.

— ) - a)?
seny = sena T (x —a)cosa — ("'2—'a) sena — (’;3—,'1) cosat - Para todos los valores de x.
cosz = cosa — (Z—a)sena — (z2—'a) cosa T (is-_,“_)'sen at .. Para todos |os valores de x.

Problemas resueltos

1. Determinar el intervaloen & que es valido el desarrollo de e* en serie de Maclaurin.

s ()/) = e*; d restode Lagrange es IR (x)| = l :.

x" .
o (Xo)‘ = Ile'e", siendo x, un valor comprendido entre Oy X.

] 2 3
B factor % esd término general dee* = 1 +x+ % + % +.. - que. sabemos. esconvergente paratodoslos

valoresde x. Por tanto lim '”—x:l = 0. Como el factor e* es finito e independientedel valor x, lim R (x) = O(nu-

a—>+ W R—>+w

mero finito). En consecuencia, ¢l desarrollo de e* es vélido para todos los valores de x.

2. Determinar el intervaloen e que es valido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién sen x.

Sin tener en cuentael signo /™ (x) =senx ocos x, Y IR (x)| = IL:;-' [sen x,|, O bien, I{‘:—’:—I cos X/, Sendo x, N Va
lor comprendido entre O y x. n. n.

Ahora bien, % ~0cuandon - T . (Problema 1) y [sen x,| Y [cos x,| NO pueden ser mayores que 1, con lo

que lim R (X) =0 Por tanto, @ desarrollo es vélido para todos los valores de x.

-+ -+ 00

3. Determinar el intervaloen el cual cos x se puede representar por €l desarrollode Taylor en serie de potenciasde (X — a).

ix —a)| (x — ay|

Aplicandoel resto de Lagrange, |R.(x)| = 7 [sen x,!, O bien. T |cos x,l, en donde x, esta com-

prendido entre a y x.
I(x —a")|
n!
con lo que la serie representa cos x para todos los valores de x.

Como - 0 paran = +@, y ademas Isen x,| Yy lcosx,| son inferioress la unidad‘,' JiTmR'(x) =Q

4. Determinar € intervalo en el que es valido el desarrollo en serie de Maclaurin de |a funcién In(1 T x).

—_ 1
En este casof ™(x) = (—D*! ((—Tq_—% : siendo x, Y x; valorescomprendidos entre Oy X.
(@) el resto de Lagrange es
ozt _ |)! _ (_l)u—l z "
Rz) = (- Z.(0 = ( )
- (Z) ( ) n! (1 + wo)" n 1+ xo y
(b) <l resto de Cauchy es
@~z @m—1)! zlx— 2z
Riz) = (-1 . = (-
(=) 1) m—=D! A+ z =0 aQ+z)
X .
Cuando D <xp<x <1, 0<x<1l4+x,7 T+ < 1; aplicando (a),
1 1 ,
[Ra(x)] = ;(1—_:;) < Y nHmx Ra(z) = 0
— ’ + tary L1 i
Cuando —! <x <, <O tendremosO<1TXx<1T x'y i < T+ X Aplicando (b),
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X i ek S B (’é'“xl S (x:+1=| -t sl
1A (x)| A+=z) 1+ z¥ 1+ 2} 1+ 1+z7 1+, i+s
z;‘+|xl

Ahora bien,como 1 > lz|, zF < a5 ||, zf Tlz| < |z|t2f || < |z|. Tendremos,

1+=
Ruz)] < 2 lim R(:c) =0
o 1 + z Y ne= +x "
Por tanto, el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x) €s vélido en el intervalo 4+ <x < 1.
5. En € desarrollo en serie de Maclaurin de e*, demostrar

IR0 < ’ni,' para x <0 Y R®)

x*
Del Problemal, R.(x) = FIE siendo x, un valor comprendidoentre Oy x. Para x <Q e® < 1; luego

[R.(x)| < %. Parax > 0,e® < e'; luego, R

6. En el desarrollo en serie de Maclaurinde In(1 + x), demostrar
E
‘ n(1
del Problema 4(a), |R.(z)| = % \1—_:—20 , siendo x, un valor comprendidoentre 0y x. RFra 0 <x, <x <1,
1 ' 1 1
T2 <1; luego, |Ra(x)] < f—l Para —-1<z<xe<0, l4+zo>1+z 1+, <1¥z’ luego,

E
|R.(x)l < m .

&w)<%;pmao<zf1 Y |Ru(z)] < paa —1<z<0

Problemas propuestos

7. Determinar el intervalo en el que es vélido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcion ces 4
Sol. Para todos los valores de x.

8. Determinar |0s intervalosen los cuales(a) e* y (b) sen x se pueden representar mediante una serie de Taylor en poten-
ciasde(x —a). Sol. Para todos los valoresde x.

9. Demostrar que In x s puede desarrollar en serie de Taylor de potenciasde (x — a) en el intervalo0 < x < 2a.

md |Rue)| = (x—a)((z;x:;)'—li’ Para0<x <ayparaa<x < 2a, pld)
y\n z: i
10. Supongamosque T viene definido por .\ ey
fd)y = fla) + f(a) (b—a) + f ( )(b—a)’ . -(1:—1-)+ (b—ap-t T T(b—a)
y sea
tn=-1) (2)
P = —fo + )+ L8z + r )(b—x)' + o %n—'fv(b-z)--' T T(b-2)

Razonando como se hizo en el Problema 15 del Capltulo 21, obtener la férmula de Taylor con € resto del Cauchy.

11. (a) Haciendox} =a to(x— a), slendo O < 8 < 1, en laférmula de Taylor con el resto de Cauchy. demostrar

Riz) = L2240y iz e

(n—1)!
(f; )_(0?)‘,(1 — 6)*-' x* en laférmula de Maclaurin.

ix se puede representar por su serie de Maclaurinenel intervalo2 < x < 1.

(b) Demostrar que R.(x) =

12. Demostrar que i

n(l — 6y x» l 0
Ind. Del Problemall (b), Ru(x) = (ﬁ 0<8<l. Paa x| <1, T—ex <1V 1—6x>1—x|
+ R0 +
13. (a) Demostrar que xe* = 2 —:— x,, para todos losvaloresde x, y 2 = e; idem, (x'+x)e’= Zm"_’xny
= =1 M =1 n!

+ ® pt n® + 0
2?=2e. (6) Obtener Zn—:Se y 2’,‘——15e
i=1 " = i=1 '
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Calculos con series de potencias

LAS SERIES DE POTENCIAS s emplean, con frecuencia, en la realizacion de tablas de logaritmos
de funciones trigonomeétricas y en diversos calculos como los que vamos a considerar.

~ Cuando se toma como valor de una funcién la sumade losn primeros términos de su desarro-
ifo en serie de potencias para un valor dado de la variable es necesario conocer € error que se co-
mete al efectuar dicha aproximaciéon. Para ello se aplican los teoremas siguientes:

1 S el desarrollo de la funcion f(x) esta formado por una serie alternaday x = & es un valor
de su campo de convergencia, €l error que se comete al tomar como valor def(§) lasumadelosn
primeros términos de la serie es menor que el valor numérico del primer término despreciado.

2. S el desarrollo de la funcion f(x) esta formado por una serie de Taylor y x = & es un valor
de su campo de convergencia, €l error que se comete al tomar como vaor de f(&) la sumadelosn

primeros términos de la serie es menor que T |x — als, siendo M igual o mayor que e méximo
valor de | f™(x)| en el intervalo desde a hasta E.
Para una serie de Maclaurin, a = 0.

Problemas resudtos

1. Hallar €l valor de 1/e con cinco cifrasdecimales:

P N SEURNEPIIPI .

e = 1—x+§T—3—! + (1) (’f‘l=')'!+
1

el = 1 -1+ 1 — ! +.___.l_+ ces

2! 3! 4! 5!
= 1—1 + 0,500000 — 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389
— 0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + - - -
= 0,36788

2. Hallar el valor de sen 62" w n cinco cifrasdecimales.
Laseriede Taylor en potenciasde (x — a) es

X—af na— K=

37 31 cosa+

SeNnX = sena + (x—a)cosa —

Tomamosa = 60'. ya quees proxima a 62' y sus funcionestrigonométricasson wnocidas. Tendremos
X—a=062'"—60" =2 = n/90 = 0034907

Y sen 62 = $V3 + $(0,034907) — $4/3(0,034907)* _ 1, (0,034907)° T - -
— 0,866025 T 0017454 = 0,000528 — 0,000004 T - .. = 088205

3. Hallar el valor deln 097 con setecifras decimales.

Infa—=z) = lna-———ﬁ—g— T e

Tomamos a=1 y x = 0,03; por tanto

In 0,97 = — 003 — §(0,03)* — $(0,03)> — 1(0,03)* — (0,03)* — - - - = -0,0304592
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10.

CALCULOS CON SERIES DE POTENCIAS [CAP. 54

Determinar e numero dc términos del desarrollo en serie de In(1 + X) que hay que tomar para que €l error cometido
a hallar el In 1,02 sea menor que 0.00000005.
2 3 L]
1,02 = 002 — 0,02) 1 0,02  (0,02)* , |

2 3 4
Como < trata de una serie alternada, el error cometido al despreciar todos los términos posteriores al que ocupa

el lugar » es menor que el valor numérico del primero que se desprecia. Por tanto, todo consiste en buscar qué termino
del desarrollo tiene un valor numérico nienor que 0,00000005. Se hace por tanteos.

3
(0’22—) = 00000027 ¥ Q0D _ 4 00000004

Por consiguiente, habra que tomar 3 términos para obtener la precision requerida.

Determinar el valor de x para el cual sen x se puede sustituir por x con un error menor gque 0,0005.

senx = X —x%3! + - - - es una serie alternada. El error que se comete a tomar solamente los dos primeros
tdrminoses menor que |x?(/3 ! Paraque |x3|/3 ! = 00005 debeser |x¥| = 0003 6 sea |x| = 0,1442; esdecir, |x| < 815.

Hallar entre qué valores debe estar comprendido un 4ngulo para que el valor de cos x, calculado con los tres primeros
tdrminos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x — n/3), venga dado con un error menor gque 0,00005.

Isen xql
K]

Como [sen x| < 1, |Rg| <} |x — 7/3[* = 0,00005.

Como f(x) = senx, R | = |x — /3|3, siendo x, un valor comprendido entre z2/3 y x.

Por tanto |x — /3| < 4/0,0003 = 00669 = 350. Por tanto, x debe estar comprendido entre 56°10’ y 63°50°.

La Fig. 54-1 representa un arco de circunferencia terrestre de 160 kilémetros de Re B
longitud. Hallar la flecha o separacién méxima entre la cuerda y el arco. m

Sea x la flecha pedida. Tendremos, x = OB— OA = R — R cos a, siendo
R el radio de la Tierra. Como el angulo a es pequeilo, aproximadamente,
cosa=1—4x y

x = R{1 —(1 — $a2)} = }Ra® = (Ra)?/2R = (80)"/2R
Tomando R = 6400 kilometros, x = # kilémetro. Fig.54-1

Deducir la férmula aproximada sen 3z + x) = 34v/2( t x) y aplicarla para calcular sen 43°,
Tomando los dos primeros términos dei desarrollo de Taylor, tenemos
sen(jn + x) = senin + xcosin = V2 + W2x = V20 + x)
sen43° = sen [in + (—=/90)] = 3}v/2(1 —00349) = 06824

Resolver la ecuaciéon cos x — 2x* = 0.
Sustituyendo x por sus dos primeros términos 1 — $x?de la serie de Maclaurin, tenemos
l—fx?—2x*=0 6 2—5x*=0
Las rafces son +4/10/5 = 40632 Las raices obtenidas aplicando el método de Newton son +0,635.

z __e~2

Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias lim ———
x—0 sen x

( i ) R >
im " = lim 1hot+gi+di+ - '(1—w+=2-!——ﬂ+---*
x=0 SCO X 2=0 z! 23
z—giter—
= 2ttt 1 2t a3+ .- _ 5
h :]—rvno x— 3! T - = T —zvet - ~
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11, Desarrollar f(x) =~ x* — 11x® § 43x* — 60x + 14 en potenciasde (x — 3) y calcularj ' f(x) dx,
]

fB) =5, f(3) =9, f(3) =—4, /"(8) =6, f*(3) =24. Luego,
fl) = 8+ 9(x—3) —2x—3)* + (x—3)* + (x—3)*

3,3
fleydz = Bz +=x—3)* — §(x—3)" + }(x—3)* + }(z—3)

1
12. Hallarf seix dx.

= 1,185

sen_x

Ladificultad de estaintegral reside en que la integral S — dx no £ puede expresar por medio de funciones

elementales. Sn embargo,

1 1 3 5 7
sen x _ 1/ _ 2 = 2 | _z_ 2t _x
Lz ¥ J;::(x sTrsr -7t > f( TR T )d’ﬂ

x’ z"‘ z'l _
= F gt s T g T T 094608
Hl error cometido al tomar sélo cuatro términos es < _ng.' — 0,0000003.

Problemas propuestos

13. Hallar con cuatro cifras decimaes.
(a) e~* =0,1353. (b) sen 32' = 055299, (c) cos 36" = 0,8090. (d) tag 31° = 0,6009.

14. Hallar losvaloresde x paraloscuaes

(@ e* %= puede sustituir por 1+ x + §xt con un error menor que 0,0005

(6) wsx se puede sustituir por 1 — $x? con un error menor gue 0,0005

(¢) senx se puedesustituir por x — x*6 + x%/120 con un error menor que 0.00005
Sol. (a) Ix} < 0,1, (b) |x| < 18°57’, (&) |x| < 47"

15 Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias:

. € — % . ef—et s ] . COshz —cosax _
@ l]-l-r}) < =3% ® ll_r.no x* ~ 6 © ,],I.I.r:, senhz —sen x
16. Hallar:
mIe o dz
(a) f (1 — ksentg)"Vdp = 1854, (b) f cos Vo dx = 076355, (c) f 1 = 0,4940.
/5 - xl
17. Hallar la longitud delacurvay = x*/3 desde x =0 a x =0,5. Sol. 0,5031
/

/

18 Hallar €l 4rea limitada por lacurvay = senx® desdex =0 a x = 1. Sol. 0,3103
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Integraciéon aproximada

L
UN VALOR APROXIMADO de la integral definida ( f(x) dx se obtiene aplicando las férmulas que

veremos a continuacion, o bien por medio de inte(:;}rcédores mecanicos. Los procedimientos de inte-
gracion aproximada se emplean cuando la integracion ordinaria sea muy complicada, cuando una
integral indefinida no se pueda expresar mediante funciones elementales, o bien, cuando d inte-
grandc f(x) venga definido por una tabla de valores.

v
En d Capitulo 34 hemos obtenido un valor aproximado de S f{x) dx dado por la suma

n
S = 2 S(x:) dex. Para obtener S, < interpreto la integral definida como un area, la cual se di-
k=1
vidia en » franjas y s aproximaba & &rea de cada una de ellas a un recténgulo efectuandose, a con-
tinuacion, la suma correspondiente a todos ellos. Las formulas que veremos seguidamente solo
difieren en la manera en que s tomen |los valores aproximados de las franjas.

Y
PI—I P‘.
FORMULA DE LOS TRAPECIOS. Sea @ é&ea P,ﬂa
limitada por la curvay = f(x), & gex y las
ordenadas en los extremos X =a y x =Dh. P,
Dividamos dicha érea en n franjas verticales
de anchura # = (b — a)/n (Fig. 55-1) y con- Po
sideremos la franja i limitada por e arco
P,_, P;de y = f(x). Un valor aproximado del
area de esta franja es
thiflat (i-1h) Tt fatin))
gue es el area del trapecio que resulta al sus-
tituir € arco P.—; P, por el segmentq rectilineo
P, P,. Al efectuar esta sustitucion en todas

las franjas (& simbolo ~ s debeleer «aproxi-
madamente igual))),

a+h
at 2k

a+ih

aHi-1)h

Fig.55-1

[N

[ Herds = FU@ + fa+m) + Ei@t )+ fa+2h)
) bt et (u DR+ )
o sea fb flz)dx =~ g{f(a) + 2f(a + h) + 2f(a + 2h) (1)
° + oo+ 2f[a+ (n—1)k] + f(b)}
FORMULA DEL PRISMATOIDE. Dividamose érea definida por la integral Sbf(x) dx en dos fran-
jas verticales de anchura h = §(b — a) y sustituyamos el arco PP, P, de la curvay = f(x) por d

arco de pardbolay = Ax* T Bx T C que pasa por los puntos P,, P,, P,, COMO * representaen
la Fig. 55-2. Como se demuestra en @ Problema 1, se llega, después de efectuar algunos cambios

en la notacion, a
[ e ~ g {f(a) + 4f(“‘2”’> + f(b)} (@)
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b4
P
P Ps
6] | =
a a+bd b
2
Fig. 55-2 Fig. 55-3

FORMULA DE SIMPSON. Supongamos que € area que e trata de hallar la dividimos en n = 2rn
franjas de anchura h = (b — a)/n, como indica la Fig. 55-3. Aplicando la férmula del prismatoide
para hallar el valor aproximado del éarea limitada por cada uno de los arcos PyP,P,, PyPsP,, .. .
Pom—32 Pym—1 Pym, tendremos

f f(x)dx =~ —g{f(a) + 4f(a + k) + 2f(a + 2h) + 4f(a + 3h) + 2f(a + 4h) (9)

+ -+ + 2f[a+ (2m — 2)R) + 4f[a + (2m — 1)k] + f(b)}

INTEGRACION MEDIANTE UN DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS. Este procedimiento
consiste en sustituir el integrando por los » primeros términos de su desarrollo en serie de Maclaurin

o de Taylor. El método se puede aplicar siempre que e integrando admita un desarrollo de aquel

. tipo y loslimites de integracion pertenezcan a campo de convergenciade la serie . (Ver Capitulo 54.)

Problemas resueltos

1. Dada la pardbola y = AxS +Bxtc gue pasa por los puntos P&, o),

P, (f—-;ﬂ.y;). y Py(n, y)), como indica la Fig. S S 4 demodrar que v
n _
F yar=232 0ot 4+ 2.
[
n P
n
Tendremos fe ydx =§e (Ax* + Bx + C) dx
n—¢ Ve
= 5 [A(E* + &7 + %) + 3B(¢ + ) + 3C)
(4]
Como y = Ax" + Bx 4 € pasa por Ico puntos £y, Py, Py, 3¢ verificara: £ it n
P
Yo = A2+ B+ C o
' ig. 55-4
n = A(HT") + B(‘—'-;-!> +C

An* 4+ Bp + C

Y

vo+ 4y + s = 2[AE+iH+0Y) + $B(E+0n) + 3C]

n
Por tanto, f yde = ";E(yo+4yn+ya)
€
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por loscuatro nétodos y comprobar los resultados efectuando |a inte-

1/3
2. Caleular el valor aproximado de&
gracion

Férmula de los trapecios. Con n = 5.

Aqui, A = j—g- =0,1. Portantoa— O,a+ k=0,1,a+24=02,a+ 34 =03, a+ 4k =04, b =05

l/l
I~ B0 + 2000 + 2/(0.2) + 2£(0,3) + 2/(0,4) + F(0.5)
o

1+ 22
1 2 2 2 2 LN\
~ %(l t 101 TT0a T T09 TTae T 1,73) = 04631

14 x?

Férmula del prismutoide.

-0 1
Aqu, h=32=2 y @ =10 =1, f(““’) f<> O f<%>=—

Z T4
1/2 de 11 4 1
f,, ive ~ 3 Z(l tiTt 5> = g (1 +376471+08) = 0,4637

Fdrmula de Simpson, con n = 4.
—0
Tenemos, h = i__ =% Dedondez0, a+h =Q, a+2h =}, a+3h =} b=4.

172

dz 1 1 1 1 1
fo T s 24<1+41+(g)'+21+(})-+41+(g)'+1+(5)->

1 256 , 32 , 256 _
Desarrollo en serie, utilizando 7 términos.
1/2 172 1/%
dz ~ — et 48 8 __ 10 12 = _.’i x_s__ﬁ". x_’_x_"_ ?_13
J; s J; (-atta—attat-atands = |2-Tr5-T+5-Fr+5]
1 1 1 1 1 1 1
3 3. 5.y 7.7 tg.p I[-50 T 13.29
=~  0,50000 — 0,04167 + 0,00625 — 0,00112 + 0,00022 — 0,00004 + 0,00001 = 0,4636
1/8 d
Integracion. f £ s = arc tagxl = arctag3 = 0,4636
o 1+

3. Hallar el &rea limitadapor y = e-'", el gex, ylasrectasx =0 y x =1 aplicando (a) la férmula de Simpson con

n=4y (b) el desarrollo en serie.
(@) Tenemos, h=4;a=0ath=%4at2s=}atah=%b=1

1
f e dx ~ %(1 + geo-118 + Qe—14 + 40118 + e )
0
~  1{1 + 4(0,9399) T 2(0,7788) + 4(0,5701) *0,3679) = 0,747 unidadesde superficie
1
o - SRS M AU M gy
“’].‘:"' e f(‘ FTETTRI T4 TR el
% rd z? b1 ' 1
= [”_ 5 2!“7-3!*9-4!‘11-5!*13-6!1
1 1 1 L S S |

~ l-gtgg 7.3t o4 " 1Tesr T 1306
~ 1 -0,3333 + 0,1 —0,0238 + 0,0046 — 0,0008 + 0,0001 = 0,747 unidadesde superficie
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4

11.

Un terreno esta situado entre una valla rectilinea y un rfo. La anchuray (metros) dd terrenoa una distancia x de uno
de los extremos de |a vdla viene dada por:

x|0 20 40 60 80 100 120

y|o0o 22 41 53 88 17 o0
Aplicar la férmula de Simpson para hallar, aproximadamente, €l 4rea del terreno.

120
Aqui, h=20 y I f(X)dx = %/ ,(04+4-22+2+41+4-534+2-384+4:17+4+0)
0]
~ 3507 metros cuadrados.
Una curva viene dada por € siguiente cyadro de valores:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 06 09 1,2 1,4 1,5 1,7 1,8 2

X

y

(a) Halar el vaor aproximado del 4rea limitada por la curva, d ge x y las ordenadasextremasx =1y x =9, goli-
cando la fbrmula de Simpson.

(b) Hallar & valor aproximadode volumen generadoen larotacion del drea del apartado (a)a rededor ddl ge x, apli-
cando la férmula de Simpson.

(a) Aquf, h=1vy
J: ydx =~ —;— {0 + 4(0,6) + 2(0,9) + 4(1,2) + 2(1,4) + 41,5 + 2(1,7) + 4(1,8) + 2}
~ 10,13 unidades de supeficie
()] 5 J: Ndx ~ % {0 + 4(0,6)* + 2(0,9)® + 4(1,2)* + 2(1,4)* + 4(1,5)" 4+ 2(1,7)* + 4(1,8)" + 4}
~ 46,58 unidadesde volumen

Problemas propuestos

Deducir 1a férmula de Simpson.
Cdcular € vaor aproximado de \]. % aplicando (a) la férmula del trapecio con n = 4, (b) la formuladd prisma, y
© lafbrmulade Smpson con » = 4. Comprobar los resultados por integracion.
Sol. (a) 1,117, (b) 1,111, (e) 1,100; 1,095.
Calcular € vaor aproximado de r 4/35 + xdx como en el Roblema 7.
1
Sol. (a) 24,654, (b) 24,655, (¢) 24,655; 24,655.

Calcular €l vaor aproximadode J" In x dx aplicando (a) la férmula del trapeciocon n =5y (b) la férmula de

1

Simpson con n = 8 Comprobar por integracion. Sal. (a) 1,2870, (b) 1,2958; 1,2958.

1
Calcular el vaor aproximadodef 41 + x* dx aplicando (a) lafbrmuladd trapeciow n # =5y (b) lafbrmulade
[ ]

Simpson con n = 4, Sel. (&) 1,115, (&) 1,111.
Calcular el valor aproximadeo de I ) —m;—x dx por la férmula do Simpson eon & — 6. Sof. 1,852,
]

Aplicar laférmula de Simpson parahallar (a) €l Area limitada por lacurvay (b) € volumen generado en la rotacién ds
arca alrededor del eje x. La curva viene dada por

1 2 3 4 5
1,8 42 78 92 123

X
y

Sal. (a) 27,8, (b) 228,447



Capitulo 56

Derivadas parciales

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Si a cada punto (X, y) de una region del plano xy se le hace
corresponder un namero rea z, diremos que z es una funcién, z = f(x, y), de las variables indepen-
dientes x ey. El lugar geométrico de todos los puntos (X, y, z) que satisfacen la ecuacion z = f(x, y)
es una superficie. Andlogamecnte 2 definen las funciones w = f(x,y, z,...) de varias variables
independientes aunque, por e momento, no tengan una interpretacion geométrica sencilla

B estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una
variable. Sin embargo, € célculo de las funciones de tres 0 més variables es muy similar al caso
de dos variables. En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables.

Una funcion f(x, y) tiende a limite A cuando x— x, € y—Y, S dado un ¢ >0 tan pequefio
como queramos, existe un S > 0 tal que, para todos los pares de valores (x,y) que cumplan la
desigualdad

(i) 0 < V(E—zo+ (¥—yo)® < &

s verifica |f(x,y) — A| < . Lacondicion (i) representa un intervalo reducido del punto (x,, y,),
es decir, todos tos puntos excepto d propio (x,, Y,), Situados en un circulo de radio 4 y centro

(xo’ )’o)
Una funcion f(x, y) es continua en e punto (x,, y,) siempre que f(x,, ¥,) esté definida y, ademas,
,llr?, SO0 2) = f0o yo) (Ver Problemas 1-2)

Y—>Ys

DERIVADAS PARCIALES. Sea z = f(x, y) una funcién de las variables independientes x e y. Como
x ey son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y, (ii) variar y man-
teniendo constante x, (iii) variar x e y simultaneamente. En los dos primeros casos, z es una
funcion de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresionesclésicas
que ya hemos visto.

S x varia permaneciendo constante y, z es una funcién de x y su derivada con respecto a esta
variable x,

az - 1 A _ ,1
fe(x,y) = :,'Tof(H x, Z; f(z,y)

se denomina primera derivada parcial de z = f(x,Y) con respecto a X.

S lo que varia esy permaneciendo constante x, z es una funcion dey y su derivada con res-
pecto ay

oy~ am Ay

recibe € nombre de primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a Y.
(Ver Problemas 3-8.)

,fy(x,y) — 0z i f(x' V+Ay) — f(x,?])

S 2 esta definida implicitamente como funcion de x ey mediante la relaciéon F(x, y, z) = O, para
hallar las derivadas parciales %— y—j}i' no hay maés que aplicar las formulas de la derivacion impli-
cita dadas en & Capitulo 6. (Ver Problemas 9-i2.)
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Las derivadas parciales anteriores admiten una in-
terpretacion geométrica muy sencilla. Consideremos la
superficie Z = f(x, y) de la Fig. 56-1, y sean APB y CPD
las intersecciones con dicha superf|C|e de los planos que
pasando por P sean paralelos a l10s x0z e yOz, respecti-
vamente. Si hacemos variar a X permaneciendo constante
y, € punto P e desplazardalolargodelacurva APB Yy €

valor de g—; en € punto P es la pendiente de la curva
APBen P.

Andogamente, S hacemos variar y permaneciendo Fig. 56-1
constante x, P se moveraalo largo delacurva CPD, y €

valor de_aa;_ en P es |la pendiente de la curva CPD en P.
(Ver Problema 13)

DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. Laderivada parcia % dez = f(x, y) se puede
a U vez derivar parcialmente con respecto a Xy ay, dando Iugar a las segundas derivadas par-

oz 9 B (

ciales s = fo(x,y) = > y 3 3 =[xy = 2 ) Analogamente, de 3y
0%z 0 [ oz 3’ oz

obtienen 7oy =L N = \Gy) Y T =5 \%

S _f(x, y) y sus derivadas parciales son continuas es indiferente e orden de derivacion, es
: 0%z otz
decil, zeay = dyox (Ver Problemas 14-15.)

Problemas resudtos

1 Estudiar lacontinuidad de la funcion z = xZ + y2,
Para cualquier conjunto de vdoresfln_ll:[os(x, y) —=(a b),z=a* T b
Cuandox — oey — b, x? T )3 - a2
Por tanto, la funcidnes continua para todoslos valoresdelasvariables.

2. Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en € origen (0,0), en € que no estan definidas.
¢Cébmo e puede hacer que sean también continuasen dicho punto?
sen(x + y)
0 z1=—-"—"F
© : x+y

sen(x + ¥) sen(1 4+ m)x

Supongamosdque(X, y) — (0,0) alolargodelarectay = mx; tendremosz = x Ty 0+ myx -1,
. ) L . Lendx + »
Se puede hacer que la funcién sea continua en todos los puntos definiéndolacomo sigue: z = BEETEE x,»
QO :=1(x,» =(0,0).
.0 4
O 2=
Supongamosque(X, ¥) - (0, Q alolargodelarectay = mx; el valorlimitedez = —,—y)? T Fm, depende

delarecta que s dija Por tanto, la funcién no s puede hacer continuaen @ 0).

Hallar |as derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7.
3 z=2x’—3xy+4y‘. 2
Considerandoy constante y derivando con respecto a x, % = 4x — 3y,

. - a
Considerando x constante y derivando con respectoay, T; — —3xtsy.
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-

2
4.z:£+
Y

B[

. . oz 2x y?
Considerandoy constante y derivando con respecto a x,

ox 7y x?
Considerando x constante y derivando con respectoay, Z—z = — x—: + 2
Y v X
— 9z _ dz
5. 2z = sen (2x+3y). 3% 2 cos (2 T 3y), r i 3 cos (2z T 3y)
9z 2xy yt 0z x* 2xy
— 2 2 - — =
6 z = arctag z?y T arc tag zy™ R w v Rl e PR il el g
7. z=ePtw 92 _ gtin@pty) = 2z+y), 2 = etU(x) = a2
) ) dx 'y

8. El &eade un triangulo vienedada por K = 4absen C. S a = 20, b = 30 y C = 30°, hallar las variaciones:

(a) deK con respectoa a, suponiendo b y C constantes.
(b) deK con respectoa C, suponiendo a y b constantes.
(c) deb con respectoa a, suponiendo K y C constantes.

2
(a) TI: — }bsen € = 3(30)(sen 30°) — 175

o
(b) a_lé — Jab cos C = $(20)(30)(cos 30°) = 150V/3
@b 2K @ 2K ___ 2MabsnO) __ b __ 3
€ " asenC’ 2a  asenC a*sen C a 2

Hallar, en los Problemas 9-11, las derivadas parciales de primer orden de z con respecto a las variables
independientes x ey.

9. x*tyrtz2_025

Solucién 1. Despgjando z obtenemos z = +£4/25 — x* — y%. Por tanto,
oz x oz Y

—x _ —y _
x  yAB5_xi_2 z Y ~ 1425 —_xt— ) z

Solucién 2. Derivando implicitamente con respecto a x, tomando y constante.

0z oz x
Derivando implicitamente con respecto ay, tomando x constante.

oz oz y
10, x*Q2y + 3z) + y3(3x — 42) + 22— 2y) = XyZ.
En este caso, seria muy complicado seguir el procedimientode la solucion 1 del Problema.
Derivando inplicitamentecon respecto a x,

0z 92 0z 0z

2 V% 2 _ 2 V% - g9«  J— el

2x(2y + 32) + 3x 5% + ,3!/ 4y o + Ef_(fizﬂﬁx_-*-}/ yz + zy F
- 9 _ :k_;i‘xy +6zz+ 3yt + 22— yz
dx 3% — 4y® + 22z — dyz — xy

Derivando implicitamente con respectoay,

02 092 dz 0z
2 2 4 — —_ - 2 = ol
2x* + 3z 3y + 2y(3xz — 42) 4y 3y + 2z(x —2y) 5y 22 xz + xyay

9z _ _ 2x+ 6xy —8yz—22"— 2z
oy 3x* — 4y + 222 — 4yz — zy
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1. xy +yz + zx = 1,

. 2 oz oz +
Derivando con respecto a X, y+y£ +x$ +.-0 y ai :_)}_;_71__;_
i +y% 4+, 4,8 o 2 - _x+tz
Derivando con respectoay, X ! Y, T2Txg, 0 vy 2 i
or or ef o8

12, Considerando x ¢ y como variables independientes, calcular siendo x = e¥,cos Qy = e¥, sen 0.

Z) 57 'é;:@

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a X:

N
1:2e"cosﬁﬁ—e"sen0ﬁ, y 0 = 3e¥sen Oﬁ +e3’c050£
ox ox ox ox
. . : ] _ (7
Resolviendo & sistema, obtenemos; 2% — %% __y 9 — _.2_'3__';56?_2_6 ,
ox e¥(2 + sen? ) ox e*( sen?0)
Derivando las relaciones parcialmente con respectoaY:
id ar r ao — 37 g ar I _92
0=2e2c050—a~;—e’sen0W y 1=23e s.,n0—37+e cos()ay
or _ sen 6 o0 2cos 6

Resolviendo el sistema, obtenemos: o earseni®) ) 3y - @ tsen

13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas interseccion de la superficie z = 3x2 + 4y2 — 6 con los planos que
pasan por el punto (1, 1, 1) y son paraéelos a los planos coordenados xOz e yOz.

El plano x = 1, paralelo al y0z, corta a la superficiesegin la curva z = 4y2— 3, x = 1. Por tanto, la pendiente
pedidaes oz/oy =8y =8-1= 8.

El planoy = 1, paralelo a x0z, corta a la superficiesegin la curva z = 3x2 — 2,y = 1. Por tanto, la pendiente
pedida es dz/ dx = 6x = 6.

Hallar, en los Problemas 14-15, las segundas derivadas parciales de z.

15, 2 = zcosy — ycosx.
g—: = cosy T ysnz, 3—; = —zseny — cos%, %:% g’_; = yeosx
%; = %) = -—seny + ssnx = %, 32722.—:% g_; = —xcosy

Problemas propuestos

16. Estudiar lacontinuidad en el punto (0,0) de las funciones siguientes:

@ 7, 0 ETL, 0 514, @ 2 Sol. (@) No, (B) No, (¢) Si. (d) No.
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17.

- ()

18.

19.

21.

DERIVADAS PARCIALES [CAP. 56
0z 0Oz . L .
Hallar ) % en las funcionessiguientes:
(a)z=x’+3zy+y’ Sol.g—;=2x+3y, g—;=3x+2y
=z _ Y Sol. z _ L 42w dz _ —22 -1
(b) z LR or o 2 dy ¥ x?
(e) z = sem 3z cos4y Sol. g—; = 3 cos 3z cos 4y, g—; = 4sen 3x sen 4y
= y 9z _ _ "V 2 =z
(d) z arc tag p Sol, or = :ﬁ.—y,, a W
2 _ g2t g2 — 50|_3_z:_-x-,3z_4y
(e) = 4y 9z 36 e 9z ' 3y 97
s a., + - az _ 2y(x—2) 9z _ x(x—22)
z — 3x'y T bxyz 0 Sol. 2% 22+ 2xy’ ay ~ 22+ 2zy
+ — 9z - _y+z 0z x+z
(g) yzT zz + ay 0 Sal. 3r 2¥y ay = =¥y
(a) Sz=VxT,2 demostrarquex—+y%=z
(b) S z=InVx* + y? demostrar que x i; +y ay
(© Sz —e*"senY +e"‘cos— demostrar que x a +y 5 =0.
oz
(d) Sz=(ax T by)r 4 e+t +sen(ax +by),demostrarqueb — =a 33_:

Hallar la ecuacion de la tangente
(a) ala pardbolaz = 2x* — 3y3, y = lenel punto(—2, 1, 5).

Sol. 8x+z4+ 11 =0,y =

(b) alapardbola z = 2x — 3y? x = —2 en el punto(—2, 1, 5). Sol. 6y +1—11 =0, x =—2
(¢) alahipérbolaz = 2x* — 3y?, z = Senel punto(—2, 1, 5). Sol. 4x 3y +5=0,2=5
Demostrar que las tresrectasestan stuadasen el plano 8x teptzts=o.

otz 2z
Hallar —, _&z Kics en las funcionessiguientes:

ox*’ oxdy’ dyox’' o’

. atz _ ¥z ’z 'z _
(a) z = —Bzy ¢ SO"&:: =4 dr dy dy ox = -5 y* = 2

- __¥ Pz _ 6y a’z=a'z=<i_1 o’z _ 6
(b) 2 yad oy~ Sol. 5z ' a-ay dy dx 2\ v/ oy ¥

_ 2%z ’z 9%z
(e) z = sen3x cosdy Sol. 773 = —9z, oy - dyex = —12cos3z sendy, z;z — —162

— Y &z _ — 3%z _ _ 2xy 2 _ 9§z _ -2
(d) z = arctag x Sol. Py ay* @ Ty axay dy oz (x* 1 ?)?

: xy 9%z 9%z %z
a) S z=-—-""-—,demodrar que '——,+2 + i<, =0,
@ S7=375 uex o T 2 3X3y Y o
81z
) Sz=e¥cosPyyp = +a, demostrarque—gf, +“ayr =0.
0%z otz oz
© Sz=e'(Genx T cosy), demodtrar que 5= Ero + = B
. o ot o?

(d) S z=senaxsenby sen krv/a® + b% demodrar que 8; = K? 3; + 8;; %

2a(v — b) — (p + a/v)v? v’

p _
- v} (v — b) ’

ov

v _
at

(p+ a/v¥)v® — 2a(v—1>)’

. En la férmula de los gases reales (p + %) (v—b) = ¢t, sendoa, b y c constantes, demaostrar que

at _
ap

= ()66 - -



Capitulo 57

Diferenciales y derivadas totales

DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la funcién y = f(x) de una sola variable
independiente, segin vimos en el Capitulo 23, vienen dadas por

de = ax, dy = f'(x)dzx = Z_de

Consideremos la funcion z = f(x, y) de las dos variables indepecdientes x ey, y sean dx = Ax
y dy = Ay. Al variar X permaneciendo constante y, z resulta una funcion de x solamente y la dife-

. . . 0 .
rencial parcial de z con respecto a X sera d,z = fi(x, y)dx = a—i dx. Andlogamente, la diferencial

parcial de z con respecto a y viene dada por d,z = f(x, y)dy = % dy. Pues bien, la diferencial to-
tal de z es la suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir,

- g B
dz = axdx +aydy (1)
Para una funcion w = F(x, y, z, . . . t), la diferencia total dw se define por
_dw g hw dw W :
dw = axd:z:-!—aydy-i-azder +atdt (1)

(Ver Problemas 1-2)

Como ocurre con las funciones de una sola variable, la diferencia total de unafuncién de varias
variab’=s es un valor muy proximo al incremento total de la funcion cuando las variables indepen-
dient. experimentan un incremento pequefio.

Ejemplo:
oz oz . . f{ z-Ay Ax-Ay
Sea z = xy; dz = P dx t y dy:ydx+xdy; S se incre-

mentan xey en Ax = dx e Ay = dy, respectivamente, el incremento
Az de z sera

Az

(z + Ax)(y + Ay) — zy
x Ay + y Ax + Ax Ay .4 z-¥ ¥-Ax
zdy + ydz + dedy

En la Fig. 57-1, se hace una interpretacion geométrica. Conp
se puede observar, dzy 4z difieren en un rectingulode area 4x dy
= dx dy. x Az
(Ver Problemas 3-9.) Fig.57-1

([T

DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z = f{(x, y) una funcién continua de las
variables X, y con derivadas parciales, ¢z/¢x y dz/dy, continuasy x e y funciones derivablesx = g(1),
y = h(t) de una variable t; en estas condiciones, z es una funcién de t y su derivada total, dz/dt,
con respecto a t viene dada por

dz 0z dx az dy @)

dt ~ oxdt ' aydt
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Andogamente, sea w = f(x, Y, z,...) una funcion continua de las variables x,y, z, ..., con
derivadas parciaes continuas, y X,Y, z,. .., funciones derivables de una variable t; la derivada
total de w con respecto a t viene dada por

dw _ dwdy | dwdy  odwdz 4 (2)
dt —  odx dt oy dt oz dt

(Ver problemas 10-16)

S z = f(x,y) es una funcidn continua de las variables x ey y sus derivadas parciaes ozfox
y 0z/dy son continuas, y x ey son, a su vez, funciones continuas, x = g(r, s), y = h(r, ), de las
variables independientesr y s, z es una funcion de ¢, siendo

0z _ 0z0x 929y 9z _ ozox 029y (9)
o = ozxér "ayar Y s  dzads | dyads
Anadogamente, s w = f(x,Y, z,...) €s una funcion continua de n variables x,y, z, ...y 95
derivadas parciaes éw/ox, dw/dy, dw[dz, ..., Yy X, Y, z, ... SON funciones continuas de m vaiables
independientesr, s, t, . . ., tendremos
w _ dwer  swdy  swer
ar — dx or oy or 0z or @)
w _ awdr  dwdy  awéz . | g
as or 08 dYy 0s 9z 08

(Ver problemas 17-19)

Problemas resueltos
Hallar |a diferencial total en los problemas 1-2.

1.z = z% + xy? + zy’.

oz _ e 9 ot gt gy
T 33Xy € 2xy? T 3, oy x* T 22% T 3y
Por tanto dz = ;—de+ g—;dy = (3x’y+2syp+y°)dx + (:3+2sgy+3xy’)dy
.2, 7z = xseny — ysenxX.
g% = seny — ycossS, g_\z( = zcosy — Senx
Por tanto dz = —g;::dx'l'ggdy = (seny—ycosx)dx+ (x cos y — senz) dy

3. Comparardz y Azenlafuncién z = x? + 20y — 3y8.

az 0z
il 2x + 2y, M = 2x — 6y, dz = 2(x+y)dx + 2(x — 3y) dy

Az [t dey T 2z T de)y T dy) - 8w T dy)] _ (22t 22y — 3%
2 +y)dx T 2z — 3y dy + (d2) + 2dxdy — 3(dy)

Asi, pues.dz y dzdifierenen {dx)® + 2 dx dy — 3(@y)*.

4. Hallar un valor aproximado del 4rea de Un rectangulo de dimensiones 35,02 por 24.97 unidades.

24 et 04
ax

Llamando x e y a loslados del rectangulo. el areaesA = xy, con locual d4 = 2y dy =y dx+ xdy

Para x = 35,dx =0,02,y=25dy =—0,03, resulta A =3 x 25 =875 y dA4 = 25(0,02) + 35(—0,03) —0,55
El 4rea es, aproximadamente, A + a4 = 874,45 unidades de superficie.
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5. Hallar, aproximadamente, la variacion de longitud que experimenta la hipotenusa de un triangulo regténetgulo cuyos
catetos miden 6 y 8 centimetros, cuandoel primerose alarga } centimetrosy el segundo lo haceen § centimetros.

Sean X, y. z |os catetos menor, mayor y la hipotenusa dd tridngulo, respectivamente. Tendremos
_ ST 9% _ x 9z _ Y - 9z . 0z _a:d:c+ dy
z =Ty, dx ,/xz_*_yz' Yy ‘/xz+y2’ dz = ax dz aydy_ W
6(1/4) + 8(—1/8)
Vet B

Parax =6,y = 8 dx = 1/4, ydy = —1/8, dedondedz = = 1/20cm. Por tanto, la hipotenusa s

darga aproximadamente 1/20 centimetros.

6. La potencia calorifica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P = E% R vatios. Siendo E = 200 voltios
y R= 8 ohmios, hdlar la disminucién que experimentala potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R 10 hace en

0,2 ohmios. P 26 0P _ B . _ % . E
3E ~ R' R~ o, ) R
ParaE= 200, R = 8, dE = -5, ydR = —0,2, por tanto,
2
P = 2'8200 (—5) — <¥> (—0,2) = -250 t 125 = -125 watts

La potencia disminuye gproximadamente125 vatios.

7. Al medir un blogueparalelepipédico de madera, han resultado, parasus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centimetros
con un error probablede 0,05 centimetrosen cada una. Hallar, aproximadamente, el méximoerror que se puede cometer
a evaluar € area total dd blogue y el porcentaje de error respecto del area como consecuencia de los erroresen las

medidas individuales.
El reatota esS= 2(xy T yz * 2x); luego
(=) aS [23)
dS = iz ds+ bl dy + 32 dz = 2(y+z)d:l: + 2(z + z) dy + 2(y+x)dz
El méximoerror en Stendra lugar cuandoloserroresen laslongitudessean del mismo signo, por gemplo, positivos.
ds = 2012 T 20)(0,05) T 2¢10 + 20)(0,05) T 212 T 10)0,05) = 8,4 cm®
B porcentgjedeerror es(errot/area)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 ;.

8 EnlaformulaR = E/C, halarel error méximoy el porcentgjedeerror si C = 20con Unerror probablede0,1 y E = 120
con un error probablede 0,05.

_ R 3R _ 1. _E
dR = Zp dE+ z5dC = ZdE - &dC
El error maximo se dara cuando d€ = 0,05 y dC = —0,1; luego
dR = 05())5 - %(—0,1) = 0,0325 es gproximadamenteel error miximo

El porcentgjedeerror es %& (100) = (%325 (100) = 0,40625 = 041 ?.

9. Dosladosde un tridngulo miden 150 y 200 metros ?/ el dngulo queforman esde 60°, Sabiendoqueloserrores probables
en la medicién son de 0,2 metrosen la medida de [os lados y de 1° en la del éngulo, hallar el méximo error probable
que se puede cometer al evaluar su 4rea.

A = dxysen 0, d4/3x = §ysen b, 34/ 9y = }xsen B, 24/ 20 = §xycosb
y dA=§yscn0dx+{xsen0dy+§xycosedﬂ
Parax = 150,y = 200, 6§ = 60°% dx = 0,2, dy = 0,2, y d8 = 1° = =/180, luego
dA = $(200)(sen 60°)(0,2) + $(150)(sen 60°)(0,2) + $(150)(200)(cos 60°)(n/180) = 161,21 m?,

10. Halar dz/dt, sendo z = x* + 3xy + 5y'; x =sent,y =cos t.
oz _ 2 _ a4 o F & _
ax—z.r+3y,-37—3x 10y, T = cos {, ar = —sen t
dz oz dx oz dy

luego 7=_a?7{+WE=(Zx+3y)°°s'_(3x+loy)s°“'
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11. Hallar dz/dt, siendo: z =In(x* 4 »%); x =e~', y = e'.
9z __ 2=z dz _ 2y dx - dy _

= I =S =Saay gy = e, ey =
iz 2ty Yy '+ y dt dt
dz _ dzdx  dzdy _ et 2y 6 _ ol —xze!
Luego dt ~ odxdt  aydt x’+y’( e ,(e) S =+

12. Sea z = f(x,») una funcién continua de x ¢ y cuyas derivadas parciales, 9z/dx y 2z/ dy, son continuas, y sea y una
funcién derivable de x. En estas condiciones, z es una funcién derivable de x y, segiin (2),

dz _ 3f dx  3f dy _ o , o dy

dz ~ 9x dx ' oy dx = ox ' oy dz
Hemos puesto f en lugar de z, para evitar la confusién entre dz/dx y 0z/ 9x en la misma expresién.

13. Hallar dz/dx, siendo: z = f(x, y) = x? + 2xy + 48, y = e**.
E = i a—f_ . idl — ax = =
= = 3z + wdx (2z + 2y) + (22 + 8y)ae* = 2(z+y) + 2a(x + 4y)e
14. Hallar (a) dz/dx y (b) dz/dy, siendo: z =f(x,») =xy* + x%, y =Inx,

(a) En este caso x es la variable independiente.

dz _ of | o dy _ a1} = :

dz = ax+ y dz - (¥ + 2xy) + 22y + =% z) = ¥ + 2xy + 2y + 2
(b) Aqui y es la variable independiente.

9z _ 9f dz + of = (y+2zy)x + 2xy+2') = =zy* + 22y + 22y + 2°

dy ox dy dy

15. La altura de un cono recto circular mide 15 centimetros y disminuye a razén de
0,2 centimetros cada minuto. El radio de la base mide 10 centimetros y disminuye
a razon de 0,3 centimetros cada minuto. Hallar la variacién de volumen que expe-
rimenta en la unidad de tiempo.

Sea x = radio e y = altura del cono. De ¥ = {nxty, tomando a x ¢ y como
funciones del tiempo ¢,

dv aVdx | aVdy 1 ( dy)

il + =5 = 2a:y = gt =
dt bz dt T 3y dt 37 dt dt Fig. 57-2
321015+ (—0,3) + 108+ (0,2)] = —707/3 cm?*/min.

16. Un punto P se mueve a lo largo de la curva de interseccién del parabolonde 16 ): = z y del cilindro x* + y* = 8§,

en donde x, y y z se expresan en centimetros. Si x aumenta a razén de 0,2 centimetros por minuto, hallar la variacion
de z en la unidad de tiempo cuando x = 2.

x? » dz 0z dx oz dy x dx 2y dy

Dez=F%—% T ma T aA-sTa S d
Como x*+ yt=35, y= 41 parax=2;también,x%+y%=0.
dy *odx dz 2 5 .
Para y = 1, — —; i (02)——-04y-d7 ?(02)— (—-04) 36cm/mm.
dy  x dx _ dz 2 2 _ 3 .
Para y = —1, x-Sy E =04y v i ?(0,2)—3(—1)(0,4) = igcmjtmn.
17. Hallar 3z/dr y 92/ s, siendo: z=x'+ xy+ )y, x=2r+ 5, y =r—2s.
ar _ 81 _ Sngs L Sy LI
az—zxﬂf. ay~x+2u. 3_1'—2' ae-—l, ar—l, 3 2
dz aza:!: 9z @
Lucgo w S maty o= @@+ (z+20) = b2+ 4y
a
y Z = ZULEY _ et + A2 = 3y

a8 dxr ds  dy 98
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a du o .
18. Hallar 3_‘9" a—:,; a—;, siendo: u:X2+2y’+22', X=psenficos8 y=psenfsen8 : =gpgcosf.
) da 9 v
du _ Awdr  Awdy_ pudz - 5 snfcosb +4ysonfsen 6 + 4z cos f
dp dxrdp Ay dp 9z Ip
e dw gz 40u Yy 4 u 9z _ .
ap a7 a8 3y o8 28 2x pcosficos 6 + dyocosfsen b —4zos:nf
| 21 @etay - -
aTI_l = ? & otz = —2xosenfsen 0T 4yosenpfcos0
dé axae dy ae dz ae

19. Halar du/dx, siendo: u=/f(x,y, 2) = xy + yz + zx, Yy = 1/x, z = x%,

Aplicando (37,
di _ af dy | af dz _ _1 _ _ztz
iz = ar+5§ o T 3 = = (y+z)+(a:+z)< x,>+(y+x)2x = y+z+2zx+y) o

20. Sea z = f{x,y) una funcion continua de x ey, cuyas primeras derivadas parciales son @z/éx y 8z/dy. Deducir la
expresion

(A) Az = g—zA + —I—I-Ay + ¢, Az + A4y

endondee, y ¢, — 0 cuando Ax e Ay -0
Cuando x e y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento experimentado por z vale

(i) az = f(zZFaz, y+Ay) — flz,y)
[fl+ax, y+ay) — f(x, ytay)] + [flx, y+8y) — f(z.9)]

En la primera expresion entre corchetes, la Unica variable es x, y en la segunda, solo varia'y. Aplicando a cada uno
deellosel teorema del valor medio [(V) del Capitulo 21]:

Il

(ii) f(z+ax, y T Ay) — f(z, ytAy) = Az-felx to,az, y Ay

(iii) f(x, y+Ay) = flz,y) = By-filx, ¥+ 0,5y)

siendo 0 < 8, <1y 0 < 6 < 1. Obsérvese que aqui las derivadas consideradas son derivadas parciales.
Como @&zf/éx = f{x,y) y &z]dy = fi{x,y) son, por hipdtesis, funciones continuas de x ey,

lim f.(xt oz, ytay) = fu(z,y) y Jim fy(z, v + 022y) = fy(z,¥)

Ar—0
Ay —0 Av- O

Luego fo@tedx, ytay = fux,y)t e, HEv+6,89) = filx,y) + e
donde ¢, =0y ¢, — O cuando Ax e Ay -» Q.
Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (i), resulta:

Az {f<(x,y) + ¢} Az + {fy(x,y) + ¢} Ay

f«(x, )2 + fi(x,¥) Ay + ¢, AZ + € 8Y

Obsérvese que la diferencial total, 4z, es un valor muy préximo al del incremento total, Az, cuando 14x] y 14yl
sean muy pequeilos.
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Problemas propuestos
Hallar la diferencia total de:
(@) z = 2yt 22y Sol. dz = (3z* t 2y2)ydx T (2* +6y?)zdy
(b) e = arc tag y/= Sol. do = %‘3’,“
{c) z = e ¥ Sol. dz = 2z(zdz — ydy)
— s s _ Y(ydx — zdy)
(d) z = =(2®+ y*) Y Sol. dz = (@ T H™"

La frecuenciafundamental de vibracién de un hiloo una varillade seccion circular sometidosa unatensidn 7 viene dada

por n = 2ril TT; siendo! la longitud, r el radio y 4 la densidad. Calcular. aproximadamente, la variacién de la

frecuencia, cuando (a) / aumenta en dl, (6) T aumenta en d7, (c) { y T se modifican, simultaneamente, en las cantida-
des citadas.

Sol. () - di, (b) grdT, (c) n<— #+ %;;)

Hallar. medianteel célculo diferencial:
(@ el volumen de un prismarecto de base cuadrada de lado 8,005 y de altura 9,996 centimetros.  Sol. 640,544 cm?®.
(b) ladiagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m

Calcular, aproximadamente, el maximoerror probabley e porcentajede error cuando se halla z mediantelas férmulas:

(@ z=nrth; r=540,05 h=12+01 Sol. 8,57; 28%
(b) Yz=1/f+1/g; f=4+001. g =8+ 0,02 Sol. 0,0867; 0,25 %
© z=yx;x=18+01, y=244+0,1. Sol. 0,13; 10%

Calcular, aproximadamente, el méximo porcentajedeerror en:
(a) w = v/g/b sabiendo queel error probableen lamedidadegesdel 1%, y el correspondienteen lamedidade b, 3 %

_ gy 20 _1(dg_db
Ind. Ine = §(Ing — Inb); " —S(g 'b_>'

(b) g = 2s/¢* sabiendo que el error probableen lamedidade sesdel 19, y e dela medidadet, del } %.
Sol. 0,015.

i
“;_-‘7 = 0,01, dTbl = 0,005. Sol. 0,005

Hallar du/dt, siendo:
(@ u=x}*, x =28, y=3 Sol. xyt(2yt T 3x).
() U=xcosy 4+ ysenX, x =5en 2, y = cos 2.
Sol. 2(cos y + y cos X) cos 2 — 2(—x sen y + sen x) sen 2t.
(© u=xy + yz + zx, x=el, y=e', z=e'+ e Sol. (x + 2y+ et — (2x +y + e~

En un instante dado, € radio de un cilindro recto circular mide & centitnetros y auntenta arazén de 0,2 centimetros por
segundo, mientras que su altura, que mide 8 ffintimetros, disminuye a razon de 04 ¢entimetros por segundo. Hallar fa
variacién, con respecto al tiempo, del (a) volumen, {¢) rea total, en el instante considerado.

Sol. (a) 4,87z cm?fs, (b) 3,27 cin?/s.

Una particula se mu_?/e en un plano de forma que su abscisay su ordenada vienen dadas, en funcion del tiempo, por
x=2+ 3, y=1 T4 en donde x e y se expresan en metros y ¢ en minutos. Hallar la variacion de la distancia a

origen en la unidad de tiempoen € instante t = 1. Sol. 5/4/2 m/min.
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de interseccion de la superficie x? + 3xp + 3y — 22 con o plano

3L

32

33.

34

35.

X=—2y T4 =0. Cuando x = 2 y aumenta a razén de 3 unidades por sggundo hallar (u) la variacién de y en la uni-

dad de tiempo, (b)la variacion de zen la unidad de tiempo, (c) la velocidad del punto movil.

Sol. (a) inc. 3/2 unidades/seg. (b) inc. 75/14 unidadesfseg. en (2,3,7) y dec. 75/14 unidadesfseg en (2,3, —7),
(¢) 6,3 unidades/seg

Hallar 9zfés y &zf ét, sSiendo:

(@ z=x*—2)", x =3+ 21,y =3s—2t.

® :=x2t 3yt x =senstcost, y=sens
© z=x’+2y’,x=e‘—e‘,y=e'+e'.

Sol. 6(x —2y), 4x + 2y)
Sol, 5(x + y)coss, (x —y)sent
Sol. 2(x + 2y)et, 2(2y — x)e’

—cost.

@ z=sen@xt 5), x=s+1t, y=s—t. Sol. 9cos (Ax T 53), —cos (4x T Sy)
(e) z= e, X =s* + 2st, y = 2st + tU. Sol. 2¢™ {tx + (s T )y},
227 {s T Ox T sy}
@ S u="f(x,») yx=rcos8, y=rsens, demostrarque
2
on 1 /ou
&) &) = G) 33
(b) S U=f(x,y) y x =rcoshs, y = rsenhs, demostrar que
G -G = G-+
. asz 1 _2%
(a) Siz="f(x+ ay) T g(x— ay),demostrar que 5.5~ = o -

Ind. Hacer z:f(u)+g(v), u= x+ay, V= X—ay.

2 2
(b S z=x"f (%) demostrar que x —a—i— +y T; = nz.
© S z=f(x,y), x =g, y = k), demostrar que si & cumplen las condicionesde continuidad (Pég. 259).
2
ﬁ = fulg? T 2fug' T 0y T g £

(d) S z=f(x,y), x = g(r,9, Y = kr, s), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad

2

= Jul@F + 2aphe + fuh) + frgn + fihe
2

ai;s = f::g'gl + f:u(g'h'+0-hv) + fﬂvhvh. + fzgn + fyhy.
2

aan = fSS(gﬂ)a + 2f:yg.vhl + fy)’(hl)2 + f:gn + fyhn

Una funci6n, f(x, y), es homogénea de orden n, si f(tx, ty) = t f(x,y). [Por gemplo,f(x, y) = x* + 2xy + 3y* eshomo-
génea de segundo orden: flx,y) = xseny/x + y cos y/x eshomogénea de primer orden.} Derivar f(tx, ty) =t"f(x, y)
con respecto a t, y sustituir t por 1 para demostrar que xf. T yf, = nf. Comprobar esta férmula aplicandola a las
funciones de los dos gemplos. Véase, también, el Problema 32 (5).

ov ou

S z=4(u,v) sendo u=/f(x,y) y v=g(xY),ys 2—: =2 V% =—§’ demostrar que
Fu  Pu _ ow a’ _
O I =
¥y e _ FE
) 5+ 5 = Kr) (% >} ")

Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las formulas de derivacion (2)y (3). Ind. Parala(2), dividir por 4.



Capitulo 58

Funciones implicitas

LA DERIVADA de unafuncién de una variable, definidaimplicitamentemediante unarelacionf(x, y) = 0
e tratd en el Capitulo 6. Ahora, vamos a enunciar Sin demostracion, |os teoremas siguientes:

I. S f(x,y) es continua en una region del plano que contiene a un punto (x,, y,) para el cual
f(xoy0) = O, las derivadas parciaes dffox y 9ffdy son continuas en dicha region y offoy # O
en (x, Y,), existe un intervalo en torno de (x,,y,) en € que S puede despgjar y de la ecua-
cion f(x,y) = Q siendo y una funcion continua y derivable con respecto a x: y = ¢(x) con

d; of|o
Yo = cﬁ(xo)yd—'l; = — '“_“aﬁa:-

En € caso de tres variables, s verifica

(Ver Problemas 1-3)

II. S f(x,y, z) es continua en una regién del plano que contiene a un punto (x,, Y, z,)} para €
oF OF oF
x’ ov’ oz

oFfoz # 0 en(x,, Y, Z,), €Xiste un intervalo en torno de (x,, Y, z,) en € que se puede despe-
jar z de la ecuacién F(x,y, z) = Q siendo z una funcion continua y derivable de x ey:

cua F(x,, Y, z,} = Q lasderivadas parciales —— son continuas en dicha regién, y

oz oF[ox o0z OF |0y
z=¢(x,y) CON 2y = P(%5, ) ¥ 55 = — oFjoz’ oy oFjez

(Ver Problemas 4-5.)

III. S f(x,y,u V) Yy g(x,Y, U, V) son continuas en una region que contiene a punto (x,, Y, U, Vo)
para e cua f(xg, Yy U, %) =0y g(xp Y U, v) =0, y las primeras derivadas parciales

def y g son continuas en dicha regién, y s en (xp Y, U, ¥) € determinante

ofjou oflév|
— |og/ou 8g/8v|
S(x, y,u,v) =0y g(x,y, u, V) = 0 s puede despgjar uy v como funciones continuas y deri-
vablesde x ey: u=¢(x,y), v=19(x,y). S en € punto (x4 Y, U, Vo €l determinante

# 0, existe un intervalo en torno de (x,, ¥, U, v) en € que del sistema

(f’ ) # Q existe un intervalo en torno de (x,, Y, 4, v,) €n € que del sistema f(x,y, u,

V) = O y g(x,y, u V) = 0 se puede despgjar x e y como funciones continuas y derivables de
uy vi x =h(u, v), y = k(u, V.
(Ver Problemas 6-7.)

Problemas resudtos

1. Aplicando el teorema I, demostrar que x2 + y2— 13 = 0 define a y como funcién derivable de x en un intervalo del
punto (2, 3) que no comprenda a ningln punto del geX. Hallar la derivada en dicho punto.

Sea f(x,y) = x* + »* — 13. Tendremos, f(2, 3) = 0, mientrasqueen el intervalo de (2, 3) anterior, la funcion esta
definida, sus derivadas parciales éff éx = 2x y &f/ &y = 2y son continuas y &ff &y 0. Por consiguiente,
af | of dy dy _ aflox x

2
artay'ar =0 Y @ T Togey T Ty T T3 @Y
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Y s = of o dy af] ox Y
2. Halar &’ siendo f(x,y) =y2t xy =12 = 0. * ay=3y'+x,y A S A
3. Ha”ar dy/dx, Sendo ezseny + ersenx = 1
A > +
Haciendof (x,y) — esseny + evsenx — 1. Tenemos & - — 1% _ __ e°seny T evcosx

dx off oy e*cosy T e?senx "
4. Hallar azfax y @zf ay, Sendo F(x,y, z) = x? + 3xy — 2y + 31z +2-0

Tomando z como una funcién de x e y definida por la relacibn y derivando parciamentecon respectoa x y de
NnUevo con respecto a y, tenemos

. oF F 9z _ 9z _
(i) S + %z ox (2x +3y+32) + (3x+2z)£ =0 y
. aF | OF 8z _ az
(I I) oy + 3_2_ (ﬁ = (8x— 4y) + (3xz+ 22) 3—1-/— = 0
® x 33: F2 0, T 3F/az 3z T 2z

5 Hallar 3z/8x y 9z/@y, Sendosenxy T senyz T senzy =1
Sea F(x,y, z) = snxy T snyz T sen 2x — 1; tendremos

oF _ + oF _ + oF _ +
3z — YCoszy T zecoszy, T = zecoszy T zeosyz, - ycosyz T z coszx
y
9z _ _4F/dx _ _ ycosxzy + zcoszx 8z _ __dFfy — _ xcoszy + zcosyz
dx = 9F/oz =  ycosyz+ xcoszx’® dy = oF/dz ycosyz T x coszx

6. S uy v sedefinen como funcionesde x e y por las ecuaciones

flx,y,u,v) = 2+ y*+2uv = 0, g, y,u,v) = L—xy+y*+u?+v* = 0,
hallar (i) oufdx, dv/dx y (i) ou/oy, ov/ay.

(i) Derivandof y g parciaimente con respecto a x, tenemos

1+2—+2—=0y2x— y+2u +2v =0
Despgjando g—; y g—; del sistema de ecuaciones
du _ v+ uy—2x v _ v2r—y)—u
oz . 2uP—vY) y oz 2 —)

(iiy Derivandofy g parcialmente con respecto ay, tenemos

2y+2v—+2u@:0 y —x+2y+2u—+2‘-_’7=0
—2)+2vy av _ v(2y—2z)— 2uy
L 0 ﬂz u(x Y d
v dy 2(ut —v") Y dy — 2(ut — v)
7. Sendow—wt2xt3y=0ywtx— y=0 hdlar (a) a“' v ou o ox dy ax 9y

ax’ oy’ oy’ YO 5 o oy av
(a) Aqui x ey seconsideran como variablesindependientes.

Derivando las ecuaciones dadas parcialmente con respectoa x:
du ou dv

2u3x 2—+2=0 y v5+uax+1=0
Resolviendod sist d . bt ou  u+tv d _ _v—u
€0l VIeNndo el SStema de ecuaciones, O enemosa = T.'.T y ox T‘W
Derivando, las ecuaciones dadas parcialmente con respecto ag
u ou av .
u— — 2v— + 3 =0 y + uss — 1 =0
ay y

au 2v — 3u v 2u + 3v
Resolviendo & sistema. obtenemos =2t Y oy " 2w
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(b) Aqui u y v s consideran como variables independientes.
Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a u!

ay ﬁl.. = ar)
i 9y _ v+ 9% _dy _ g 9z _ _2ut3y y = = 2(v=u)
2"+2/8 +35 =07 ou  du Luego 5y 8 u 6
Derivando | as ecuaciones dadas, parcialmente, con respectoa v
- 9% | 49y _ 9x 9y _ 9z _ 2v—3u Y _ 2utv)
2”+2av+3av—0y“ o av_o. Luego 3 = 5 y w5
Problemas propuestos

8 Hallar d¢y/dx, sendo:
(@) x’—x'y+xy'—y =1 ) xy —e*seny =0 () In(x*+ y» —arctagy/x =0

~2zy + o* (b) e*seny — ¥ (©) 22+ y

Sol. (a) z—2zy+3y x—e“cosy x—2y

9 Hadlar dzfdx y 9zf 3y, siendo:

= —3z _ 4y

(@) 8z*T 4y — 622 = 60 Sol. oz/ez =4E, aaloy = o
_ 9z _ _ xty+4dz 8z _ _ zty+2
(b) z'+y‘ +z’+2zy+4yz+82x—20 Sol. o = dxt2y vz oy - Azt oy +az

Sol. & _£_ 92_ 3
S 1—-22° 3y 1-—22 +
oz 2z 92 _ —e sen(yT2)
d = o= Sol. 3z = -,
(d) 2 = e cos(y+2) 92— 1+ e*sen(y+2)’ 9y 1+ e*sen(y+2)

(¢) z+3y+2z2=1Inz

(e) sa (x y)+sen(y+z)+sen(z x)—l

az = —cos(zT ;g m — tos(@Ty) Teos(yt2
eos(y )’ ay cos(YT2z) T cos(zT z)
10. Hallar las primerasy segundas derivadas parciales de z, siendo: x2 toyrt 2x=1
Sol. 82 _ _xz+z 9z _ z ﬁ_x—y+22 'z _ :z:+22 az _ 2
TTTEEIYy YT Tzt T @) ay (@) oa =ty
11 9 Fx,y, z) = 0 demostrar que ai 9,02 _ A
dy 9z s
g4
o
12, 9z =f(x,y) vy glx,y) = O demostrar que & _ W y oz — Ly
dx fﬂ = a_g z,Y
oy ay
13. Sif(x,») = 0, y #(z, x) = 0, demostrar que 9/ ,9¢ 3y _ 9of 99
oy ox 0z dx 0%
14. Halar las primerasderivadasparciales deu y v conr oax.e ylasprlmerasderlvadasparmd&sdex eyoon
respecto auy v, sendo 2u—v+ x*+xy =90, u+ v+xy—y}/
L 0u v v 4y —z
Sol. o _tuz+dy, =Fee-y, P=gey-m, 5=
(23 dy—z oy _ y— 2z az 3z —2y dy _ —dx — By

v @' 22y — ")’ u 2z — 2xy — ¢’ v 2 —2zy—v")' ov 2z —2zy — o)

15 9 u==x+y +z,v=x‘+y‘+z‘,w=x‘+ya+28, demostrar que
oz _ yz v . __zte 8z 1
u  (@E—Y=—2) v 2z-—yy—2)’ w 3x—z}y—2)



Capitulo 59

Curvas y superficies en el espacio

TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA. Unacurvaen d espacio, seexpresaen forma para-
métrica mediante las ecuaciones

iaengente

xz=f(t), y=9(), z= h(t) (1) plano normal

La ecuacion de la tangente a la curva en el punto
Py(Xos Yo» 2) (determinado por t = ¢,) es

X — Zo Y —Yo zZ—2

dx dy  dz (2)
dt dt dt

y la ecuacién-del plano normal (pasa por P, y es per-
pendicular a la tangente) es

%(x—wo) + Z—g(y—yo) + g—:(z—zo) = 0 (39 Fig.59-1

En (2 y (3), las derivadas estén particularizadas en el punto P,.
(Ver Problemas 1-2)

PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPEHRH A E La ecuacién del plano tangente a la super-

ficie F(x, y, z) = 0 en uno de sus puntos Py(x,, ¥o, Zo) €S o
no!

%-I;(x—xo) + %%(y“yo) + g(z—%) =0 (4)

y la ecuacion de la normal
T — Zo Y — Yo zZ—20

oF 3F oF (5)
oz 3y 3z

Las derivadas parciales estan particularizadas en :
punto P,. (Fig. 59-2.) Fig.59-2
(Ver Problemas 3-9)

UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones

F(z,y,2) =0, G(z,v,2) = 0 (6)
T.as ecuaciones de la tangente a la curva en d punto Py(Xe, ¥os Zo) €8
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X — X _ Y — Yo _ 2—2
W aF|  aF oF| | [oF oF
ay oz 9z ox ox oy 7
| |6 | [ a
oy oz 9z ox o 3y

y la ecuacion del plano normal es

aF oF oF oF oF oF

d 0z 9z ox ox oy

y (@ — 20 + W) + | Y|e-2) = 0 8)
G 4G G oG

- = 5. 3o G afz

oy 9z 6z 9z ar oy

En (7) y (8), las derivadas parcialesestan particularizadasen el punto P,.
(Ver Problemas1011)

Problemas resudtos

1. Deducir las ecuaciones(2) y (3) de la tangente y del plano normal a la superficie x =f(r), y = &), z=h() en d
punto Pe(x, ¥e,2e) determinado por el vaor del parametro 1 = 1, (ver Fig. 59-1).

Sea Pyx, T A, y, + Ay, z, T Az) otro punto de la curva correspondienteal valor r = t, + 4r. Cuando P’y = P,
alolargo delacurva, lacuerda Py P’y tiende a la tangente en P, como posicion limite.

Las componentes de la cuerda P, P’y SON [ Ax, Ay, AZ]. Dividiendo cada una de ellas por el incremento del para-

Ax dy Az . . Ax dy A4z dx dy dz]
metro resulta, | ==, =2, == |. Ahora bien. cuando P Py, Ar>0y]| —— == —1-]|=, =, —1,que
a*[m ar’' A o Te yLAr J.T PR
serén las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en P,. Por tonsiguiente, [lamando P(x, y, z) un punto

gentrico de la tangente, [ Xx— xo, Y — ¥o, Z— 2] Seran lascomponentes del vector P, P. En resumen, la ecuacién de la
tangente pedida serd:

T—%oe _ Y — Yo — zZ— 20
defdt — dy/dt dz/dt

Sea R(x, Y, z) un punto gentrico del plano normal en P,; como Py Ry P, P son perpendiculares, la ecuacion del
plano normal en & punto P, es:

. d
(2‘%)%"' (y—m):é%'l' (Z—Zo)g% =0

2. Hallar lasecuacionesde |la tangentey del plano normal a:
(a) lacurva x=t, y=1r, z=rend punto r =1,
() lacurvax =¢r—2, y=3* + 1, z=2¢* enel punto donde corta a plano yz.
(a) Ene punto¢t=10sea(l,1,1), dx/dt =1, dy/dt =2r = 2, y dz/dr = 3¢* = 3. Aplicando (2), la ecuacion de la tan-
entees X1 _ 1 - 72—
g 1 =7 =
=x+2y+4+3z—6=0.

! y. aplicando (3), laecuacion del plano normal es(x — 1) + 25— Ht3z—0n

(b) Lacurvadada cortael planoyzen el puntoenel que x = +— 2 = 0, esdecir, en el puntor = 2, 0 sea(0, 13, 16).
., X — 13- 1— 16
En este punto, dx/dt = 1, dy/dt = 6t = 12, y dz/dt = 61 = 24. La ecuacion de la tangente es T= y T

y la ecuacion del plano normal es x + 12(y — 13) + 24(z — 16) = x T 12y + 24z — 540 = 0.
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3

Deducir lasecuaciones(4) y (5) del plano tangente y de la normal a la superficieF(x,y, z) = 0 en e punto Py(xe, o, zo)-
(Ver Fig. 59-2).

Sean x = f(1), y = g(t), z= K¢, |as ecuaciones paramétricas de una curva de la superficie F(x, y, z) = 0 que pasa
por el punto P,. En este punto tendremos:
oF d_x+aF dy+aF dz
6z dt oy dt dz dt
en donde las derivadas estan particularizadas en dicho punto P,.

dx dy dz

Esta relacion expresa que la recta que pasa por P, de componentes (i) [dr™ n les perpendicular a la recta

oF ©oF oF
ox’ 9y’ oz
a la curva situada en el plano tangente a la superficie. y las componentes (i) son las de la normal a la superficieen el
punto P. La ecuacién de esta normal es

que, pasando también por Py, tiene de component%(ii)[ ] Las componentes (i) pertenecen a la tangente

T—Zo _ Y — Yo = zZ— 20
aFfex ~— oF/dy oF [0z
y la ecuacién del plano tangente en P, es
aF oF oF _
35 (8~ %) ‘*"517(1/—110) +-a7(2 2) = 0

En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangentey dela normal a las superficiesdadas

en los puntos indicados.

4.

r=3rt2r—11;2,1,3).
PonemosF(x,y,z):3x’+2y’——z— 11 =0.En(,1, 3): F—éx—12 —4y=4,ya—F=—1.
ax ay oz
Laecuacion del plano tangente es 12(x — 2) + y—1)—(z—3)=0,0seal2x +4y —z=25.

La ecuacién de la normal es = 2_y—1 _z=3

2 4 & 4-°
F(z,y,2) = x’+3y’—4z’+3xy—10yz+4x—5z—22 =0; (1,—-2,1).
En (1,-2,1): "a—i =2zt3y+4 =0, ay =6yt3r—10z = 19, § "F =—8z-10y-5="1.

Laecuacién del plano tangente esO(x — 1) — 19(y + 2) + 1z — 1)=0,0sa19y — 7z +45=0.

X—l o y*2  Z— 1 ax=1,7p+192—5 =0.

L aecuacién dela norma es

0 —19 7
2 2 2
Demostrar que la ecuacién del plano tangentealasupen‘icie% - % — % = lenel punto Py(xe, Yo, Zo)
Xxo _ YYo Z2o0 1
at b ¢
. OF _2x¢ OF _ _2y0 OF _ —2%
Enpo'ﬂ_a’ﬁ_ b*’ 9z~
L. 2 2z
La ecuacion del plano tangente e 2‘“ 0 (2 = 2q) — bzf' = yo) — C_P"(z—zo) .

quescreducea ZE _ yus e _ Fe Vi % — 1 yaguep, perteneced lasupericie

a? b* ¢ a b &

Demostrar que las superficies

F(x,y,z) = x* + 4y — 422 — 4 =0yGx,vy,2) =x8 '|'y2 tr—6x—6yt 2+ 10 = 0 son tangentesen
el punto (2, 1, 1).

Tendremos que demastrar que las dos superficiestienen el mismo plano tangenteen el punto dado.

. aF aF aF
En(2,1,1): —_ — = _— = = _—= —fr = —
( ) = = 2% =4, 7 8y = 8, - 8z 8 ¥
80G _ 5 e G _ 5 ., 9 _
% =2x—6= -2, ay~2y 6 = —4, 7z =2z+2 = 4.

Como las componentes (4, 8, —8] y [—2, —4, 4] de las normales a las dos superficiesson proporcionales, ambas
tienen el mismo plano tangente,

1(x—2) + 2(y—1) —2z—1) = 0 s] x+2y—2z2 = 2
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Demostrar que las superficies F(x,y. 2) = xy +yz—4zx =0y Gx,y. 2) = 32— 5x + y = 0 <= cortan ortogonal-
mente en el punto(l, 2, 1).

Hemos de demostrar que los planos tangentes a |as superficies, en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares

En(l,z,l):g—f =y —dz =—2 %: =x+z=2,yi—i =y—4x =— Las componentes de la normal

aF(x,y,z) =0son [/, ni,, m,] = [1,—1, 1).

En(i, 2, 1): ’Z?G = —S,g—f =1,y % =6z =6. Las componentes de la norma a G(x,y,z) = 0 son

[’2; m!t "2] - [_sv la 6]-
como /yfy T mumy T mn, = 1(—5) +(—1) + 1(6) = Q dichas rectas son perpendiculares.

Demostrar que las superficiesF(x, y, z) = 3x° tay+85—3=0 y G(x,Y, z) = X? + 2y’ — 4z5— 6 = 0 = cortan
en angulo recto.

En un punto Py(xe, ¥, 2,) comin alas dos superficies:

2 2,
a—f = 6x,, f = 8y, a; = 16z,, ¥ {3%,, 470 82,] rON las componentes de la norma a la superficie en P,.

Andlogamente, (x, 2y,, —42,] son las componentes de la norma a G(x,y, z) = 0 en P,.
Como 8zo(ze) T dye(2ye) T 82e(—d20) = 32 + 8y; — 3222

- 2 _ _ —
dichas direcciones son perpendiculares. = 6@t 2y - 42) - @xf T et = 66) - 36 = 0,

Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal a la curva alabeada C: F(x,y,z) =0, G(x,y,2) =0
en uno de sus puntos Py(x,, Yo, 2,)-

N oF aF oF aG 3G 4G - :
En P, las direcciones [E' oy 5] [5:?’ L —a;:l son, respectivamente, perpendiculares a los
planos tangentes a las superficiesF(x, y, z2) = Oy G(x, y, z) = 0. Como la direccion

oFjay aF/az oF/az oF[ox oFlaz oF/oy ]

aG/oy 8Gloz 9G/oz 0G/ox aG/ox 0G/dy
es perpendicular a dichasdirecciones, serd la de la tangente a € en P,. Por tanto, la ecuacién dela tangente es

T — %o Y— Yo zZ2— 20

oF /oy oF/oz oF/oz oF/ax oF/ox oF /oy ‘
aG/oy 0G/oz aG/oz 0G/ax 0G/ax 9G/oy

y la ecuacién del plano normal es

oF/dx oF/oy
aG/9x aG/lay

oF/3z oF/ax
0G/az 9G/ox

oF/ay oF/az
3G/ay 98G/oz

(¥ — %) + (z—z) = 0

(:c-—xo) + i

Hallar |asecuacionesdelatangentey del plano normal alacurva xt + y° +=14x+ y + : = 6enel punto(l, 2, 3).
SeaFlx,y.2) =x*+ y*+ :*—14=0yG(x,y,2) =x+y+2z—6 =0.En(l,2,3):

a3y aFfaz 2y 2% 10
= = = --—2
aGlay aGfar 11 11 '
oF/3z aF/ax ¢ 2 oF/dx oF/dy |12 4 .
aGlez aGlex | 11| aGiex aGray | |1 1|
Como {1, —2, 1] son componentes de |a tangente, su ecuacién es-=X —1l _y—2_ -3 y la ecuacion del plano

1 2 1
normal es(x —1) —2(y—2)+(z—3) =x—2y t: =0
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x U.

14.

15

17.

18. (

20.

Problemas propuestos

Hallar |as ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadasen el punto indicado:

(a) z=2¢, y=#,2=¢; t=1 Sol. 2; 2_ y; 1 z;l; 2r+2y+32—9 =0
= ' = =1 = 2 y:_l_ .

() z=te, y=¢€, z=1t; t=0 Sol. 1 1 :'%'; z+y4+z—1=0

() x=1tcost, y=tsent, z=¢; t=0 Sol.. =z, y=0; x+z = 0

Demostrar que lascurvas (i) x =2 —t,y = —1/,z =20y (i) x = 1 + 8, y=sen8— 1,z =2cos § = cortan en
dngulo rectoen P(l,—1, 2). Obtener Iasecuamon%delatangentey del pIano normal a cada curvaen P.

z—=1 _ y+1 _ 2z-2,

Sol. (i) < =TT = x—y—4z+6 =0 (i) 2—y =2, 2=2; z+y =0

Demostrar que las tangentesa la hélicex = acost,y = asent, z = bt cortan al plano xy formando & mismo angulo.

Demostrar quela longitud delacurva(1l)desdeel puntot = ¢, hastael t = ¢, viene dada por

IR OROMOE

Calcular lalongitud de la hélice del Problema 14 desdet =0at =t,. Sol. va* + by,

"Hallar |as ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado:
(a) @*teyrtesr =5 32-2y-2=0; @1,1,1)

() 9z*+4y2—36z = 0, 32t ytz—22-1:0; (2-3,2 (c) 422 = xy, =ty = 82 (2,2,1)
Sol. (a) le :y;lzz_—gl; 22+ Ty—82—~1=20
(b)x‘2=z—_2, y+3=0, x+2z—4=0 (¢) x—2=y_;2’ z2—=1=0; z—y =0

1 1

Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficiesdadasen el punto indicado:

x—1 _y+2 _ z—38
(@) a*+y3t 2 = 14, (1,-2,3) Sol. z—2ytaz =14 - =L ==
®) 2+ +2 =% (2,91, 20) Sol. miz+yiy+zz = 1% x;—f‘ =—-—y;l"' =‘;—l"
(c) =T 22 =3y (2,-2,-2) Sol. zt3y—2z=0; Z?ZE%EJZL;
\ —_— e 1 - y+2 43
(d) 2x2+ 2eyty tz+1=0; (1,-2,-3) Sol. z-2y =1 z-1:0 L= —2H
(e) z==y; (3,—4,-12) Sol. 42—-3y+tz=12 “;3=y;*'34 __.2'*'112

(a) Demostri que I_E suma de los segmentos interceptados sobre |0s g es coordenados por el plano tangentea la super-
ficie x13 U2 T 212 — g en uno de sus puntosesigua aa.

(b) Demostrar que laraiz cuadrada de la sumade Ig,g cuadrados de los segmentos interceptados sobre |os ges coorde-
nados por el plano tangente a la superficie x¥3 3 + 2% = g%3 en uno de sus puntos es a.

Demostrar que ias superficiesdadas son tangentesen los puntos indicados:

@ ¥+y»t=18zxy=9, (3.3, 0).

B) ¥+ P+ —Bx—8y—Ga+24=0,x" 1+ I + 222 =9;(2, 1, 1).
Demostrar que |as superfisies dadas son perpendiculares en los puntas indicados:
(@) x*F 2yt —4zr =8 4xd —y2 + 220 = 14:(2,2, 1).

(b) x*+3* T8 =50, x* +ya_ 10z T 25 =0;(3, 4, 5).

Demostrar que cada una de |as superficies(i) 14x? T 11y* + 82* = 66, (ii) 3z* — 5x + y =0, iii) xy + yz — 4zx =0
es perpendicular a las otras dosen el punto (1, 2, 1).
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Derivadas segun una direccion

Maximos y minimos

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi-
ciez=f(x,y) Yy P(x,y, z) un punto de la misma. Tra-
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelosalos
coordenados x0z e yQOz, cortaran a la superficie segiin
las curvas PR y PS, y a plano xOy segln las rectas
P'M y PN.

Las derivadas parciales dz/ox y éz/oy particulari-
zadas en e punto P, o bien en P'(x, y), representan la
variacion de z = PP cuando permanecen constantes
y Y X respectivamente, es decir, la vanacibn de z segin
las direcciones de los ges x ey, 0 sea, las pendientes
de lascurvas PR y PSen el punto P.

Y )

Consideremos, ahora, un plano que pase por P
y sea perpendicular a plano xOy formando un an-
guo8cond dex. S PQyPL sonlasintersecciones & - ¢ 3
de este plano con la superficie, la derivada segun 1a di- ‘ M
reccidn 8 de f(x, y) en P (0 en P) viene dada por

Fig. 60-1
dz 0z 02
ds = a_xCOSH +a§$ng (1)
La derivada segun la direccion representala variacion de z = PP en la direccion de PL, esto es,
la pendiente de la curva PQ en P.

Laderivadasegin unadireccionen un punto Pesunafuncionde 8. Si existe una direccion seguin
la cual la derivadaen P tiene un méximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la
funcibn f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente mas inclinada que se puede
trazar a la superficie en & punto P.

(Ver Problemas 1-8)

Dada la funcion w = F(x, y, 2), la derivada en un punto P(x, Y, z) segin la direccion( a, 5, y),
viene dada por
dr
F %com + %cosﬁ + ‘;—fcos~, (@)

(Ve Problema 9.).

MAXIMOS Y MINIMOS. Supongamos que z = f{x, y) tiene un maximo (0 un minimo) en & punto
P(x,. Y., o). Cualquier plano que pase por £, y sea perpendicular d plano xQy, corta ala super-
ficie seglin una curva que tendra un N@&xi N@ (0 UN Minimo) en el punto P,, es decir, la derivada

o f

direccionala—xcos 8 + LA sen b, de z = f(x,y) debe ser igua a 0 en P, cualquiera que sea d
vaor de 8 Por tanto, en Py, dffox =0y éf]dy = O.
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Los puntos en los cuales z = f(x,y) tiene un maximo (0 un minimo) son aquellos (x,, y) en
los que se verifiquen simultaneamente |as ecuaciones &fjéx = 0 y #f/dy = 0. Veamos |os distintos
casos que se pueden presentar:

Supongamos que z = f(x, y) tengan primeray segunda derivadas parciales en una cierta region

en torno al punto en el que &fjex y dfjay son nulas. Si 4 = %y — AV <0
alp (x4, Yo» 29) EN €l Q [oxy of oy nulas. Si 4 = 2% Oy P 5

en P, z = f(x,y) tiene

un minimo relativo en P, S % :312 >0
y

un maximo relativo en P, si ;})Z + aa;fz <0
Si A >0, no habrd en Py ni maximo ni minimo; s A = O la naturaleza del punto critico P, es
indeterminada. (Ver Problemas 10-15.)

Problemas resudtos

1. Enla Fig. 60-1, sea P"’(x + Ax,y t Ay) un segundo punto de P'L, y representemospor Asla distancia PP'". Supo-
niendo que las primerasderivadas parcialesdez = f(x, y) sean continuas, segin el hoblema 20 del Capitulo 57, tendremos

P
Az = a:A + -'—-Ay + e bz + Ay

donde ¢, y ¢ — O cuando Ax y Ay — 0. Bl valor medio de la variacion de z entre los puntos P' y P*’ es

Az &zA dz A Ax
o= 2. ZL 2

-]
As a,x As ay As £z

As
9z
= ggcose + @ aysene + ¢ co0s.8 + e, Sene

siendo 8 e éangulo que la recta PP"* forma con el ge x. Ahora bien, como P* - P’ a lo largo de P'L, la variacidn
instantanea de z, es decir, la derivada direccional en P, es

dz _ oz 9z
s Ecoso + 3y 2 sene
2. Hallar laderivada de z = x* — 6yS en el punto P’(7,2) segun la direccion (a) 6 = 45°, (b) 6 = 135°.
La derivada en un punto P’(x, y) segln la direccion 6 es
dz 7 oz
PR —az—c os 0 + 3y sen § = .2xcos 80 — 12y sen @
(@ EnP’(7,2)enladireccion§ = 45°:  dzjds = 2 13v2) — 12°2(3V2) = —5v/2.
(b)) En P’(7,2) en la direccién 0 = 135°;  dz/ds = 2+ 1(—3V'2) — 12 2(3V2) = —19/2.

3. Cadcular laderivada de z = ye=en € punto P(0, 3) en ladireccién(a)f = 30°, (b) 0 = 120".
% = yercos 0 T ¢7sen 0

(@) Enel punto (0, 3) en ladireccion 8 = 30°:  de/ds = 313V D T 4 = 43V + 1.
(&) En sl punto (0, 3) en la direceidn 8 — 120"  dz/ds = 3+ 1(—4) + 33 = 1=3 + V)

4. Latemperatura T de un disco circular en uno de sus puntas (v, ¥) viene dada por T E,‘ii‘li
xt + ot +
de coordenadasel centradel disco. Hallar, en el punto(l, 2), la variacion d¢ 7 ¢on réspecto a s segun la direccion 8 = #/3,
T edem) o 64Ey)
d - @+ +2)2 (z*+y*+2)°

En e punto (1, 2) en ladireccién 8 = =/3: = 128 ( ) 256 ("F> ?1_3(1 +2V3).

sen @
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5. El potencia eléctrico Ven un punto (x,y) vienedado por V = Iny/x* 4+ ». Hallar lavariacién da V con respectoasen
el punto (3, 4) seguin la direccién del punto (2, 6).

dv X

Yy

& coset -2

= s yr O5C ity enf

ComoS%méngulodelxgundocuadrantetag8:6;4=—2 088 = — » ysenf = 2
2— 3 ' V5 VZ;

Por tanto. en (3, 4) en la direccién indicada, L A _ Y5
ds _ 3 (- L>+ 25(,\3,) 26
2B\ 5 yb
6. Calcular el gradientede la superficie dd Problema2 en € punto indicado.
En e punto(7, 2) en 1a direccién 8, dz/ds = 14 c0s 8 — 24 sen 8
Para hallar € vaor de 6§ parael cual - %mamma, tenemos —= T dz) = —14sen 0 —24cos 0 = 0.

Por tanto, tag 8 = —24114 = —12/7 y 8 es un angulo del segundo o del cuarto cuadrante. Si es del segundo cua-
drante, sen 8 = 12/4/193 y cos 8 = —7/4/193. Si fuera del cuarto, sen § = —12/4/193 y cos 8 = 7/4/193.
d? [ dz\ d

B s B (— 14 sen 8 — 24 cos 8) = — 14 cos 6 T 24 sen 8 es negativo para un angulo del cuarto

Como

cuadrante, el gradlentee; = 2 4/193 y ladirecdion es§ = 300° 15'.

(m)_ (_v—)

7. Halar € gradientede la superficie del Problema 3 en &l punto indicado.
En e punto (0, 3) en la direccion 8, dz/ds —3cos8 Tsn8g

Para hallar € valor de 8 parael cua E es maxima, tenemos-d— dz) — —3sen 0 + cos 6 =0
Luegotag8=1/3y 8 es un angulo del primeroo tercer cuadrante
2
Como ;Z, (Ez—) = E (—3senb + cos 8) = —3 ¢cos 8 — sen 8 es negativo para un angulo del primer cuadrante,
e rad|entees = 4/10 y ladireccion es8 = 18" 26'
: ~+(7a)* 7w

8. Enel Problemas, demostrar quela variacion del potencial Vcon respecto a s es maximaa lo large de rectas que pasan
por €l origen.

. ., dV . T Y1
En un punto(x,, yy en ladireccién 8, ds W cos ¢ + 2 Fy sen €.

0 tag 6 yl/(:t’, + 2/3) "
= 0, a = — = =,
Cuando s < > seno + + cos [ g Il/(xi F 7 xl

Por tanto. 8 esel angulode inclinaciénde la recta que uneel origen con el punto (x,, yp.

9. Hallar laderivadade F(x,y, z) = xy + 2%z — ya+ z®ene punto(l1,—2,1)alolargodelacurvax =ty =t —3,
z = * en ladireccidncrecientede z.

Las componentesde la tangentea la curvaen (1,--2, 1) son [1, 1, 2] y los cosenos directores
son [1/\/5. 116, 2/\/3]. La derivada en esa direccion es

il oF il S R I 1 106

gp CURW T L OO T CCNY = 0T

J
Ve Ve Ve 6
10. Hallar los maximos y minimosde f(x,y) = x* 4+ y3 — 4x + 6y + 25.
ciones L _sv—a_ov ¥ .
Las condiciones I x—4 =0y 3y

Como f(x,») = (*—4xtH T Gt 6 +9) + Z5—4—9=G—T T3 T12 esevidente que
f(2, — 3)= 12 es un minimo de lafuncion,

-2y +6 = Osesatisfacencuando & = 2, y = —.

Geométricamente, (2, —3, 12) esel minimo de la superficiez = x* + yd — 4x + 6y T 25.
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11 Hallar los méximos y minimos def (x,y) = x* T y2 + 3xy.

Las condiciones% =3pty)=0y % = 30**t x) = 0 = satisfacen cuando x = 0, y =0 y cuando
x=—1,y=—1,
' af _ _ of _ o _ _ o 2 of . o
En (0, O): axt x =0, oxoy 3 ot =6y =0. Luego( axay)_ ar 9> O,yen(O,o) no
hay mhximo ni minimo.
* *f of % Vo g . s _
En(—1,—1):55 = _G*Tay =3, i 6. Luego( x5 —ﬁ;ﬁ —gy{— =27 <0,y

2
%{ + %—yf,— < 0. Por tanto, f(—1, —1) = 1 esel mhximo de la funcion.

12, Dividir 120 en tres partes de manera que la suma de los productos tomados de dos en dos sea maxima.
Sean x,y y 120 — (x + y) las tres partes.
Tendremos que hallar el méximo deS = xy + x t »)120 — x — ).

% =y +(120—x—y)——(x+y) =120—2x—y, % =x+1200—x—y)—(x +y) =120— x— 2y.

Cuando % = % =0, tenemos2x Ty = 120y x + 2y = 120.

Luego x = 40,y = 40, 120 — (x T+ y) = 40 son las tres partes, y S= 3+ 40° = 4 800.
Para lasolucién 1,1, 118,S = 237; evidentemente, S = 4 800 esel valor mhximo.

13, Determinar el punto del plano 2x — yt+ 2z = 16 mas proximo al origen.

Sea(x, y, z) el punto buscado; el cuadrado desu distanciaal origenesD = x* + ya + 22 Como2x — y+ 2z = 16,
y=2x+2z2—16serd D = x* + 2x + 2z — 16)* + z%.

Las condiciones @Dfdx =2x T 4@2x + 22 —16) =0 y @D/éz = 4(2x + 22— 16) + 2z =0 son equivalentes
as5xT4z=32 4x T 5z2=32 y x =z = 32/9. Como sabemos que existe un punto para € cua D es minimo
(32/9, —16/9. 32/9) esel punto buscado.

14. Demostrar que el paralelepipedode érea total S constante de volumen ¥V méximo es un cubo.
Sean lasdimensionesx,y y z. Serda V= xyzy S = 2(xy + yz + zx).

De la segundaecuacion se despeja z y se sustituyeen la primera, con lo cual, resulta Ven funcion de x ey. Todavia
se puede resolver més facilmente, S se considera a z como una funcién de x ey. Tendremos

av dz v _ oz S _ _ oz a_z_>
e = vEt g, -517—:cz+xyay, ax—O—Z(y+z+zax+yax,
S _ o = oz 9z
o 0 = 2(x+z+:cay\+yay
i 8 +
Delasdosultlmasiz:_lﬂy_’:_ xTz
a~ xX+y ay xty

- av. x)y+2) oy aV _xx+z S0, — ) —
Luegolascondlcmn%—ax—_yz—x—“’-- yay xz X—H_Osereduoenay(z X) =0y

x¥(z — y)= 0. Por tanto, x =y = z, como queriamos demostrar.

15. Cadcular € volumen V del paralelepipedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el eipsoide

I!l yll I!l i
Sea P(x, ». 2) un vértice, en el primer octante. Tendremos Y = Bxaya.

Consideremas a : coma una funeidn, de las variables independientes x e y, dada por la ecuacién de! dipsoide.
Las condiciones necesarias para un maximo son;

3V Az v 92y -
5 8<yz + xya—i) = 0 y i 8<;cz + :cyay> =0 (1)
De la ecuacion del elipsoide obtenemos 22 + 22,3z _ y 2y +22 02 _

aF e Az b? ¢ oy
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16.

17.

19.

20.

21

22.

24.

40,

&7
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Eliminando dz/ éx y @z/ 8y entre estas relacionesy (/) obtenemos
e PRI AL G SR
y finalmente %: = %:—: %; : (2)

Combinando (2) con la ecuacibn del elipsoide llegamos a x = av/3/3, y = b4/3/3, y z = ¢V/3/3.
Luego V = 8xyz = (84/3/9)abc unidades de volumen.

Problemas propuestos

Hallar las derivadasde Iasfuncmnmsgment%en los puntosdadosy s_n lasdi reccmnw ndicadas: (a)z = x2 + xy Ty,
(3, D,0= #/3.(b)z=x*+ y2—3xy,(2,1),0=arc tag2/3.(c}z =y T x cos xy, (0, 0), 8 = 7/3.(d)z = 2x* + 3xy— ya,

(1, —1), en la direccién del punto (2, 1). Sal. (@) }(7 + 54/3), (b) 21v/13/13, (c) $(1 T /3), (@) 114/5/5.

Determinar el gradiente de.las funcionesdel Problema 16 en los puntos dados.

Sol. (a) v/74, (b) 34/10, (¢) v/2, (d) v/ 26.
Demostrar que el gradiente de V =1In VvV + y* del Problema 8 es wnstante a lo largo de un circulo x? + y2 =12,

Dada lasuperficiez = 8 — 4x2 = 2y?, hallar (a) ladireccién dela maxima pendienteen el punto(t, 1, 2) y () ladireccion
de la tangente a la curva de nivel z = constante. Obsérvese que ambas direcciones son perpendlculares
Sol. (a) arc tag &, tercer cuadrante; (b) arc tag —2.

Demostrar que la suma de los cuadrados de, las derivadasde z = f(x, y) en uno cualquierade sus puntcs y en dos direc-
ciones perpendiculares, esigud a cuadrado del gradiente.

Sean las funcionesz =f(x,y) y w = g(x,y) de forma que 6z/dx = ow/dy y 9z/0y = — ow/dx. Si 6, y 8 son dos
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera P(x,y), 0z/8s; = 0w/ ds, y 0z/ 05, = — ow/ 0s,.

Hallar Ia derivada de las funcmn%sg,:uentfen los puntos dados y en las dircccioncs indicadas:
@ xyz, (2,1, 3), [1,—2,2]. (b) x? ,» 1), en la direccion del punto (2,3,4). (c) x* +ya— 2z,
(1,32, alo Iargode x* "|' 2xz = 6 3x‘—y’ 3z = O en ladireccion crecientede z.

Sol. (a) 4713 (B) sv_ 147 () O

Hallar los midximos y minimos de lasfuncignes:

@ z=2Tdap—xt—p1—3 Sol. M&x. =2 parax =1,y =2

) z=x3+y'—3xy Sol. Min.=—1 paax =1,y =1

(c) z=x"|'2’.xy'|'2y2 Sol. Min.=0Oparax =0 y =0

d) z=x—»1—xy) Sol. No tiene max. ni min.

(e) z=2x*+y* + 6xy + 10x—6y + 5 Sol. No tiene méx. ni min.

() z=73x—3y— 2 —xyt + 2xty + 3 Sol. Min. = —4/6 para x = —/6/6, y = v/ 6/3;
mix. = 1/6 para x = V/6/6, y = —/6/3

(® z=xy2x+4y +1) Sol. Méx. = 1/216 para x = —1/6, y = —1/12

Determinar tres nimeros positivosx, y, z tales que:

(a) x +y + 2 =18 y xyz seaméximo. (@ xtytz=2y xyz2 seamaximo.

® xyz=21yxty + 2 sea minimo. (d) xty+tz=12y xy*2* seamaximo.

Sol.(@Qx=y=z=6, D)x=y=2=3,(cC)x=y=5,2=10, (d)x=2,y=4,2=6

Calcular € q]mlm_g valor del cuadrado de la distanciade origen al plano Ax + By +cztp=o.
Sol. D*/(A4* 9

(@ Hallarel maximo volumen de unacaja paralelepipédica tin tapa superior cuya area total es de 108 metrgs cundrades,
(@) Iiallaf 1a minnmd arsd 2@l 48 una caja paralglennedica Sin [pa SUDRFIOT Gf SO0 MEtrns Clbicos deé volumen
geh @ 108 m3 (/M 3K m®,

Rxtsininar el punie de 2 = xy — | mis oroximo al origen. Sof (0.0, mal)

. Hallar la ecua ién del piano que pase por el punto (1, 1, 2) y determine, en € primer octante, un volumen minimo,

Sol. 2x T 2 =6.

Determinar los valoresdep y g de tal forma que la suma Sde los cuadrados de las distancias verticdesde los puntos
0,2), (1,3), y (2,9) alarectay = px T g sea minima.

Ind. S=@—2t(p+te—3p+t@ptq—s. Sol. p = 3/2, q = 11/6.



Capitulo 61

Vectores en el espacio

EL ESTUDIO DE LA GEOMETRIA ANALITICA PLANA
mediante el cllculo vectorial es, normalmente, com-
plejo debido a que los problemas que en ella se pre-
sentan se puedeii resolver teniendo en cuenta el con-
cepto de pendiente. Por €l contrario, el estudio de la
geometria analitica en el espacio s facilita enorme-
mente introduciendo el concepto y dgebra vectorial.

Tres vectores a, b, ¢ con el mismo origen no situados
en un mismo plano ni paralelos dos a dos, forman un
triedro a derechas s el sentido de ¢ coincide con d de
avance de un sacacorchos cuyo movimiento de rota-
cion seade a a b (Fig. 61-1). También s verifica que
el sentido de b correspondeal de avance cuando la ro-
tacion seade c a a y € de a, con d de avance cuan- Fig.61-1
do’la rotacion tiene lugar de b ac.

Supongamos que los ges de coordenadas forman
un triedro trirrectdngulo a derechas (Fig. 61-2), y sean
i, j, k l0s vectores unitarios segun |os semiejes positivos
X, Y, Y z, respectivamente. Teniendo en cuenta lo dicho
en el Capitulo 18, un vector libre cualquiera a se
puede expresar en la forma

a = ai+aj+ q,:;k
y s P(x,y,z) es un punto cualquiera del espacio, €
vector de posicion r de Pes

r = OP = OB+BP = OA + AB + BP (1)
=zit+tyj+zk-~

Toda e égebra expuesta en el Capitulo 18 es vdida
en este capitulo con la diferencia de que, ahora, hemos
de tener en cuenta una dimensién mas. Asi, pues, S

a=ai +a,j+a3kyb = bji + b,j +b3k, tendremos Fig. 61-2
k8 = &l + ka,) T kak siendo k Un escalar cualquiera
a=">bsiysolosia =b, a4y =0, a, — b,
2+ b=(a+h)i+(a,=b)]=+(1 bk
a*b = |a| |b|cos @, siendo @ el menor angulo de los formados por ay b
ivi=jrj=k-k=Lij=jk=k-i=0
ol =vara=va T d T

a*b=0sa=Qob=0Q o0sd ay bson perpendiculares.
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De(Z), obtenemos
It = Vi F= VR T2 (2a)
para la distancia del punto P(x,y, z) a origen. Tam-

bién § Pyxy, Y, z) Y Palxs ye, 75) SON dos puntos
cualesguiera (ver Fig. 61-3)

Vs, 23)

P,P,=P, B+ BP,=P, A - AB + BP,
= (xg—x)i + (2 —y)j + (2 —2)k
Py Py| = V(x, — x1)? + (2 — 3 + (22— 2 (2b)

es la férmula que nos da la distancia entre dos puntos.
. (Ver Problemas 1-3.)

“ Fig. 61-3

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR. Sean a, 3, vy, los dngulos que un vector a = ai + asj
+ agk forma, respectivamente, con los semiejes positivos X, y y z, cCOMO e representa en la
Fig. 61-4. De

ira = Ji||a] cosa = |a| cosa
jra=|alcosB, k-a=|alcosy

tenemos
ira a jra a:
cos = = —, coSs =
T/l T Tl F =R/ Tl
_kra _ a3
%Y= Tl T al
Estos son 10s cosenos directores de a. Como v
a} +a +a?
cos?a + cos?g + cos’y = e
el vector U= cos a+jcosf3 + Kk cos y €s un vector
unitario paralelo a a. Fig. 61-4
VECTOR PERPENDICULAR A OTROS DOS. Sean
a= wmitajtask y b= bitbjtbk
dos vectores no paraelos con e origen comun P. Es fécil de demostrar que € vector
ax a as 013 ar a Lok
c S L PO L P @)
2 U3 3 Uy 1 U2 ' bl bz ba
es perpendicular aa y by, por tanto, a plano que forman.
En los Problemas 5 y 6 se demuestra que
le| = |a] |b|sen @
= ¢ dreadel paralelogramo que tienea a y b como lados no paraelos. )

En d caso de que los vectoresa y b sean paralelos, b = ka y, segin (3), se deduce que ¢ =0,
es decir, € es un vector nulo. Un vector nulo, por definicién, tiene de médulo O y direccién y sen
tido sin especificar.
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. Sean
a = a1+ az) + azk y b = bii+ b2j + bsk

dos vectores con e mismo origen Py n @ vector unitario normal al plano formado por ay b, con
un sentido tal que a, b y n forman un triedro a derechas de origen P, como se representa en la
Fig. 61-5. El producto vecrorial de a y b es, por definicion,

a x b= |a] b|senfn (5) 1

siendo 6 el menor de los angulos formados por ay b. axh
Por tanto, a X b es un vector perpendicular aay b

Como se ve en € Problema 6,

a X b| = |a| [b|sen6

representa € area del paralelogramo que tieneaay b
por lados no paralelos.

S ay bson paralelos, 8=0 o n,y axb=0. Por

tanto,
B . — . . — — 6
iXi=jxj=k xk=0 6) Fg 61+
S en (5) seinvierteel orden deay b, n se debe sustituir por —n; luego,
bxa = —(axbh) (,})
Como se han elegido los ges coordenados de forma que determinen un triedro a derechas, s
deduce
ixj =k ixk =i kxi=j
ixi= -k kxj= —i ixk = —j (8)

Aplicando la propiedad distributiva (ver Problema 8):

(atb)xec = axXc+ bXxe 9)
Multiplicando (9) por —L y aplicando (7) se obtiene:
cx(a+bh) = cxa+ecxb @)
De donde

(a+b) x (c+d) = axctaxdtT bxe+ bxd (10)

ij k
axb = ja a: as (11)

b, bz bs

(Ver Problemas 9-10.)

TRIPLE PRODUCTO ESCALAR. Sea 0 (Fig. 61-6) el menor
de los angulos formados por los vectores by cy ¢ € co-
rrespondiente de los formados por ay b x c. El triple
producto escalar es, por definicion,

a‘(b xc)=a-|b||c|sen O n = |a] |b| |c|sen O cos ¢
= (|a| cos ¢) (|b| [c| sen 8) = 14
= volumen del paralelepipedo

Se demuestra (ver Problema 11) que Fg. 616
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a; a; as
a*(bxe) = |bi b2 bs| = (aXb)'c (12)
¢1 C2 €3
¢ C2 C3 a as as
C'(aXb) = a;, az as = by bz bs = a-(b)(c)
bi b: bs €1 C2 C3
b, b2 bs a: a: as
b-(aXc) = |a1 G as| = ~—|b; by bsy| = —a-(bXc)
€1 C2 C3 cl ¢z €3
Andlogamente, tenemos
a*(bxc) = c:(axb) = be(cXa) (13)
Y a‘(bxe) = —b-(axe) = —c+(bxa) = —a-(cxb) (14)

De la interpretacion del producto a+ (b X ¢) como un volumen, se deduce que s &, b, ¢ son tres
vectores coplanarios, a. (b X ¢) = Oy reciprocamente.

Los paréntesis, en las expresiones a+(b X c) y (a X b).c no son necesarios. Por gemplo,
a- b X c solo s puede interpretar bien por el producto a-(b X c), o bien por (a-b) X c. Ahora
bien, a- b es un escalar y (a+ b) X c carece de sentido.

(Ver Problema 12.)

TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL. En e Problema 13, se demuestra que

ax((xc) =(a*chb—(a‘b) (15)
Anaogamente,
(@xb Xc=(areb—(b-C)a (16)

Por tanto, excepto para el caso en que b sea perpendicular aay c
a xX(b Xc) # (axb) xc

aqui es necesario utilizar paréntesis.

ECUACION DE LA RECTA. Una recta del espacio que pase por un punto dado Py(x,, Y,, 2o) Se define
como el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y, z) tales que P,P es paralelo a una direccion
dada a = a,i + a,j T azk. Sean r, y r los vectores de posicion de los puntos de P, y P, respecti-
vamente. Tendremos

r—ro=Kka (k, un escalar variable) 17
es laecuacion vectoria de la recta PP,. Ver Fig. 61-7.
Poniendo (17) en laforma
(x—xi T —yoi T2 — 20k = kai T asj + ak),
e igualando componentes
X—xog=Kka, y—y,=ka, 2—2o=ka,

eliminando k, Ilegamos a

x—xo:Y—YO_z_zo (18)
a as a,

gue es laecuacion de la recta en coordenadas cartesianas
rectangulares. LT numeros [a, a,, a,] son las componen-

tes de larectay : y 20, ?%‘)] SOn SUS cosenos direc-
al g |a

tores. Fig.61-7
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S una cualquiera de las componentes a,, a,, a, €s cero, el numerador correspondiente en (18)
también es nulo. Por gemplo, S ¢ = Q a,, a8, # Q la recta viene dada por

x—2 =0, ¥ Yo _ =%
a~ as

ECUACION DEL PLANO. Un plano del espacio que pase
por un punto dado Py(x,, Y,, z,) Se define como d lugar
geométrico de todas las rectas que pasando por P, son
perpendiculares a una direccion dadaa = 4i + Bj T Ck.
Sea P(x, Yy, z) otro punto cualquiera del plano. En estas
condiciones, r — ro, = P, P es perpendicular a a, como
e representa en la Fig. 61-8, y la ecuacion del plano sera

(r—m)-a=0 (19)

0 Fig.61-8

En coordenadas rectangulares, tendremos
{(x — xi + (¥ — yoi +(z — zgk} * (Ai T Bj + Ck)=0
0 A(x—xo)+B(}’_}’o)+C(z_zo):o
o Ax +By +Cz+ D=0 (20)
siendo D = —(A4x, + By, + Cz,).
Reciprocamente, sea Py(x,, Y., Z,) un punto de la superficie
Ax +By+Cz+D=0
Sustituyendo Ax, + By, + Cz, +bp=0
Restando,
A(x —x) T By — 39 + Cz—2)
= (4i T Bj T Ck)- {6 —xoi + (y—yoli + (z — 20k} =

el vector constante Ai F Bj + Ck esnormal alasuperficie, por lo cual dicha superficie es un plano.

Problemas resudtos

1. Hallar ladistanciadel punto P, (1, 2,3) al: (@origen,(b)gex, (c) gez,
(d) plano xy, (e) punto Py (3, —1,5

(a) r=oP, =ite2jtak |r|=VI'+2 +3 = V12

(b) AP, = ABTBP, = 2§t 3k; |AP,| = V4F9 = V13

(c) pp, = DETEP, = 2jti; |DP,| = VB

(d) BP, = 3k; |BP,| =3

€ PiPa= (3=Di+(-1-2)jtTG-3k=21—-3 T2k
IP.P| = Vi+9+4 = V17

2. Hallar el angulo @ formado por los vectoresque unen O con 2, (1, 2, 3)
y Py (2, =3, —1).

1’1:0P1:i+2i+3k, 1':=0P1=2i—3j—k
Fi*r 1(2)+2(—3)+3(—1) _ _l 6 = 120°

Iri] V1414 2’ Fig. 61-9

coséd =
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3. Hallar e angulo a= £BAC dd triangulo ABC cuyos Vértices son
A(1,0, 1), BQ, —1, 1), C(—2,1,0). ¢

a=AC=-3i+j—k b=AB=i—j

a
a*b —3—-1
cosa = = = -—0,85280, o = 148°31’
[al [b] V22 B b A
Fig. 61-10
4. Hallar loscosenos directoresdea = 3 T 12j + 4k. g
Loscosenos directores son
_ira _ 3 _ia_ 12 —kea_ 4
cos a = |al =13 cos B8 = al =13’ cos Y Tal 13
5. Sia=ai+ aj+ ak yb=bi + bej + bk son dos vectores trazados desde un punto Py s
a: aa a; as a, dadz
_ . R k
¢ be bt Vb bt T |5 b
demostrar que le] = |a| [b| sen 8, siendo 8 el menor de los dangulosformados por a y b.
a'b
Tenemos 8 =
€SS = Tarpy
, = ra Vel tai+a)di+bi+ b} — (aibit @b tash) el
ent = al bl [ [al b] Jal [b]

Luego, ic = la! |b] sen n como queriamos demostrar.

6. Hallar el &rea del paralelogramo cuyos lados no paralelossona y b.
Dela Fig. 61-11,h= |b|sen 8y el &reaesh ja| = |a] |b[ sen &.

7. Seana, ye, respectivamente,las componentesde a paralelay perpendicular ab, ver Fig. 61-12. Demostrar que
a Xb=a xbya, Xb=0
S G esel angulo formado por ay b, serd |a,| = |al cos8y |a;| = |a] senf. Como a, a, b son coplanarios

a, X b=la] blsen¢gn = [a]senb |b|n
= |a] jb/|senfn=a X b

Como a, y b son paralelos, a; X b =0

Fig. 61-11 Fig.61-12
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8. Demostrar que(@at b)xc=axc+bxc

En laFig. 61-13, el origen Pde los vectoresa, b, cestaen el
plano del papel, mientras que sus extremos estan situados por
delante de este plano. Los vectoresa, y b, son, respectivamente,
las _Igomponentes perpendiculares ac dea y b. Por tanto, a,, by,
a,Thb,a Xxc b XCcy(aTby)Xc, etan en e plano del
papel.

En los triangulos PRS y PMQ,

RS _ [bixel _ Ibile]  [b] _ MQ,
PR~ la Xl 2] c] lal] ~ PM "

con lo que PRS y PMQ son semgjantes. Como PR es perpen-
dicular a PM y RSloesa MQ, PS es perpendicular a PQ y a
PS = PQ X c. Asl pues,

PS=PQxc=PR*RS

obien(a tb) xc=a xctb xc

sustituyendo a, y b, por ay b, respectivamente(ver Problema7),
resulta lo que se trataba de demostrar.

Fig. 61-13

(a+b)Xc = axec+ bXec

9. Sendo a=ai + azj + ak y b=bii + b.i + bk, demostrar que

i j k
axb = a, a: as
by b bs
Aplicando la propiedad distributiva
axXb = (aii+ aj+ ask) X (bii+ b2j+ bsk)

a1i X (i + baj + bsk) + @aj X (bri + bej + bak) + ask X (bii+ bsj + bsk)
(al bak —a, baj) + (—axblk + a. bai) + (aab.j - aabsi)

(a2bs — asbs)i — (albs — asb)j T (@1bs — @:bi)k

i j k
a, das as

by b bs

I

10. Deducir €l teorema de los senos de la trigonometria plana.

Consideremos el triangulo ABC cuyos lados son a, b, ¢ de médulos a, b, ¢, respectivamente, y cuyos dngulos inte-
rioresson &, 8, 4.

Tendremos
ca+b+c =10
Como aX(a+b+c) = aXb+axXe = 0 o aXb = ¢Xa
Y bX(@+b+c) = bxatTbxe = 0 0 bxe=axb
Sea aXb = bxc = eXa
|a] [b] seny = |b|le| sena = |c||a] sen g
abseny = bcsene = casenf
y sen g

C a b
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1. S a=ai + as) + ok, b = byi 4 byj t bk, y € =C,i -t ¢} + ¢;k, demostrar que

a, daz dai

a- (b X c) = by, b: b,

¢ C2 C3
i j ok
a*bxe = (aiita:j+a:k) |b, b, b
C1 C2 C3

= (it azj+ ask) e [(baci— byedi + (bser — bies)j + (blcz—b201)k]
= a,(szJ*‘baCz) + Uz(b:st’l'—bICa) + (13(b|62_b201)
a, a: as

by by bs

Ci €2 C3

12. Demostrar quea-(a X c) = 0.
Por (I12), a*(aXe¢)=(axa)+c=0.

13. S a, b, ¢ son los vectores del Problema 11, demostrar quea > (b x ¢) = (@* b — (a- b)e.

i j k
aX(ch) = (a,i+azi+a3k) X | by b: b
¢t C2 C3

= ((lli + azj + ask) X [(bzc:x —bac)i + (bser—bica)j + (brea— szl)k]

i h] k
a; az as
baca — bacs baey — bica bier — bacy

= i(azbico — azbaey — aabaci + asbicy)
+ jlasbzes — asbser — arbicz + arbacy)
+ k(albscl —arbies — azb2e5 + azbscz)

ibl(alcl + azer + 0,363) iCI(al bi+ azb: + as b;;)
= + jbz(alcl + azc. + aaca) - + jm(alb; + as b + aaba)
+ kbis(aic, + a2¢: + aseq) + kes(aibi+ az2b: + asbs)
= (b]l + sz + b')k)(a ’C) - (CIi + Czj + Cak)(a . b)
= b{(a*c) — c(a*h) = (a-c)b — (a*b)

como queriamos demostrar.

[CAP. 61

14. La minimadistancia dentre dos rectas del espacio que se cruzan, I, y I,, esla distancia de un punto cualquiera de /; al
plano que, pasando por /, es paralelo a /,; es decir, § P, es un punto de /, y P, de l,, des la proyeccion, prescindiendo

del signo, de P,P, sobre una perpendicular comin al, y /..

Supongamos que /, pasa por € punto F,(x,, y;, z,} v tiene la dircseion dea = aid U @i + mk, ¥y que Iy pasa par

Polxs, ¥y, 13) ¥y ticne la dircocidn h = &t + 8] T bgk.

Como PPy = (x; — x)i + (v, — pi 4 (2, — 2,0k Y €l vector a > b es perpendicular al, y /;, tendremos

4 = {.&Pw(axm‘

|]a X b|
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15. Hallar laecuacion de larecta que pasa por Po(l, 2, 3)yes paralelaaa == 20 — | — 4k. ;(Cudl de los puntos A(3,1, —1),
B(1/2,9/4, 4),C(2, 0, 1) esta situado sobre dicha recta?

De (17), la ecuacion vectorial es

(xi + i+ zk) — (@G + 2§ + 3k) = kQi—j— 4k)
o sea
D x—Di+(y—2j+(@z—3)k = k(2i —j—4k)
la ecuacion cn coordenadas rectangulareses
. X—1_y—2 z—3
(ii) R —1 s
Aplicando (ii), se ve facilmente que Ay B pertenecen a larecta, y C, no.

En la ecuacion vectorial (i), para ver S un punto pertenece a una recta, bastadar un valor ak e identificar compo-
nentes. El punto A pertenece a la recta porque

G—Di+(1—2)j+ (—1 —3)k = kQ2i —j—4k)
para k = 1, Aniilogamente B pertenece a la recta, ya que
3+ 3+ k = k@i —j—4ak)
para k = —4}. El punto C no pertenece a la recta porque
i—2j—2k = k(i —j—4k)
no se verifica ningun valor de .

16. Hallar laecuacion del plano

(a) que pasa por P1,2,3)yesparaeloa 3x — 2y +4:—5=0.
(b) quepasa por Py, 2,3) y Py3, —2, 1), y es perpendicular al plano 3x — 2y +4:—5=0.
(C) que pasa por Po(lr 2: 3)’ Pl(3l _2) I) Y PB(Sv 0: _4)-

Sea P(x, Y, z) un punto genérico del plano buscado.

(a) Ellt_vector a=3—2 + 4 es normal al plano dado y al que se quiere hallar. La ecuacion vectorial de este
altimo es

(r—ry)+a =0
y cn coordenadas rectangulares es
ix—1)—2(0—2) t4z-3) = 0
o sea 3Ix—2y+4z—11 =0

(b) El vector r; —ry = 21 —4j—2k y a= 3 — 2] + 4k son paralelos al plano pedido; por tanto, (¢, —re) X @
es normal a dicho plano. Su ecuacion vectorial es

r—rg-[(r,—ry) xaj =0

La ecuacién en coordenadas rectangulares es

ik
C—r):|2 —4 2| = [(x=DiT(y—2)j+(z—3)k]*[—20i— 14 + 8K]
3 -2 4
= —20(x—1)—14p—2) +8z—3) =0
O sea 20x + 14y — 8z — 24 -0

(c) El vector iy —ry = 2A—4j—2k y £,—r, = 4i — 2 -7k son paralelos a plano pedido, por lo cual
r— "9) X (rg — r,,) es normal a dicho plano. Su ecuacion vectorial es

Ao =07 " [*1 LX U BRAN U4 s013 ¥

U In monaciin on enardonadoc rontanpolneo po

i i k
r—re |2 —4 —2| = ((x - Di+(y—2F (@ k] [24i + 6 + 12k]
4 —2 1

= Ux—1)FT6(y—2)+ 12z—3)=0
4x+ y-t 22— 12=0
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17. Hallar la distancia d del punto Py(1, 2, 3) ad plano = de ecuacién 3x — 2y +s—10=0.

[CAP. 61

Un vector normal a planoes a = 3 — 2j + Sk. Tomemos el punto Py(2, 3, 2), del plano =. La distancia d. pres-

cindiendo del signo, es la proyecciéon de P, P, sobre a. Por tanto,

_ |(n—r)-a (i+i—k-@i—2j+56k)| _ 2 /=
¢ = 1T /3 19 V38
Problemas propuestos
18. Hallar el médulo de los vectores
(a) a=2+3 Tk
(b) b =3i— 5} + 9.
(©) ¢, que unePy(3, 4, S)con Py(l, —2,3). Sol. (a) V14, (b) V115, (c)24/11

19. Dados los vectores del Problema 18:

(a) Demostrar que a y b son perpendiculares.

(b) Hallar el menor de los angulos formados poray c. Idemdeby c.
(¢) Hallar los angulos que b forma con los gjes coordenados.

Sol. (b) 165°147, 85°10°; (c) 73°45°, 117°477, 32°56".

20. Demostrarque: i*i=j*j=k-k=1;ij=j-k =k i=0,

21. Hallar el vector unitario en las direcciones de los vectores ay b del Pro-
blema 18.

22. Hallar losangulos interiores 8 y y del triangulo del Problema 3.
Sol. g =22°12°, y = 90°16’
23. Dado el cubo de arista unidad de la figura, hallar:

(a) el angulo formado por su diagonal y una arista,

(b) el angulo formado por su diagonal y la de unacara.
Sol. (a)54°44°, (b) 35°16° <

24. Demostrar que la proyeccion escalar de b sobre a viene dada por 3'3

lal - Fig. 61-14

25. Demostrar que el vector ¢ de la ecuacion (3) es perpendicular alosay b.

26. Siendo a=is$j, b=i—2k, c=2i + 3 $ 4k, cacular
(a) axb=—2+2—k (e) a-(axb)=0
M OIr om0l T Ik () amrOmrT
‘C? (7\ll'=—"HT‘?I—I\ ﬁ? llf\ﬁul\' — J} 1th
@Wa@a+nx@a—n=a—4tixK () C X (& X Ni === |]l==0}T IUK

27. Hallar €l dreadel tridngulo cuyos vértices son A(l, 2, 3), B2, —1, 1), C(—2, 1, —1).
Ind. |AB X AC| = doble rea Sol. 54/3.

28. Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son OA, OB, OC siendo 41, 2, 3), B(1, 1, 2), C2, 1, 1).

Sol. 2
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29.

31.

32.

35.

37.

38.

39.

41.

42.

Siendo u=a x b, v=Db x ¢, w=c x a, demostrar que
(2) uce=v-ea=w-b

(b) a*u=b-u=0, bv=c v=0, cw=a-w=0
(€) u*(v xw)=1{a*({b x o)}?

Demostrar que (a+ b)-{(b+ C) X (¢ + a))=2a+(bx c).

Hallar d menor angulo de interseccion de los planos 5x — 14y + 2z2—8 =0y 10x — ||y +2+15=0
Ind. Hallar el angulo formado por sus normales. Sol. 22°25°

Hallar la ecuacion vectorial de la recta de interseccion de los planos x + y—z—5=0 y 4x— y—z +2—0
Sol. (x — Di +(y—5) t(z— Dk = k(—2i — 3 — 5k), siendo Py(1, 5, 1) un punto de la recta.

Hallar la minima distancia entre la recta que pasa por A(2,—1,—1) y B(6,—8,0) y la que pasa por C(2,1,2) y
D, 2, —1). Sol. V6/6

Definir una recta que pase por el punto Py(xg, Y,, zo) cOMO €l lugar geométrico de los puntos P(x, y. z) talesque P, P
y OP, sean perpendiculares. Demostrar que su ecuacion vectoria es de laforma (r—rg) < ry =0.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por Po(2, —3, 5) y

(@) esperpendiculara 7x — 4y + 22— 8 = 0.
(b) esparaelaalarecta x—y+'22+4=0, 2.r+3y+6z—12=0.
(¢) pasapor Py(3,6,—2).
x—2 y+3 _ z—5 x—2 y+3 _ z—5 x—2 y+3 z—5
l. (a) 7 = 2 — 2 (b)—lz — 2 5 (C) 1 - 9 - =

Hallar la ecuacion del plano

(a) que pasa por P«(1, 2,3) yespardeloa a———2i+j—k y b=3i+6j —2k.

(b) que pasa por Po(2,—3,2) y por larecta 6x +4y T3z + 5=0, 2: Ty+z—2=0.
(¢) quepasa por Po(2, —1,—1) yP(1, 2, 3) yesperpendiculara 2x +3y—sz—6=0.
Sol. (a)ax T y+92—33=0, ®) 16xT+ 7y T8 —27=0 () 9x— y+ 32— 16 =0.

Siendo ro=ititk rn=2+ 3 + ax, y ra=3 + 5§ + 7k tres vectores de posicion, demostrar que
o X I Ty Xrg+ T Xrg =0, ¢Qué se puede decir de los extremos de estos vectores?
Sol. Son colinedles.

S P, P, P, son tres puntos no colineales y rq, r;, r3 SON Sus vectores de posicion, calcular la posicién de
ro Xr, tr, X, tr, Xr, con respectoal plano Py P, P,. S0l. Normal.

Demostrar que: (a) a X (b X c)+b x(cxa)+c X (a X b) =0.
®@axb)-exd=@c)b-d—@-db-c)

Demostrar que: (a) Las mediatricesde un tridngulo secortan en un punto.
(b) Lasalturas de un tridngulo se cortan en un punto.

Sean A(1,2,3), B2, —1,5) y C(4, 1, 3) tres vértices del paralelogramo ABCD. Malar: (a) las coordenadas de D,
(b) € area de ABCD, (c) ¢l Preade la proyeccion ortogonal de ABCD sobre cada uno de los planos coordenados.

or @ o4 1y, M 2 D B4R

Demostrar que el drea de un paralelogramo en el espacioesigual alaraiz cuadrada de la suma de los cuadrados delas
areas de |as proyecciones del parale{0graime sourc ios planos covrucnavos,



Capitulo 62

Derivacion e integracion vectorial

DERIVACION. Sean
TS ) +ifet) Y kfat) = ifi tifa t kfs
S = igi(t) + ige(t) T kegs(t) = igr tjg. T kgs
u = ik(t) + jhe(t) T khs(t) ihy t jhe t khs

vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar t cuyas primeras y segundas
derivadas son funciones continuas.

Se puede demostrar, como se hizo en el Capitulo 18 para los vectoresen el plano, que

a _ dr ds
s = grstrg (1)

Teniendo en cuenta las reglas de derivacion de determinantes cuyos elementos son funciones
de una sola variable,

i j k i j k i)k
d d
at(rxs) = G| f2 s A A Bl LA AE (2)
g1 gz @3 g1 92 Gs 9, 9 9,
dr ds
= @ s trXg
y .
d d d du
Ez{r(sxu)} = EE-(qu) +r'<£Xu>+r-(sx—J£> (3)
Estas formulas también se pueden establecer desarrollando los productos indicados antes de derivar.
De (2) se deduce
d d
g (rx(sxu)} = d‘:X(qu)+rX%(sxu) (4)

dr ds du
- ax(qu) t rx(d—tXu>+ r><<SX a)

CURVAS EN EL ESPACIO. Consideremos la curva
2= f{t) ¥ =gt %= ki) (5

sicndo tas primcras y acsu_ndua dorivadas do Jn{t), g{r}, }l{(}, Fanvivove venbinvwar. Bon <1 voelon Ao
posicion de un punto genérico P(x, Y, z) de lacurva

r = i+ yj+ 2k
Como se vio en € Capitulo 18, t = % es el vector tangente unitario a la curva. Llamando R al

vector de posicion de un punto (X, Y, Z) de la tangente en P, la ecuacion vectorial de esta recta es
(ver Capitulo 61)
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R—r =kt (k, un escalar variable) (6)
y la ecuacion en coordenadas rectangulares
X-x Y-y  Z-z
dx dy B dz
. dx dy dz ds s ds
siendo &5 ds” d—s] sus cosenos directores. En la ecuacion correspondiente, (2) del Capitulo 59,
los cosenos directores eran [ﬂ @ £]
dr’ dt’ dr
La ecuacion vectorial del plano normal a la curvaen e punto P viene dada por
R—r):t=0 (7)

siendo R el vector de posicion de un punto genérico del plano.
También, como se vio en d Capitulo 18,

t .
at €s un vector perpendicular a t. Llamando n

ds
al vector unitario con la direccion y sentido
dt
de =, tendremos
ds dt
ds = |K|n

siendo |K| & modulo de la curvatura en P. El
vector unitario

- &3 @
se denomina normal principal a la curva en P.
El vector unitario b en P, definido por
b=t xn ) Fg. 62-1
recibe el nombre de binormal en P. Los tres vectorest, m, b forman en P un triedro triirectangulo

a derechas que constituye un sistema de coordenadas muy utilizado en el estudio de una curva
en las proximidades de uno de sus puntos. (Ver Problemas 1-2.)

En un punto genérico P de una curva en €l espacio los vectorest, n, b determinan tres planos
mutuamente perpendiculares:

(i) € plano osculador, formado por t y n, de ecuacion
R—r1)-b=0

(i) € plano normal, formado por n'y b, de ecuacion
R—r)t=0

(ili) €l plano rectificante, formado por t y b, de ecuacion
R—rp'n=0

agﬁgg-‘ ““i qv I‘§ i?“ﬂ?i?"?sl R G3 Gl voouor dU PUG{UE(!IH dﬁ un ]JUI]GU Eﬁﬂéf{iﬂ Ji iIJ. wRv JV l??

SUPERFI A ES. La ecuacion de una superficie es F(x,y, z) = O (ver Capitulo 59). Expresando x,y, =
en funcion de dos variables independientes O pardmetros Uy » Se obtienen las ecuaciones paramé-
tricas, por g emplo,

X :fl(u’ V), Y =f2(“, V), z =f3(u’ V) (10)
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S s sustituye u por una constante u, las ecuaciones(10) se transforman en

X =.fl(u0, V), Y =f2(u0, V), z =f a(“o’ v) (11)
gue representan una curva particular de (curva u) la superficie. Andlogamente, sustituyendo v por
e valor constante v,, las ecuaciones(10) se transforman en

X =j‘1(u’ Vo)s Y =fz("; Vo), 4 =f3(“; Vo) (12)
gue representan otra curva particular de (curva V) la superficie. Ambas curvas se cortan en un punto
de la superficie que se deduce al sustituir, simultdneamente, u = u, v = v, en (10).

El vector de posicion de un punto gentrico P de la superficie viene dado por

r = xi+yj+zk = ifi{u, v) +jfu, v) + kfau, v) U3
Sean (11) y (12) las ecuacionesde las curvas uy v que pasan por P. En estas condiciones
9 . d 9
g:—) iz, fi(uo,v) + J@fz(uo, v) + k%fa(uo, )

s un vector tangente alacurvauen Py

or
ou
es un vector tangentealacurva v en dicho punto.
Las dos tangentes determinan un plano que es,
por consiguiente, e plano tangente a la superfi- ormal
cie en e punto P. Es evidente que una normal
a este plano viene dada por

ar or

. 0 ] 0
lé;fl(unvo) + ]wfz(u,vo) + kﬁfa(u,’vo)

plano tangente

EVRAEY, (14)
El vector normal unitario a la superficie en
Pes
a _ or
N oo AW (15)
S
ou " ov O Fig.62-2

Llamando R al vector de posicion de un punto genérico de la normal a la superficieen P, resulta
la ecuacion vectoria de esta recta
ar or

Asmismo, [lamando R al vector de posicion de un punto gentrico del plano tangente a la su-
perficie en e punto P, resulta la ecuacion vectorial de dicho plano de la forma

(R~r)-<g; x ;i;) = 0 (17)

[U.!ll F.J.IJ,ILJ M ;l]

OPERADOR V. En cl Capitulo 60 hemeos visto que la derivada de la fun¢idn z = flx, y) ¢n un punto
cualquiera(x, y) en una direccion que forme un angulo @ con €l semieje x positivo, viene dada por

Q _of of
ds - Ecose +@sen0
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El segundo miembro se puede expresar en la forma siguiente:

of of _ of A .
~x~cosé) +— senf = <ax+Jay *{icosfd + jsend) (18)

Ahora bien, a=i cos 6 +j sen 6 es un vector unitario cuya direccion forma un angulo 6 con
el semieje X positivo. El otro factor, expresado en la forma

a+af
ax Jay

sugiere la definicion de un operador diferencial vectorial, V (nabla), dado por

_ 0 ]
vV = IE + Ja—g (19)
. ., N ST A .
En andlisis vectoria laexpreson f =i > i recibe e nombre de gradiente def y s es-

cribe abreviadamente grad f. De (18) se deduce due la componente de M en la direccion de un
vector unitario a es la derivada def en la direccion de dicho vector a

Sear=xi T yj €l vector de posicion de P(x, y). Como

df _ ofde | ofdy _ (of  LOf) (.dr dy
ds  dxds ayds — \laz 3y is Yds
~ 13
= Vi i
y
d
d£ = |Vf|cos ¢
dr df
siendo ¢ el angulo formado por los vectores Vi y — I % desprende que 75 S maximo para cos ¢
= 1, esdecir, cuando \f y% tienen la misma direccion. Por tanto, la derivada direccional maxima
en Pes |Vf|, y su direccion esla de V. (Ver Problema 4.)

Dadalafuncion w = F(x, y, 2),

VF = i— + jo + k—

y la derivada de F(x, Yy, z) en un punto arbitrario segin la direccion a = a,i + a,j + ak es

dF
45 = VF-a (20)

Como en e caso de dos variables, |VF| es la derivada direccional méxima de F(x, y, z) en el punto
P(x,y,z) y su direccion es la de VF. (Ver Problema 5.

Consideremos, ahora, la superficie F(x,y, z) = 0. La ecuacion del plano tangente a la superfi-
cie en uno de sus puntos Py(x,, Y,, z¢) €S

Vo ad ﬂ! 'lJ:_]
{&i — o) or | — 4ra) by | (v—n) ) )
] (Tl
= (T T+ (Y= Yo)) T & T AN ;ﬁ Yoy 7 Qz} -t

en donde las derivadas parciales estan particularizadas en P,. E. primer factor ¢s un vectar arbi-
trario que pasa por P, y esta contenido en el plano tangente; € segundo factor, V Fen Py, €s normal
a plano tangente, es decir, normal a la superficie en P,. (Ver Problemas 6-7.)
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DIVERGENCIA Y ROTACIONAL, La divergencia de un vector F=if; (x,y, 2) T jfulx,y,2) T kf;
(%, Y, ), se define por

, _a a a e
divF = v-F = ——fi t5f+ fs (22)
El rotacional del vector F se define por
i § k
a a a
rot F = YxF = [Z2 Z Z
ax dy oz (23)
fr f2 fs

d 0 . d 0 . 9 d :
= K@f‘;—a—zfz)l + <&f1—£f3>3 +<af2_’@fl>k
(Ver Problema 8)

INTEGRACION. El estudio de la integracion vectorial 1o limitaremos aqui a los conceptos de integral
de un vector y de integral curvilinea. Como ejemplo del primer concepto, sea

Fu) = icosu+jsenu+auk

un vector funciéon de una variable escalar u. En estas condiciones
Fu) = —isenu T jcosu t ak

fF’(u)du = f(—i senu t jcosir T ak)du

= if—senudu + jfcosudu + kfadu

— jcosu +jsenu T auk t ¢
= Fu) +c

siendo e un vector constante arbitrario independiente de u. También,

f Py = [F(u) +c:|"=b = F(b) - F(a)
(Ver Problemas 9-10)

fT=a

INTEGRAL CURVILINEA. Consideremos dos puntos del espacio, P, y P;, unidos por un arco C que
puede ser un segmento rectilineo, una porcion de una sola curva x = g(t), Y = g4(¢), Z = gs(),
0 bien estar formado por varios subarcos de curvas distintas. En cualquier caso se supone que €l
arco C es continuo en todos sus puntos y que no se corta consigo mismo. Consideremos, ademas,
una funcion vectorial

F = F(x, »nz = i/i(x’ Y, Z) +jf2(X, Y, 2) + kfg(X, B Z)

queen la regién del espacio Préximo a €| cn pardcular ¢n iodos los puntosdc € dcfinc un veetar
GOnoGido (Ul_l moadulu, diruuwlion y DUUUUU). nﬁpliﬂi[llﬁllll}ﬂ pui

r = xi Ty Tk (24)

el vector de pesicién de un punto genérico P(x, ¥, 2) de C. L3 integral
P P
f‘ F-ﬂ>ds = f F-dr (25)
<ry ds P

s denomina integral curvilinea, es decir, la integral a lo largo de la trayectoria C dada.
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Supongamosque F es un vector representativo de una fuerza dada. Bl trabgjo realizado al des-
plazar una particulaa lo largo de un camino elemental dr viene dado (ver Problema9, Capitulo 18)
por

|F| |dr| cos 8 = F-dr

y @ trabgjo necesario para desplazar la particula desde P, a P,, alo largo del arco C es

Py

F-dr
De (24), ¢ Fo
dr = idz * jdy t kdz

y (25) toma la .forma

f

1 P,
F-dr f (hdz + fady + foda) (26)
© (Ver Problema 11.)

S Fo

Problemas r esueltos

1 Una particula se mueve sobre la curva x = 4wste, y = 4sent, : = 6. Hallar el modulo de la velocidad y de la
aceleracionen el tiempo t =0y t = §n.

Sea P(x, y, z) un punto delacurvay
r = xi+yj+2zk = 4icost + 4jsent + 6kt

su vector de posicion. Tendremos

dr _
v = FT —4isent+4icost+6k
dir _ . .
a = 57 = —4icost — 4jsent
Paat =10 v = 4j+6k; |v| = V16+36 = 2V13
a = —4i; |a|=4
Parat = §n: v = —4it6k; |v] = VI6+36 = 2V13
a = —dj; la] = 4

2. Ened punto (1,1 1) para ¢ =1 delacurvaalabeada x =t, y = ¢, : =18 calcular

(a) lasecuacionesdelatangentey del plano normal,
(b) €l vector tangente unitario, la normal principal y |a binormal,
(c) lasecuaciones delanormal principal y dela binormal.

o= 4+ ™I

dr |
ﬁ: m b fed + de'k

ds de| _ \/—'—"";—,
n - = 1+ 42 + 9t
dr _ drdt 48 +3tPk

;i; - dt ds ,[1:F4tl+9t4

Parat=1 r =i+j+k y t= —— (it2j+3K).
V14
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(a) S R es el vector de posicién de un punto genérico (X, Y, Z) de la tangente, su ecuacion es

R- r= kt
k
o (X=-1i T (Y-1j T Z-Dk = ——({i+2j+3k
y en coordenadas rectangulares
X—-1 _ Y-1 _ Z-1
1 -2 73

S R es el vector de posicion de un punto genérico (X, Y, Z) del plano normal, su ecuacibn vectoria es
(R—r)-t = 0
o [(X—1iF (Y=1Dj + (Z-Dk]-——(G+2+3k = O

(
V14
y en coordenadas rectangulares
(Xx-1)tav-1ytsz-1 = x+2y+32-6 = 0
[Ver Prablema 2(a), Capitulo 59.)

dt _ dtdt _  (—4t—188i + (2~ 18tj + (6t + 129k
(b) ds ~ dtds (1 + 422 + 9192
_ ., dt _ —11i—8j+9k |dt| _ 1 (19 _
Parat = 1: (E = T, ds =7 14 = |K|, Por tanto
n = 1 dt —11i — 85+ 9k
|K| ds V266
1 | j K 1
y b = txn = —]—/mMm— 1 2 3 = —(3i—3j+k)
V14V266 [ 11 -8 9 V19
(¢) S Resd vector de posicién de un punto genérico (X, Y, Z) dela normal principal, su ecuacibn vectoria es
R—- r= kn
es decir, X-DitT(¥-1Dj+ (Z-1Dk = —11i —8j + 9k
V266
y en coordenadas rectangulares
X-1 _ Y-1 _zZ-1
-11 —8 - 9

S R esél vector de posicion de un punto genérico(X, Y, Z) de la binormal, su ecuacibn es

R— r=k+b
es decir. X=1i+(Y—1j+ (Z—-1k = k%’,ﬁk
19
y en coordenadas rectangulares,
X-1 _ Y—-1 _ z-—1
3 - -3 o 1
L Iil.allir 1. '“:._;L.. A1 IF.L.._c, l_.,icnle T Lolo il b el 30 L) - MUl 4 nd AR AT RUALA
=54, v—=—1n
r = 2{u+vi 4+ 3u—1v) + uvk
ar . . or Y
3, = i+ 3+ vk, 5, — 21— 3j+uk
— p or __ . (] S .
EnP. r = 6i+ 3j4 2k, E—Zi+3]+k,£-21—‘3]+2k y
O ' — 9i — 2j — 12k

v
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Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares de la normal son

ar
. R-r = kau X &
o (X—6)i + (Y—8)j+ (Z—2k = k(9i — 2j — 12k)
X-6,Y-38 _ Z-2
Y v T T o
Lasecuaciones vectoria y en coordenadas rectangularesdel plano tangente son
R—r) <—x — ) = 0
esdecir, (X—6)Ji + (Y —38)i +(Z—2)k]+[9i—2j—~12k] = 0
y 9X —2Y —12Z — 24 = ¢

4. (a) Hallar laderivadade f(x,y) = x*— 6y* en el punto(7, 2) en ladireccién§ = }n.
() Hallar d méximo valor de la derivada direccional en €l punto (7, 2).

(a) vf = <ni+; )(z—sw = -6 + Qg (=6

= 2zi — 12yj)

y a = i’coso+jsen0 = —l+ 1—]

Ve Ve

n (7,2): Vf = 14i—24j vy

1 1.
Vfiea = (14i — 24§y —i+— = TV2 - 12/2 = —5/2
f-a (14i J)(\/El \/§J>

es laderivada pedida.

(b) En(7,2), Vf= 14— 24 y |Vfl = V14" + 24* = 24/193 es la méxima derivada direccional, ya que
Vi - 1 _ 12 . — jcose + jsens

IVl V193 V193

ladireccién es 8§ = 300°15°. (Ver Problemas 2 y 6, Capitulo 60)

5. (a) Hadlar laderivadade F(x, y, z) = x* — 2)? + 42 en P(, 1, —1) enladirecciona = 2 + ) — k.
(b)' Hallar d méximo vaor de la derivadadireccional en P.

_ (.9 .8 a _ N = i _ 4wt "

VF = <'(ﬁ+’ay+kaz>(xl 2y° + 4z2%) 2xi — 4yj + 82
En(,1, —1). VF =2i—4j — 8k.

() VF-a = (i—4j—8k)-@ T |j— k=8

(b) EnP, [vF) = V84 = 24/21. Ladireccinesa = 2i — 4j — 8k.

6. Dadalasuperficie F(x,y 2) = x* Tt 3xyz+ 2 —22—5-0 y uno desus puntos P, 1, 1), hallar

(a) un vector unitario normal a la superficieen Py,
(b) laecuacion dela normal en Py,
(c) laecuacion del plano tangenteen P,.

VF = (3x* T 3yl T 3xz T 6y%)) T Bxy — 329k
En P,(1,1,1), VF = 6i T 9j.

F 2 3 o 2 3
@ V¥ - 2 4 _>_} esunvector unitario normal en P,; otroes — —=— i— —>_|.
IVF] V13 \/13j ° 13 13
. X—1 Y—1
(b) La ecuacion de lanormal es >— = =3 Z=1

(© Laecuacion del plano tangentees 2(X — 1) + 3(Y— 1) = 2Xx + 3y —5=0.
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Hallar el angulo de intersecciéon de las superficies
Fr=xt+4+y"4+22—9 =20 y Fs=x*4+2¥—z—8=20

enel punto (2,1, —2).
= vttt 22— 0) = 2 2y T2k

VF, = V(x* + 2y*—2z—8) = 2 + 4yj — k
En(2,1,—2) VF, =4i +2j—4k y VF =4i+ 4j—k.
Como VF,.VF, = |VF,| |VF;| cos 6, siendo 6 & angulo pedido, tendremos,
(4i + 2j—4k)-4i + 4j—Kk) = [4i + 2j —4Kk| |4i + 4j — Kkl cos 8

dedonde cos 8 =44 v/33 = 0,81236, y 6 = 35°40".

8. Siendo B = xy4 T 2x*yzj — 3yz%, hallar (a) div B, (b) rot B.

_ A, , 8., 8 . .
(a) dvB = V*B = <§;l+@J+5;k>'(xy'|+2x’yz1—3yzzk)

— d d d
= ) T gy @) + g (- 3y2)
- + 2422 — 6yz

[ i
a a

(b) rotB. = VxB = E 3y 32

xy® 2x%yz —3yz

[%(—31“2) -2 (2x’yz)}i + [7962 (xy?) — Jx( 3“”)] + [[& eotver - —(W’)]

—(32* + 2x%y)i + (dzyz — 2xy)k

k
LA

9 Siendo F) = ui + (ui— 20 T (3w + w9k, cacular (a) f Fwdu y (b) y F(u) du.
1)

() f F()du = ] [wi T (et = 20)j + (3ur T W?)K]du
i l‘udu + J[ (u? — 2u) du + kf (Bu? + u”) du

G (e

siendo ¢ =¢,i t ¢4 + ¢y k con ¢, ¢, ¢y escalares arbitrarios.

' u? u? wl ! 1 2 5
(b) f Fu)du = [?i +<?—u’>j + <u:‘+-4~ k]o = i - §j + zk

0

H

10. Laaceleracién de una particulaen €l tiempo t > O viene dada por a = ?j—\: =eit etk Sipaar=0 e despla-
zamiento esr = O y lavelocidad es v =i * |, hallarry venel instantet.

v o= Iadt = ij e'dt+jjez'dt+kj dt
= eit+dejtikte
Parat =0 v=1i+3j+e =i+j y e =4j. Dedonde
v = i T et o
Y ro= fvar = i+ ety Tk e

Para t = O: r:l+l]+Cz~_—_ y ¢ = —i—1j. Por tanto,
o= (e -Di T et - it Lok
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11 Hallar el trabajo realizado por una fuerza F = (x + y2)i T (y T x2)j T (z + x»)k paradesplazar una particula desde
el origena €(,1,1)

(@ alolargo delarecta OC
(b) alolargodelacurvax=t, y=1mz=
(¢) alolargodelasrectas Oa 4(1,0,0), A a B(1,1,0), Ba C.

Frar =Tyt ot xj+ Gt k]l -tidetjdy + kdz
= (x+yl)dt+(y+xz)dy+(z+xy)dz

(@ PeralarectaOC,x=y=1zy dxr =dy =dz
Laintegral acalcular es

oo e [ -

{0, 0 0)

® Alolargodelacurvas x=t, dx=dt;y =1, dy=2tdt; z=1¢, dz=3*dt. EnO. ¢r=0, YenC,2 =1

1
W = j @+ 1%d 4+ (12 + N2t dr + (12 + 133 dt

I(1+21'+91')dt= —t’ -E-t‘+it'l=i
2 2 1 2
(© DeOaA:y=z=0,dy=dz=0y x variadeQal.
DedAaB:x=1 z=0,dx=dz=0¢ yvarfadeOal.
DeBaC: x=y=1,dvr=dy =0yzvarfadeOal.

1
ydy =3s

Ahora bien, paraladistanciadeOa A, W; = I xdx = 2, paraladistanciade A 0B, W, _I
3

1
paraladistanciadeBa C, W; = I zt 1)dz = > Por tanto, W= W, + W, + w, = sp.
[
En general, el valor de la integral curvilinea depende del camino de integracion. En este caso, sin embargo, no es
asf, es decir, el valor de la integral resulta independiente del camino de integracion. Se demuestra que una integral
curvilinea ,[(f‘ ax T fidy +f.d7) es independiente del camino de integracion siempre que exista una funcion

$(x, », 2) tai que
d¢ = fidx + fidy + fadz
Obsérvese que €l integrando de este problema es
Gtydctotxddytctxm =dger+ v+ 9+ 22

Problemas propuestos

12. Halar E y d" siendo:
@ s —_~(r+l)l+(r'+t+l)j+(r’+t‘+t+I)k
() s =ie‘cos 2t T jetsen 2t + rk
Sol. (@it@Et+oytert 2tk 2t etk
(0) e'cos r — 2sen 20 T e'(sen 2t T 2cos 20j T 2tk
e(—4 sen r — 3cos 20)i T &—3 sen 2t + 4cos 20 T 2

13 Siendo: a=ut T wj + usk, b=icosut jsenu, ¢ = 3uti — 4uk, calcular,enprimerlugar, a*b, ax b, a*({® x ¢),
a x (b X ¢)y halar susderivadas. Aplicando luego las férmula directamente, hallar |as derivadas.
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14. Unaparticulase muevea lolargo delacurva x = 3tS, y = £* — 2¢, z =— t3, siendo ¢ el tiempo. Hallar: (a)los médulos
dc lavelocidad y de la aceleracionen €l instante t = 1, (b)lascomponentesde la velocidad y de la aceleracidn, en dicho

instante t = 1, en la direccion dd vector a — 4i — 2] T 4k. Sol. (a) |v] = 34/3, [a] = 24/19; (b) 6, 22/3.

15. Halar, mediante el calculo vectorial, las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas del Roblema 11,
Capitulo 59.

16. Resolver el Problema 12, Capitulo 59, aplicando el calculo vectorial.

17. Demostrar que lassuperficiesx =u, y=54—3W® z=Vvyx=U Yy=v, z= LA perpendiculares en
P(,2,1). du—v

18. Hallar, aplicando el célculo vectorial, las ecuaciones del plano tangente y de la normal a la superficie.

(@) x=u, y=v z=uv enel punto (u,v) =3, —4).
(b) x=u, y=v, z=u*—* enel punto (u,v) =(2,1).
X— 3 Y+ 4 Z+ 12

X—2 Y—1 Z-—3
®4ax—2r—z—3=0 =5 = ==

19, (a) Hallar las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del Roblema 2 en el punto dado.

(b) Hallar las ecuacionesde los planos osculador, normal y rectificantea x =2t — ¢, y=1, z =2t toent=1
Sl (a)3X—3Y+2Z2—1=-0, NX+8Y—9Z2—10=0
L) X+2Y—2Z2=0Y+2Z2—7=0,5X—2Y+2Z—6=0.

20. Demostrar que la ecuacion del plano osculador a una curva en P viene dado también por

(R—r)-(% x%) =0

21. Resolver los Problemas 16y 17, Capitulo 60, aplicando el célculo vectorial.

P. Cacular I ’ F(u) du, sSiendo

(@) F=witT@w—2wjt 3k a=0,b=2
(b) F) = et T e+ uk;a=0b=1
Sol. (a) 4i T 4j T 6k, (b) (e— 1 T+ 31 —e-1j T+ k.

23, Laaceleracion de una particula en funcion del tiempo vienedada por a = % =¢tnitejte—2k s para

¢t = 0, el desplazamientoes r =0 y la velocidad es v =i — k, hallar v y r en funcion del tiempo t.
Sol. v=(}s +tt+ Di + 383 + @ -2—Dk, r=@2 + 3 + nit ot + (5t — 1* — Dk

24. En los casos siguientes, calcular € trabajo realizado por lafuerza dada F para mover una particula desde 0(0, 0, 0)
acC(,1 1)alolargode(i larectax =y =z, (ii)lacurvax =t. y =1, z =S, (iii) |as rectas desde O a 4(1, 0, 0),
AaB(1,1,0). BaC.

(@) F=xt2j+3:x
®F-0totatatetnx

© F=GTxpitT(yt it et apk
Sol. (a)3, (&) 3, () 9/4, 33/14. 5/2.

25. Siendo r = xi T yj + zk, demostrar que(a)dive =3, (b rotr =0.

26. S f = f(x, y, 2) tienederivadas parciales de al menos orden dos. demostrar que

@ VXV =0, () V:(V xf) =0, (c)V-Vf=(;:, + ;’;, + ;;,)f.



Capitulo 63

Integrales doble e iterada

LA INTEGRAL SI MPLE, J- S(x)dx, deunafunciény = f(x) continuaen € intervalo finitoa < x <b
del ge x, se definio en el Capitulo 33 de la forma siguiente:
(a) Se divide @ intervalo dado, a< x < b, en n subintervalos, h,, Ay, ..., h, de amplitudes
A,x, Agx, . . ., 4ux, respectivamente, siendo A, € mayor de los dx.

|
(b) sedigenlospuntosx; enhy, xgenh,, ..., xaenh yseformalasuma ::2 S(xx) Arx

(c) Sehace crecer é mimero de subintervalos de forma que 4,— 0 cuando n— oo,

) f fayde = lim 3 fme) .

n~tw k=1

INTEGRAL DOBLE. Consideremos una funciéon z = f{x, y) continua en una region finita R del plano
x0y. Dividamosesta region (ver Fig. 63-1) enn subregionesRy, R,, . . ., R,, de &reas 4,4, 4,4, . . .,
4.4, respectivamente; en cada subregion Ry tomemos un punto P(xx, yx) Yy formemos la suma

kg f(@e, y) AkA = f(1, Y1) A1A + f(2,Y2) 024 + -+« 4 f(Xn, Yn) AnA $))

Definimos el didmetro de una subregion como la mayor de las distancias entre dos puntos cuales-
quiera, interiores o en la periferia, de ella 'y llamemos 4, al maximo diametro de las subregiones.
S suponemos que €l nimero de subregiones crece de forma que 4,— 0 cuando n— o¢, ¢ define
la integral doble de la funcion f(x,y) en la region R, por

ff f(x,y)dA = lim 2 (@i, Yi) AxA (2)

N tw k=

Fig 63-1 Fig.63-2

S z = f(x,y) no se hace negativo en ningun punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2)
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(xx, yx) 4x4 de (1), representa el
volumen de una columna vertical de bases paralelas de area 4x4 y altura zx, medida sobre la ver
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tical levantada desde d punto elegido Px hasta la superficiez = f(x, y). También representa, aproxi-
madamente € volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregion R, y la
superior, la proyeccion de Ry sobre la superficie. Ad, pues, (1) es una aproximacion del volumen
«limitado por la superficie))(es decir, el volumen cuya base inferior estd situada en e plano xOy
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al ge z que se apoya en
el contorno de R) y (2) es una medida de dicho volumen.

El célculo de una integral doble, por smple que sea, a base de ir realizando sumas presenta
muchas dificultadesy no lo emplearemos en este libro.

INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como en la seccién anterior, y supongamos

que d contorno de R estal, que toda recta paraelaal ge x, o a gey, no corta a la superficieen
maés de dos puntos. Tracemos(ver Fig. 63-3) las tangentesx = ay x = b al contornoy sean Ky L
los puntos de tangencia, y las tangentesy = cey = dsiendo M y N los puntos de contacto o res-
pectivos. Supongamos que la ecuacion del arco LMK seay = gy(x), y la correspondiente d LNK,

Y = gg(x).

Dividamos € intervalo a< x < b en m subintervalos, k, h, ..., hm, de longitudes, 4,x,
Agx, ..., Amx, y tomemos en ellos los puntos x = &, x = &;, ..., x = ém—; (COMO Se hizo en
el Capitulo 33). Asimismo, dividamos € intervalo c <y < d en » subintervalos, k;, K, . . .y ka,

de longitudes, 4,y, 4;y, ..., 45y, y tomemos en ellos |0S puntos, Y = %1, Y = gy -« s ¥ = Na—y.
Sean Ay u, las longitudes de los mayores intervalos 4;x y A,y respectivamente. Trazando las
seriesde pardlelasx = &, x = &5, .. X = Em—y €Y =N, Y = gy ., Y = Ma—y, hADremos divi-
dido la region R en un conjunto de rectdngulos Ry, de éreas 4;x * 4,y y en otro conjunto de rectan-
gulos incompletos que ignoramos. S en cada subintervalo A; elegimos un punto x = x;, y en cada
uno delosk, otroy = y,, en cada subregiéon R, quedara determinado un punto Py(xs, y;)- A cada
subregion Ry se le puede asociar, mediante la ecuacion de la superficie, un niimero- z;; = f(x, ;)
con lo que formamos la suma

> f(x,y) Az Ay (3)

i=12,,..,m
j n

Esta expresion (3) es un caso particular de la (1), ya que s se aumenta indefinidamente el nl-
mero de rectangulos de forma que, tanto A como p. tienden a cero, €l limite de (3) coincide con
laintegral doble (2).

Fig. 63-3
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Para hallar el limite anterior se elige uno de los intervalos, por gemplo 4, y s considera la
suma

{,;l f(wi, 45) A;y} Az, (i fijo)

que es la contribucién a la suma total de todos los rectangulos en los que una de las dimensiones
es igua a h,, es decir, la contribucion de todos los rectangulos situados en la iésma columna.
Cuando n—> T w, ux— Oy, en consecuencia,

lim {’g f(xs, v3) AnyL Aix

ne 4

01(.1")

= ¢(CU;) Ax
Sumando ahora las m columnas y haciendo tender am — + ~, tendremos

{fag(m f) dy} A

lim mlqs(x‘)Aix = £b¢(x) dx

me— 4w {=
b 99(x) b 02(1)
- f [f f(x,y)dy] de =* j f f(z,y) dy dz
e 8(z) a g(x)

Aunque en o sucesivo no emplearemos e corchete, s debe sobrentender siempre que laférmula(4)
indica que hay que calcular dos integrales smples definidas, en un orden determinado: primero,
laintegral de f(x, y) con respectoay (considerando x constante) entre los limitesy = g(x), contorno
inferior de R, e y = g4(x), contorno superior de Ry, a continuacion, se hala la integral de este
resultado con respecto a x entre los limites x = a, punto extremo izquierdo de Ry x = b, punto
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida.

(4)

Se deja como gercicio e calculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribucién de los
rectangul os de cada columna y, después, la de los rectangulos de todas las columnas, obteniéndose

la integral iterada equivalente
d hz(y)
7 tedeay (%)
c h

1

siendo x = hy(y) y x = hy(y) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente.

En e Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada (4) es una me-
dida del volumen. Para € cdlculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6.

La mayor dificultad en € planteamiento de las integrales iteradas de los capitulos posteriores
es hallar los limites de integracion correspondientes a la region R. Aqui hemos considerado para
el razonamiento una regién muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son més complicadas.

Problemas resudtos

1. Supongamos que z = f(x, y) es una funcién continua no negativa en la regién R del plano x0y ¢uyo contorno estd

formado por losarcos de dos curvas y = gx) € y = g:(x) que se cortan en los puntosK y L indicadosen la Fig. 63-4.
Se trata de hallar el volumen V limitado por esta superficie.

Sea x = x;, siendo a < x; < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos Six;, gx(x)] v Tix.g«x9),
y a la superficie z = f(x,y) segiin € arco U¥ a lolargo dd cual z = f(x,,y). El areade la seccion STUY es

92(2';)

Ay = Sz, y) dy

v 91(1'.-)



308 INTEGRALES DOBLE E ITERADA [CAP. 63

oPues €l &rea de las secciones determinadas en
cf)or planos pardelosa y0z son funcio-
nes CoNOCi

02(%)
a0 = [ feway

01(%)

dex, distanciadd plano deseccién &l origen. Segin
lo dichoen el Capitulo 36, el volumen pedido ser4,

|4

! It
Py £ ’

kS

O

k3

8

.b[ilm fz,v) dll:l dx

Egaeslaintegral iterada de la ecuacién (¢).

J;IJ:dydx = Jo“l:yl.dx = J;‘(a;——z’)dz = [‘_'2:_%']0 = %
3. J:’ :'(:t+1/)dzdy = J;’<%x'+xy>]:' dy = J:’Gy'dy = 2ya]: = 14

23+ z ] 2242

f J;’_’ z dy dx = J;l (zu)]u._'dz = J:: (#*+ z* — 22 + 22)dx =

cos 8 - 1 cos 8 1 r
f f psengdods = f <§p'seno>] de = Ef cos® ¢ sen ¢ do
o o °
Lo = 1
g ¢o8 0 A = 3
/3 dconl /s 1 4cos @ /8
6. f f pPPdode = f (zp‘>:| de = f (64 coste — 4) de
2 0 2

30 , sen2p , sende e
[64 ?+ —4— + T) - 40]0 = 10~

| o

I

7. HallarffdA sendo R la regién del primer cuadrante limitada por la pardbola cibica y* = ! y larectay = x,

La rectay la pardbola s2cortan en loa puntos@© O vy (1, 1), que SOn losvaoresextremos dex e y en laregiéon R

Ly (72

Fig. 63-5 Fig. 68-6
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Solucion 1, Integrando primero por franjas horizontales (ver FFig, 63-S), es decir, con respecto a x, desde X ==y
(larecta) hastax = y¥3 (la pardbola), y después con respectoay, desdey = O hastay = 1, resulta

a1 uz/.’] 1 ‘3 1 ]
Jfaa = [ way = (@ -pa = [y --Q-w} -
R '} v ] 1]

b

1
10

Solucién 2. Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con respecto ay, desdey == x%/2
(la pardbola) hastay = x (la recta), y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 1, se obtiene

1 % . |
[ dA = f j dydx = f (x — ") de = {l 2 — g_xmil
R o Vi . 5 u

0

1

10

8. Hallar j f dA siendo R la region comprendidaentrey = 2x e y = x?, Situada a la izquierda de x = 1.
R

Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos
1 W28 1
ff dA = f J dyde = f 2z — 2% dx = 2
R 0 x2 0 3

Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integralesiteradas. Llamando R, a
la parte de R situada por debgjo de AB y R, la situada por encima de AB, tendremos

a1 N A2l 5 1 9
f dA = '[fdA+ffdA j f d dy +J J dedy = 545 = %
Ry R ] v/2 1 v/2

R 2

O G

o

Fig. 63-7 Fig. 63-8

9. Hallar j J‘ x?dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la hipérbola xy = 16y las rectasy = x. y =0
R

y x = 8 (Fig. 63-9).

De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regionesy calcular una integral iterada en cada una
dedlas. Llamando R, a la parte de R situada por encima de la'rectay = 2 y R, la situada por debajo, tendrcmos

- s 16/y .2 .8
Ifzsz ff:csz + ffx”dA - I f tdrdy + ] j 2 dx dy
r 'R, Ry a2 Yy 0 Yy

4 3 2
= %] 1y—i—y“>dy+%] (¥ —y)dy = 448
*Te [

Se dgja como gjercicio dividir R por la recta x = 4 y obtener

4 Le¥ ~8 16/
ff x*dA = f j 2?dy dx + J f x2dy dx
R <0 o Y 0
/

¥
Y
4,4 @0
R =
D S . N (L et 0 .
N
O Ry X

Fg 63-9 Fig.63-10
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1 3
10 Hallarf f e* dx dy invertiendo, previamente. el orden de integracion.
0 3y

Laintegral dada no se puede hallar directamente porqueSe‘l dx no es unafuncién elemental .

~ Laregion deintegracion Restalimitada por lasrectas x = 3y, x = 3 e y = O. Parainvertir el orden de integracion,
integramos primero w n respecto ay, desdey = O hasta y = x/3, y despuéscon respecto a x, desde x = O hasta x = 3.
As{ pues,

1 3 3
f f etdxdy = f f e* dy dx
0 3y

o Yo
3 /3 3 3
1 _ 1 _ 1,4
= f e""y:l: dx = 5-! efxdx = -ée":lo = g(e' 1)
o

Problemas propuestos

11. Hallar lasintegralesiteradas:

1 H 1 a

(a) f f dxdy = 1 (9) f f xe¥ dy dx %e -1
‘ ! [ 0
3 N " ey

® f | Grydeday = 9 w T yaray = 2
1 ° 5 ¥
‘ o Arc tag 3/2 2 sec B

(c) f .I: (= +y)dy dz = 239 (3 f f pdpde = 3
2 ° o
! s /s 2

(d) J‘: f, vy’ dy dz = % ©) f f Feosedpde = 5

s

] 3 mie tag 9 sech 1
(e) f J z/y*dz dy = T (k) f f pPcostadods = 30
1 ° o

1= cosf

0] folf‘ﬁ(y+y‘)dydx = % 0 fmfo peostodpds = %w

12. Hallar, mediante integrales iteradas, |as siguientes integrales dobl es, efectuando la integracion en los dos ordenesen los
€asos que sean posibles.

(@ dex, enlaregion limitadapor y =xt ey = x° Sol. 1/20
(b) dey, enlaregion de(a). Sol. 1/35
(c) dext, enlaregién limitadapory =x, vy =2xy x = 2. Sol. 4
(d) del, enlaregion del primer cuadrantelimitada por 2y = x*, y =3xy x + y =4, Sol. 8/3; 46/3
(e) dey,enlaregion por encimade y = O limitada por y* = 4x e y' =5 " x. Sel. 5
(f) de ——— enlaregidn del primer cuadrante limitada por x* — 4 — 2y. Sal. 4
V2y —y2

13. En los Problemas 11 {a)-(#), invertir € orden de integracidn y hallar las integrales iteradas que resultan.



Capitulo 64

Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas

AREA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En € caso de que f(x,y) = 1, laintegral de-

finidaen & Capitulo 63 adquiere IaformavU’ dA,que, en unidades de volumen, es el correspon-

diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representael érea de la region R.
(Ver Problemas 1-2)

0y(®

En coordenadas polares, 4 fj dA = f f pdpdf, donded = o, 6 = 8, ¢ (O),
41 1€

y 0.(8) se toman de forma que quede recoriida la region R.
(Ver Problemas 3-5.)

CENTRO GEOMETRICO. Las coordenadas (#,y) del centroide de una region plana R de area

A sz dA satisfacen las relaciones
" A i=M, Y j

C ffu (e o e

(Ver Problemas 6-9.)
EL MOMENTO DE INERCIA de una regién plana R con respecto alos gjescoordenados viene dado por

ffyﬂdA e I, = ffodA
R R

El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por €l
origen y es perpendicular al plano del Breg) de una region plana R viene dada por

Iy = I +1, = ff(x“ry"-)dA
R

(Ver Problemas 10-12.)

Problemas resudtos

1. Hallar € 4rea limitada por la pardbolay = x* y larectay = 2x + 3. _ v 3.9)
Trazande franjas verticales(ver Fig. 64-1), tenemos

[TTY ]

T

- f (2;; + 53— xg) dz -L U
-1

]

32/3 unidades de superficie Fig. 64-1

311
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2. Hallar el area comprendida entrelas parabolas y® = 4 — xey? = 4 — 4x,
Integrando por franjas horizontales (ver Fig. 64-2) y teniehdo en

cuenta la simetria que se observa en la figura, v
s g ©,2)
A = 2J‘ f dz dy
o 1-y2/4
2 A Y x

= 2f [(4—9*) — (A —1¥))] dy )

03
= of a-ww

0
= 8 unidades de superficie. (0, —2)

Fig. 64-2

3 Hallar el area exterior a la circunferencia ¢ = 2, e interior a la cardioide
e =21 + cos 8).

Dada la simetria, el Brea pedida esigual al dobledel areabarrida al
variar 8 desde 8§ = O hasta 6§ = in. Asi pues.

T/ 2(t + cos 0) 2(1 + cosd)

— T2

4 = 2],: J; dpde = 2f %p’:,z de

/e ° ‘

= 4f (2 core + cos? 0)de

’ ' 1 mie
= 4 [2 seno +—e + ~sen 29] = (r T 8)unid.de sup.
0

4. Hallar el area interior a la circunferencia ¢ = 4sen8 vy exterior a la
lemniscata ¢* = 8¢os 2 8.

El drea pedida es igual al doble de la correspondiente del primer
cuadrante limitada por las dos curvasy la recta 8 = 4z. Obsérvese que el
arco A0 delalemniscata 2generaal variar 8 desde 8 = n/6 hasta 8 = /4,
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 8 desde
8 = n/6 hasta 8 = /2. Este area conviene dividirla en dos partes, una
por debgjo y otra por encima de la recta 8 = /4. Asi, pues,

T4 48en 0 + T/ 4uem 6
2f f dpde 2 f dp de
- 2&-29 pee w4 ] pap

A =
T4 m/2
= f (16senz # — 8 cos 2¢) de + f 16 sent ¢ de
we me
— (4= T 44/3 — 4) unidades de superficie
+ o0
S Halar N = f e~=* dz.
[}
+ 2 +o0 v
Como f e~ dz = f e~ dy,
[] 0

+w + oo
N = f e *dx » f e dy
° /o

* % +aw
= f f e~ Pt de dy = ff eI+ dA
° [ n

Pasando a coordenadas polares (x* T y* = g%, d4 = g do d9),

T2 + w2 a 1 w/2
N2 = f f e . pdpds = f { lim (—ée—ﬁz)] }de = = de =
o Yo o la=+e 0 2

y N =vV=/2

Pig. 64-5

FNE]
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6. Hallar el centro geométrico del area plana limitada por la pardbolay = 6x — x?

y larectay = x. v
5 .ex—xz 5
A = ffdA = f J dydx = f (bx —ax¥dx = 12—5
‘R 1] z 0
5 8z - r2 5
625
M, = ff xdAd = f f zdydx = f (52* —a’)dz = o
z 0
: ' 5 J6x—z? (5, 6)
M. = ffydA = f f y dy dx
R ° =
1 (7 _ 625
= 3 f {(6x —«*)* — a’}dxr = —¢
0
0
Luego, £ = % = % y = )Z‘ = 5, y las coordenadas dd centro geo- \
métrico son (3, 5). Fg 64-6

7. Determinar el centro geométrico del area planalimitada por laspardbolasy = 2x — x?ey = 3x? — 6x.

2c— 22 2 ¥

’ 16
A = ff dA = f f dydx = f (8x — 4x?)dx = 3
R [] 3z2 -6z 0

2 2z —z2 2 16 0 (2,0
M, = ff:ch :f f rxdydx = f (8% — 4x%) dx = 3
A 0 3zl -6z 0
2 2x - r2
M. = ffydA = f f ydydx
R 0 3x2-6x
1 ¢ 64
= 3 f {(2z — «?)? — (B«*—62)}dx = -— I
’ Fig 64-7
M, M, 4 .
f = _L == = — hd it -
Luego, A 1, Y e = el centro geométrico es € pun
to (] [ g)*
Y

8. Halar el centro geométricodi area planaexterior a lacircunferenciag = 1ein-
terior a la cardioide ¢ =1 T cos §. (Ver Fig. 64-8)

De la figura s2 deduce que y = 0 y que es la que corresponde a la mitad
situada por encima del gje polar. Para esta Ultima area,

£

"/2 1+cos@
A = f dA = f f p dp de 0
1] 1]

R

wie
= %f {1 T coss)? — 1%} de = 18
o 8
/2 1+ cosl
M, = ffdi = f f (pcoas)p dp de
. o Fig. 64.8

= %f (3cos’@ + 3 cos®e + cos*e) de
]

e
13 3 - 1 1 _ 15 +32
= §[§o +Isen2o+3scno-scn0+88+Zsen20+325endal = T

+
Las coordenadas del centro geométrico son (%:-F 2)2‘|0)u

9. Determinar e centro geométrico del area interior a¢ = sen 8y exterior ap = 1 — cos d. (Ver Fig, 64.9.)

/3 send 1 /2 4— 7
A = ffdA = J f pdpde = —f (2cos6 — 1 — cos28)ds = %
R 0 1 - cosf 2 0
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i
M, = ffdi f f (o cos ) )p dp dé L4
—cos @
wi2 l
= 3f sen°0—1+3coso—3roszo+cos ) cos e df
157 —44 z
- 48 0
m/3 senf
M., = ffydA = f f (p sen @) p do dé
[ l—cols
AT/3
= 3J sen®*s — 1 T 3cose — 3cos’ € * cos®e)sene ds
3 —4 Fig. 64-9
48 15n—4 3n—4 )
Las coordenadas dd centro geométrico son \ 12(4 — n) —12(4 — )
10. Hallar I, I, e I, dd 4rea limitada por € lazo de y* = x*2 — ). v
2 zVe-z 2
A = J- dA = 2ff dydx = 2f V2 —z dx z
R o Vo oo \/_ (4]
o 2 1 32v2
= ——4f 22— 29%dz = -4 I:—:z3 - -—25] = 2&Ve
7 ( ) 3 5% ;7 15
haciendoel cambio 2— x = 2, Fig. 64-10
2 zV3-x 2 3
I. = ff y*dd = Zf f yvdydx = §f 232 — z)¥tdx
R o Yo 0 . /2
4 ° ' 418 12 2 1 20482 64
= -3 (2—2)%'dz = -——[—zs— 2+ 52— —z“] = g = 9314
3 Vi 3|5 7 3 11 N 3465 231
2 zVe-z
I, = ffx’dA = 2f f wdydx = 2f V2 —x dx
R [ ] [}
0 242
= —4f (2—2)%%*dz = —4 [—gz’ - %z’ + ?z" - gz’] = 1—03%_— = %A
Vi Ve
L = I+1 13312y2 416 ,
o T 0 ' 3465 L)
11. Hallar I, I, e I, del éreadel primer cuadrante exterior alacircunferenciag = 2a y
einterior alacircunferenciag = 4a cos 8.
w3 46 cos O z
A = f dA f f p dp do w
T/
27+ 3v3
= f {(da cos 8)* — (2a)*}ds = —7—3——\/:0.’ )
2 Fig. 64-11
/3 1acosC 1 T3
L = ff PdA = f f {pSen 8)? p dp de " f {(da cos #)* — (2a)*} sen" ¢ dé
R (] fa = P
ma 47 + 9\[§ 47 + 9\/E
— + + g - tod = 20 TYv 4 =
da f (16¢c0s*# — 1)sen’ € dg 5 a 22r F3V3)
w3 1a cox @
_ 12e+11V3 , _ 8(127+ 11y3)
— 3 — 1 o = 4 34
b ff N I T e R =2 ke
] 2 21V3
L = I.+1, = wa‘ = Ma’A

3 27 +3V3
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12. Hallar I., I, e I, del Breadd circulo ¢ = 2(sen 8 T+ cos 8).
Como x* T y* = o1, v

- j]. @A J,i,,f:(-eno»,mo) e dp do
) 'gﬂ ~4gnvo

= 4J (seno + cosg)* ds

_ 1 z
f" I 0
= 4|:§9—cos2o —583’140 — 6r = 3A
4T Flg 64-12

DelaFig. 64-12. deduceque I, = I,. Luegol, = I, = §l, = 34.

Problemas propuestos

13 Hallar mediante unaintegral doblelas areas siguientes:

(@) lalimitadapor 3x + 4y =24, x =0,y = 0. Sol. 24 un. sup.

®) lalimitadaporx +y=22y=xt4y=o. Sol. 6 un. sup.

(c) lalimitada por xs = 4y, 8y = x$ + 16. Sol. 32/3 un. sup.

(d) lainterior ag = 2(1 — cos 0). Sol. 6z un. sup.

(e) lalimitadapor ¢ = tag8sec8y 8 = /3. Sol. $v/3 un. sup.

(f) laexteriorae = 4 einterior ag = 8 cos 8. Sol. 8(3z T 4/3) un. sup.

14. Determinar el centro geométrico de | as &reas siguientes:

(a) lade Problema 13(a). Sol. (8/3, 2)

(b) ladel primer cuadrante del Problema 13(c). Sol. (3/2, 8/5)

(¢©) ladel primer cuadrante limitada por y* = 6x,y =0, x = 6. Sol. (18/5, 9/4)

(@) lalimitadapor y* = 4x, x* =5 — 2y, x =0. Sol. (13/40, 26/15)

(e) ladel primer cuadrante limitada por x* — 8y + 4 =0, x* = 4y, x = 0. Sol. (3/4, 2/5)

(f) ladel Problemal3(e). Sol. 3V/3, 6/5)

(9) lade primer cuadrante del Problema 13(f). Sol. f::ﬁ P _323 \/3)

8 93(9)
15. Demostrar que s %f [g2(6) — gi(®)]de = 4 f pdpde = jf dA, se verifica
4 { ,.

2¢O
ff reafaa = ff focoso, pseno) o do ds
R R
16. Hallar I, e I, delas areas siguientes:
(a) ladel Problema 13(a). Sol. I. = 64, I, =#A
(») lalimitada por y* = 8x y la ordenada del punto x = 2. Sol. I, =34, I, =124
(0 lalimitadapory = x*ey =x. Sol. I,= A, I,= %A
(d) lalimitadapory = d4x—x'ey = x. Sol. . =484, I, = ¥A
17. Hallar I, e 1, de un lazo de g* = c0s 28. Sal. . = - "
e (8 (g0

18. Hallar I, de las &reas siguientes:
(a) unlazode g = sen2s. Sol. §A (%) lalimitada por ¢ = 1 * ccss. Sol. 334



Capitulo 65

Volumen limitado por una superficie
Integral doble

EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuaciéon z = f(x,y), o bien z = f{(p, 0), es

£

decir, e volumen de una columna vertical cuya base superior esta en la superficie y la base inferior

en el plano xOy, viene definido por la integral doble V :j‘ zdA, siendo R la regién que consti-
tuye la base inferior de la columna.

Problemas resudtos

1. Hal_f_ar el volumen en e primer octante comprendido entre los planos z =0y z = x T y+ 2 e interior al cilindro
x& T y = 16.

De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z = x -+ y + 2 segun el cuadrante del circulo x* + y> = 16 en €
piano xOy. Por consiguiente,

|4

¢ ~viema . — ;
ffsz = f f (x+y+2)dyde = f (xV16 —x® + 8 — 1u* + 2V/16 — 2*) dx
) .

0 0 0
T (? + 81r> unidades de volumen

[-g-(lﬁ_ac’)’/2 T8« - Qt;i + 216 —#* T 16 arc scn}t:c

(4,0,0)

r

Fig. 65-1 Fg 65-2 Pig. 65-8
2. Hallar ¢] volumen limitaao por el cilindrox? + y2 = 4 y los planosy =1 yz=0.

De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar z = 4 — ysegun el cuadrante del circulo x? + y* = 4 en € plan-
no xOy. Por consiguiente,

2 Ya-y2 .
vV = f f ¥ V-2 (4—y)de dy = 167 unidades de volumen
sV Vi W—pde dy = 2f f
-2 [
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3. Hallarel volumen limitado por el paraboloide x2 + 42 = z el plano z = Oy loscilindrosy? — x y xa = y (ver Fig.65-3).

El volumen pedido se obtiene por integracion dez == x2 + 4y?2enlaregion R comun alas pardbolasy® = xy x2 =y
en el plano xOy. Por consiguiente,

1 V= 1 4 J;
Vv = f f (2*+4y*)dy dz = f (:c’y + gy’>] dr = @i unidades de volumen
[ x2

0 28

4. Hallar el volumen de la porcién decilindro 4xz + yz = 4® comprendidaentre los planosz = Oy z = my (ver Fig, 65-4).

El volumen se obtiene integrando z = my segin la mitad de la elipse 4x2 + y2 = @* Asl pues,

a/s \/:;::2 a/2 Vel - 4x? 3
vV = 2f f my dy de = mf y’:l de = m3a unidades de volumen
o 0 0 o

Fig.65-4 Fig. 65-5 Fig. 65-6

5 Hallar el volumen limitado por el paraboloide x? + y? = 4z, €l cilindro x? +y2=8yyel plano z = O (ver Fig. 65-5).

El volumen pedido se obtiene integrando z == f(x° + y?) segun €l circulo x° + y? = 8y. En coordenadas cilindricas,
el volumen se obtiene al integrar z = }e* en el circulo ¢ = 8 sen 6. Por tanto,

T 8sen 8 1 T 8sen
v = ffsz = ff wwdpds = fo o dp de
R [ ° o [ ]
1 T

geen 8 T
= — p‘:l de = 256f sen', de = 96 unidades de volumen
16+ n 0
0

6. Hallar e volumen que se elimina cuando a una esfera de radio 2a se le practica un taladro d¢ radioade forma quee
gje del orificio sea un diametro de la esfera (ver Fig. 65-6).

De la figura se deduce que € volumen pedido es igual a ocho veces el correspondicate al del primer cuadrante
limitado por el cilindro ¢* = &, la esfera g* + 2t — 42P y el plano z = 0. Este Ultimo volumen se obtiene integrando

z = v/ 4a®* — €3%n un cuadrante del circulo € = a. Por tanto,

/s o mis
Vv = Sf f Vaa* —plpdpds = %f (8a* — 3V3a%de = B(8— 8y/3)a’» unid.devol.
) 1] [
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VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE — INTEGRAL DOBLE [CAP. 65

Problemas propuestos

Hallar el volumen limitado por 9x2 + 4y? 4 36z = 36y el planoz = 0. Sol. 3z unidades de volumen.

Hallar el volumen limitade por z = 3x y por encima del area del primer cuadrante limitada porx =0,y = 0, X =4,y
x? 4 y?2 =25, Sol. 98 unidades de volumen.

Hallar el volumen del primer octante limitado por x?2 +z=9 3t 4y =24, X=0,y =0y z =0.
Sol. 1 485/16 unidades de volumen.

/
Hallar el volumen del primer octante limitado por Xy = 4z,y = Xy x = 4. Sol, 8 un. val,
Hallar el volumen del primer octante limitado por x> +y@ =25y z =y. Sol. 125/3 un. vol.
Hallar el volumen coman a loscilindros x® + yZ = 16 y x? 4 22 = 16. Sol. 1024/3 un. val.

Hallar el volumen del primer octante interior a y* +2-9 y exterior ay2 = 3x,  Sol. 27x/16 un. vol.

Hallar el volumen del primer octante limitado por x? 4- z2 =16y x —y = Q. Sol. 64/3 un. vol.

Hallar el volumen delantedex = Oy comin ay? 4- 22 = 4ey? + 2+ 2x = 16 Sol. 28z un. val.

Hallar el volumen interior ag = 2y exterior al cono 2% = o2, Sol. 327/3 un. vol.

Hallar ¢l volumen interior ay2 + z* = 2y exterior ax? — y* — 22 = 2, Sol. 87(4 — 4/2)/3 un. vol.
Hallar el volumen comln ag* + 22 = aZy o = asen 6. Sol. 2(3n — 4)&%/9 un. vol.

Hallar el volumen interior a x2 + y2 =9, limitado inferiormente por x2 + yZ 4 4z = 16 y superiormente por z = 4.
Sol. 817/8 un. val.

Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x?> + y* =4z y el planoz—y = 2 Sol. 92 un. vol.

Hallar el volumen generado al girar la cardioide ¢ = 2(1 — cos 8) alrededor del gje polar.

Sol. V = 2= JJ y o do df = 647/3 un. vol.

Hallar el volumen generado al girar un pétalo de ¢ = sen 26 alrededor de su ge. Sol. 327/105 un. vol.

En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de seccion cuadrada de lado igua a 2 (unida-
des de longitud), siendo su eje un diametro de la esfera. Demostrar que el volumen eliminado es $(24/2 + 197
— 54arc tag4/2) unidades de volimen,



Capitulo 66

Area de una superficie
Integral doble

EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO se efectian las operaciones siguientes: (1) Se-
proyecta €l arco sobre uno de los ejes coordenados determinando wu cierto intervalo sobre €l eie

y (2) seintegra la funcion ]/1 -+ (?) S la proyeccionserealiza sobred ge.x, 0 bienl/l + (%x)
s la proyeccion se redliza sobre el'ge y, en el intervalo anterior.

Para calcular el area Sde una porcion R' de una superficiez = f(x,ﬂ/) Se sigue un procedimiento

anélogo:
(1) Se proyecta R’ sobre uno de los planos coordenados determinando una regién R en dicho
plano.

(2) Seintegra, en la region R lafuncion

2 2
S = ff Jl + (g%) + (g—;) dA, s R se proyectasobre xOy
R
) o\’ ,
S = ff \/1 + (55) + <a—z> dA, S R’ se proyecta sobre yOz
R ; ,
S = ff \/1 + <g_y) + <a_g> dA, S R’ se proyecta sobre zOx
R

3]

Problemas resudtos

SeaR' unaregion de areaSsobrelasuperficie z =f (x,y).
Por el contorno de R' pasa un cilindro vertical (ver
Fig. 66-1) que corta al plano xOy segin laregion R. Se
divide R en n subregiones AA,(de &reas AA,)y sea A4S;
el area de la proyeccion de AA, sobre R. Se elige un
punto P; en cada subregion A4S, y se trazaen é. el plano
tangente a lasuperficie, siendo A7; el area de la proyec-
cion de AA, sobre este plano tangente. El valor A7; es
una aproximacién del area 4sS;.

El 4ngulo formado por el plano xOy y el plano
tangente en P; es igual a angulo y; formado por el

- of of _
ge z, [0,0,1] y la normal, [— g Pl 1] = v
oz é- . .
[_W’—W' 1] a la superficie en 2;, ES dseir,
cosy, = 1

0z az
\/ (%) +(@> 1
Fig. 66-1
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Por tanto (ver Fig. 66-2),
AT:*cosy; = AA; y AT, = secy, - AA;

n n
Luego, una aproximacion deSes 2 AT, = X' secy,* A4, y

i=1 i=1

lim 3 secy,+ad, = ffsec-y-dA
R

n~—4+00di=1
ff\f E + 1dA
Fig. 66-2

2. Hallar el dreadela porcién del cono x? + y? = 3z2situada por encimadel plano xOy e interior a cilindro x* + =4y,

S

il

Fig. 66-3 Fig. 66-4

Solucion I. Laproyeccién del area pedida(ver Fig. 66-3) sobre el plano xOy es la region R limitada por €l circulo
y* = 4y. Paradl cono,

]

. » .
2 2 2 T | 2
£=1.£,__=1~,1 y o1+ (8E) gfdz) iy 1274
ox 3 2’ oy 3 =z ox ay 9z 9z 3

s = I - e = (L

= —4Ff V4y ]/ dy = Bﬁ
3

3 = unidadesde superficie

Solucién 2. La proyeccion de la mitad del area pedida, sobre el plano yOz, esla region R limitada por la recta

= 4/3zy la pardbolay = §z%; esta ecuacion se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para
el cono,

9z _ _y 9z _ 3z ax '\’ ’+y’+9z’ 1222 122
w - T2 o=z V1 +< > +< ) T xR -yf
L uego,
z\/_/\/_ “/‘/ «
= 2f f 2\/_2 dz 4\/—f /___] = gﬁfﬁw—y’dy
V3z _y 'l [

‘ . az’\'
Solucion 3. Empleando coordenadas cilindricas en la Solucicn 1, hemos de integrar [a funcién \/ 1+ (g:) + (19—;)

= % a lolargo de 1a regién R limitada por la circunferencia ¢ = 4 sen B. Asi pues,

ff—dA J.f“mo_pdpd, = %J:Wp’]:moda

- =2 —= 8vV3
- \/gj; sen*o de = ‘?{-a unidades de superficie

S
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3. Hallar el 4rea dela porcion del cilindro x* + z* = 16 situada dentro del cilindro x* + y* = 16 (Fig. 66-5).
En lafigura, s repr$enta la octava parte del &rea _Eedida, y su proyeccion sobre € plano xOy constituida por un

cuadrante del circulo x? = 16. Parael cilindro x2 T 22 = 16.
32 _ _x dz _ oz \* az\' a4 2? 16
8z 2z’ ady 0 vy 1 +<£> +<£> T2 T 16=-2
L uego,
4 Vie-s2 4 4
S = SI f ———dydx = 32 dx = 128 unidades de supeficie
o Yo V16 —z* °

Fig. 66-5 Fig. 66-6

4. Hallar el area dela porcion de laesferaxt Ty + 28 = 16 exterior al paraboloide x° + y* + z = 16 (Fig. 66-6).

En la figura, se representa la cuarta pirte del area pedida, y su proyeccion sobre € plano yO:z constituida por la
region R limitada por lacircunferenciay? T z8 = 16, losgjesy yz ylarectaz = 1. Parala esfera,

9z _ y 90z _  z oz \' dz\ _ x+yi+zt 16
w - =z @ =z Y 1 +<a) +<$ = P T g
Luego
oz \' az\' ! 4
S = 4 J‘J‘Jl + (3;) + <-5;> dA = 4f I‘\/u—:i— dy dz
R o ° /—
16f1 y oo 16f di 8 unidades de superfici
= aresen———— dz = =gzdi = 7 UNi superficie
V16—z’:|o

5. Hallar el area de la porcion del cilindro x? + y? = 6y Situada
dentro de la esfera x5 T y? +2=3 (Fig. 66-7).

En lafigura, se representa la cuarta parte del érea pedida, su
proyeccion sobre el plano yOz coqgltwda por laregion R limitada
por losgjesz ey y lapardbola z¢ T 6y = 36. Esta Ultimaecuacion
resulta de eliminar x en las ecuaciones de las dos superficies. Para

€l cilindro,
— = I~y dw = 0
oY X ' oz
Y , .
ox ax
— — )} = iy _ '6_9—"
1+<3>+<62 z* = 6y_y
Luego
ﬂﬂ 8y
S = f f dzdy
0 61/ v
= 144 unidades de superficie Fig. 66-7
o w/‘
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Problemas propuestos

Hallar el area de la porcion del cono x2 + y2 — z% interior al prisma vertical cuya baseesel triangulo limitado por las
rectasy = x,x =0ey = 1 en € plano x0y. Sol. 34/2 unidades de superficie.

Hallar el 4rea de la porcion del plano x Ty + z = 6 interior al cilindro x* + y* = 4.
Sol. 44/37 un. sup.

Hallar el area de la porcion de la esferax? + y? + 22 = 36.interior a cilindro x* + * = 6y.
Sol. 72(x — 2) un. sup.

Hallar el drea de la porcion de la esfera x2 + y2 + z2 = 4z interior al paraboloide x? + 32 = z.
Sol. 4=z un. sup.

Hallar el area de la porcion de laesfera x* + y2 + 22 = 25 entre los planosz =2y z = 4.
Sol. 20n un. sup.

Hallar el area de la porcion de laesfera z = xy interior a cilindro x? +ya=1
Sal. 27(24/2 — 1)/3 un. sup.

Hallar el area de la superficie del cono x2 +y2 — 922 = 0 encima del plano z = O e interior al cilindro x* + y2 = 6y.
Sal. 34102 un. sup.

Hallar el 4readela parte de laesferax? +y2 + 22 = 25 interior al cilindro eliptico 2x* + y2 = 25.
Sol. 50z un.sup.

Hallar el areade la superficie de x* + yz — az = 0 queestésituada directamenteencimade la lemniscata 4¢* = a* cos 28.

4 — a5
SO. = - Vdr+atp dpde = & z
S aﬂ p*+atp dp 3{3_4_} un. sup.

Hallar el &rea de la superficie de x? + y? + 22 = 4 que esta situada directamente encima de la cardioide ¢ = 1 — cos 8.
Sol. 87 — vV2 —In{(v/2 + )] un. sup.



Capitulo 67

Integral triple

LA INTEGRAL TRIPLEJI[ S(x, 'y, z) dV de una funcion de tres variables independientes extendida
R

a una region cerrada R de puntos (x, Y, z), de volumen V, en la cual la funcién es uniforme y con-
tinua no es mas que una generalizacion del concepto de integral simple y doble.

En € caso de que f(x, y, z) = 1, laintegra fff Sflx,y, z) dV representa la medida del volumen
R
de laregion R.
CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLEffff(x, Yy, z)dV en coordenadas rectangul ares.

z2(: v)

y2(.t) f
z,¥Y,2)dV = flx,y,2)dzdy dx
j;fff( v.2) f f NEIIES e XY ( )
z,(y) zy(x, ¥)
= ff f f(x,y, 2)dz dx dy, etc.
zy(x,¥)

Il(y)
tomando los limites de integracion de forma que cubran la region R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLEffff(g, 0, z) dV en coordenadas cilindricas.

12(p 0)

02(0)
ff F(e,8,2) d f f ‘f £(p, 0, 2) pdz dp d
R py 8) z (».9)

tomando los limites de integracion de forma que cubran la region R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE ffff(e, ¢, 0) dV en coordenadas esféricas.
R

S o mav = [0 (7 0,0 seng do dg
R 1 oy

(9,0

tomando los limites de integracion de forma que cubran la region R.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (£, ¥, z) del centro geo-
métrico de un volumen satisfacen las relaciones

a‘:fnffdvzjnffxdv, gj;ffdvzj;ffydv,
zj,;f dvzj;jfzdv

L os momentos de inercia de un volumen con respecto a los gjes coordenados vienen dados por

I = fff(yuzﬂ)dv, I, = jjj(zumz)dv,
=ff (@ +y?) dV
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Problemas r esueltos

Consideremos la funcién f(x, y, z), continua en una region R del espacio. Cortando a R por unaserie de planos pa-
ralelos, x = &, y = n; Y z = £y, dicharegion quedadivididaen paral el epipedos rectosde volumen AV, = Ax; - Ay, + Az,
y en cierto numero de paral elepipedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelep| pedos compl etosse
elige un punto Py, (x:, ¥, zx) @ que corresponde el valor f (x;, y;, z;), y formamos la suma

(i) S flxnys ) AV = E Az, ¥y, 2) Axi Ay; Azx

m
R

II II I
D-D-l

I}

s
» sn
P

.

Laintegral tripledef(x, y, z) extendida alaregion Res, por def|n|C|on,eI limite de(i) cuando el niUmero de paral el epipedos
crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero.

Para hallar este limite, 32 pueden sumar. en primer lugar, todos los paralelepipedos que tienen dos dimensiones
igudes a d,x y A;y considerando i y j constantes, y calcular el Ifmite cuando 4,z — O. Asi pues,

x2
p_lgrp 2 f(xi, o5, 2 Bez A Ajy = f [(xi, ¥, 2) dz Avx Agy

Ahora bien. estas son las columnas de | as subregiones de la base consideradas en e Capitulo 23; por consiguiente.

lim ) E flxi, ¥iy2e) AV i = flz,y,2) dzdedy = fff f(x,y,2) dz dy dx
nIiz ;;}:'.‘:;."3 - i
p=+= k=1, Y

Hallar.

J;' J:_: J;z-:lxyz df-dy dxh
_ f [f {f :cyzdz}dy]dx

CU o] - L]

0
y=1-x l 13
_ r [xy’(24— x)* :| de = :11- J; (4r — 122 + 13¢° —6x' + 2®)dz = oo

y=0

f fJ‘Zpsenedng)zde
- )%

2 T/E
3 f o’

[]

g T sec @ g i m
f f f sen2p dpdp dg = 2J f sengdpds = 2f (1— %ﬂ)do = (2—\/2_)11'
[ [ 0 [

0 [

7/ 1
2sen;yalpda = 2f fp’senodpdo

0 0

1 /e

2
seno do = —§c030
O

= 2/3

Hallar laintegral triplede F(x,y. z) = r extendida a laregidén R del primer octants limitada por los planosy = 0,z =0,
X +Y =2, gg xp_6YeIC|I|ndroY + 2% =4 (ver |gur<';1671p po P y

Integremos primero con respecto a z, desde z = O (plano xOy) hasta z = 4/4 — yt (cilindro); luego, o hacemos
con respecto a x, desde x = 2 — y hastax = 6 — 2y, y finalmente con respecto ay, desdey = O hastay = 2. En estas

condiciones,
J‘z Jvﬁﬂv fm Pdadx dy = j‘n J"_H (éz“)]m € dy

fff zav

2J r“(4—y’)dxdy = %J;gﬂ—y’)zl dy = 2_3§

¥
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3,0)

L3

Fig. 67-1 Fig.67-2

4. Hallar laintegral triplede f(g, 0, z) = p* extendida a laregion R limitada por el paraboloideg? =9 — zy el planoz =0
ver Figura 67-2).

Integramos primero con respecto a z, desde z = 0 hasta z = 9 — g?, a continuacion con respecto a g, desdeg = 0

hasta g = 3, y finalmente con respecto a 0, desde 0 = O hasta 0 = 2x. Por tanto,

j;ffp’dv = J;zvj;aj;g_PLp’(pdzdpdo) = fozvj;apa(s—p-)dpd,

2 3 o7
f et — %p“):| de = 243 4y = 243
0 o . 14 2

4 Vie~x2 4 4 A Viar—a2
5. Demostrar que las integrales  (a) 4f f f dz dy dz, (b) 4f f f dydedz, vy
0 [} P 0 [} ]

(a2 +32)/4

4 4 Viae-y
(c) 4f f dxdzdy representan el mismo volumen.
1) 0

(a)

()

(o)

¥2/4

En este caso, z varia entre z = }(x? + y?) y z = 4; es decir, el volumen esta limitado inferiormente por el para-
boloide 42 = x* T y2, y superiormente por €l plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del circulo
xP T yP =16, z = 0, la proyeccion delacurvadeinterseccion del paraboloidecon €l plano z = 4 sobreel plano xOy.
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z = 4.

En este caso, y varia desde y = 0 hastay = 4/4z — x¥; es decir, el volumen est4 limitado a la izquierda por €l
plano z0x, y ala derecha por el paraboloide y* = 4z — x*. Al variar x y z serecorrelamitad del area limitada por
|a pardbola x® = 4z, y = O, lacurva de interseccién del paraboloide con el plano zOx y el plano z = 4. Laregién R
eslade(a).

El volumen esta limitado por detras por el plano yOz y por delante por el paraboloide 4z = x* + ﬁ/e' Al variar zey
se recorre la mitad del rea limitada por la pardbola’y? = 4z, x = 0, la curva de interseccion del paraboloide y ¢
plano yOz y por el plano z = 4. Laregion R eslade(a).
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6. Hallar la integral triple de F(g, ¢, 0) = 1/p extendida a laregion R del primer octante limitada por los conos ¢ = =
y ¢ = arctag2y laesferap = /6 (Figura 67-3).

Integramos primero con respecto a ¢, desde p = O hasta ¢ = 4/6; a continuacién, lo hacemos con respecto a @,
desde ¢ — ix hasta ¢ = arctag 2, y finamente con respecto a 8, desde 8 = O hasta § = x. Asi pies,

VT2 arc tag 2 \/8 1
ﬂ' 1.y I f f Ltcen g dpdp ds
p Yo ° P
R

T/

arc tag 2

mie mie
11 3. /1 1
3f f eng dgde = —3f <——— s = I(AL_-L
[ b 771 ° \/—g \/-2- 2 \/E \/{'_)

1l

Fg 67-3 Hg 67-4

7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2x® 4y vy el cilindroz = 4 —y' (Figura 67-4).

Integremos en primer lugar con respecto a z, desde - = 2x* + * hasta z = 4 — yZ; a continuacién con respecto ay,
desdey = O hastay = 4/2 — x2 (la ecuacion x? + y2 = 2 = obtiene eliminando :z en las ecuaciones de las dos super-

ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = O hasta x = 4/2 (obtenido al sustituir y = 0 en x? + y? = 2) determi-
nando asi la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto,

41)‘/;10‘/"_’1:2 dzdydz = 4.[,\/; i‘/*_* {4-9") — @2* + 97} dy do

Va 2y*\ V>~ 16 (V2
4f < dy — 2%y — —g—>:| de = 3 f (2 —x®)¥de = 4 unidades de volumen
[] o [

<
i

8. Hallar el volumen interior a cilindro g = 4cos 6 limitado superiormente por la esfera g? + z* = 16, e inferiormente
por el plano z = O (Figura &7-3).

Integremos primero con respecto a a. desde a = O hasta z = 4/16 — g#; a continuacion lo hacemos con respteto
a g, desde ¢ = O hastag = 4cos 8, y finalmentecon respecto a O, desde 0 = O hasta 8 = 7, obteniendo asi el volumen
pedido. En estas condiciones,

o 1cas O vig-p? o dcos @
Vv = f f r p dz dp ds = f f leG-p’dpdﬁ
o o "0 0 o
a

—~ _s_; (e’ —1)ds = %37 —4) unidades de volumen
[]
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9. Determinar las coordenadas del centro geomktrico del volumen interior a cilindro ¢ = 2 cos £ limitado superiormente

por & paraboloide z = g2, e inferiormente por el plano z = 0 (Fig. 67-6).
2¢08 8

i p2 /2
v = 2f f f pdzdpds = 2f f o* dp ds
0 L) 1] o L]
w2 2cos 8 /e
= 1 f ot dg = 8f costodse = i1r
2) ] 2

2cos 8

T2 2 cos @

o= fffeav = of7

L e4] 2 cos 8 w2

2f f plcosedpde = 6—4f cos® o de
[} [} 5‘0

Por simetria, 7 = Q.

pl
f pcoseepdzdpde
L)

R
i

27, y

T2 121‘056
f J o* dp dé
1] /]

mie 2cos 8 p?
M. = fff zdV = 2f f f z+*pdzdpdo =
YR ° ° °
2 (" 5 M., _ 10
—_— 8 = — z — v o
3 J; cos® 6 de 3 y F3 v 9

Asf pues, las coordenadas del centro geomktrico (4/3, O, 10/9),

10. Dado un cono recto circular de radio r y altura h, determinar(a) el
centro geométrico, (b) el momento de inercia con respecto a su ge,
(c) el momento de inerciacon respecto a una recta cual quiera que pase
por su vértice y sea perpendicular a su ge, (d) el momento de inercia
W N respecto a una recta cualquiera que pase por €l centro geométrico
y sea perpendicular al gje, (e) el momento de inercia con respecto a un
didmetro de la base.

Considerando el cono como serepresentaen la Fig. 67-7, su ecua-

cion esp = {F z. Por tanto.

T2 . N
Vv = 4f f f o dz dp dé
A

° o Y
I v h
- 4f f (hp—;p’)dp de
° ° :

mre
= Zppe f do = gk _
3 ° Fig. 67-7

o)
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(@) El centro geométrico esta situado en el ge z.

~ w2 r h
Jffde - 4f f fz,,dzdpda
'Y [} [ gp
T3 r B2 1 e 1
2f f (hgp _ﬁps> dpde = 5 hzrzf ds = erh’r’

y = _1 = % h. Luego, las coordenadas del centro geométrico son (0,0, fh).

e T h
(b) I fff (F+yHdV = 4f f f plrpdzdpde = i17'h'l“ = i-‘r’V
o o o 10 10

(¢) Tomando la rectacomoejey.

m/2 r h
f[f (x*+28)dV = 4f f f (p*cos? e + 2% p dz dp do
. o o Y2p
_ e ok h"
p p cos? 9 + h%p — dp do
= %rh’l‘z <h2+i~r’) = g(h2+%r’>V

(d) Seace larectague pasa por €l centroidey es paralelaal gey. Por e teoremade Steiner,

M.,

1,

L = 1.1 vghy v I = 4t 1y - spv = ety
(e) Seadel didmetro de la base del cono, tomado paralelo al gjey. Tendremos

L o= L+ V(G = Ge+4V + LtV = 2k + 3r)V

11 Hallar el volumen limitado por el cono ¢ = }n y laesferap = 2acos ¢ (Ver Figura 67-8).

/e 2a coa ¢
Y (VLT

32 m/2
= 3a J‘ f cos’ ¢ sen ¢ do de

0 0 0

Fig. 67-8 Fig. 67-9

[ CAP. 67

/2
2«1’,jv de = na’®unidades de volumen
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12. Determinar el centro geométrico del volumen limitado por un cono de angulo en el vértice igua a 60° y una efera
de radio 2 cuyo centro estd en el vértice del cono. (Ver Figura 67-9.)

Tomando las superficies como seindican en lafigura, # = § = 0. En coordenadas esféricas, |a ecuacién del cono
es ¢ = n/6, y lacorrespondiente a laesferaes g = 2.

mie ~T/8 e w8
ff v = 4( J J piseng dpdp ds = %gf f sen¢ do¢ de
[} [}
32 "” 8
LA do = S (2- V3)

w2 m/e 2
zdV = 4f f f pc05¢.p’scn¢dpd¢d0
M., = I‘J‘f 0 Yo [}

~T/2 \TT/8
= SJ J $n2¢d¢de = =, y zzM-'h—3(2+—\'/§‘).
A A Vv 8

|4

d

13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12.

. AT/2 /6 +2
L = Jff (*+ydV = 4] f J p?sen’ g« p* seng dp dg de
% [} [} )

T2 w6 ™/ _
= lzsf f wn'odpds = % ———\/">f ds = f—g(m-g\/??) o B2y

Problemas propuestos

14. Hallar las integrales triples siguientes:

vl 2 3
(a)jo fl fz dedzdy = 1
®) J“ J f dzdy d=2 = 1/24

i2-2y 4—2y/3~-2/3 12 §~2/2 ,4—2y/3-1/3

(C)J r f xdzdxdy = 144 = l‘.-J J x dz dy dx

18- ,2

(d) f f j (16~ o) pz dpdz dd = 2—?3;

'211' v
(e) J f f p*seneg dp dp de = 2500x
[} 0 [}

15. (a) Hallar laintegral del Problema 14(6) cambiando el orden a dz dx dy.
(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden adx dy dz y también a dy dz dx.

16. Hallar los volumenes siguientes, por medio de una integral tripley empleando coordenadas rectangul ares:

(a) interior a x* T y* = 9, encimade z = O, y debgjode x + z = 4, Sol. 367 un. vol.
() limitado por planos coordenados y &x + 4y + 32 =12, Sol. 4 un. vol.
(c) interiora x* + y? = 4x, encimade z = O, y debajo de x? 4 & = 4g, Sol. 67z un. vol.

17. Hallar los volumencs siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas cilindricas:

(a) Problema 5.
(by Problema 16(c).
(c) inferior a g2 = 16, encimade z = 0, y debajo de 2z = y. Sol. 64/3 un. vol.



330 INTEGRAL TRIPLE [CAP. 67

18 Determinar el centro geométrico de los vollmenes siguientes:

0) interior a z? = encimadel tridgngulo y =X, y =Q x =4
© 5 Y Y Y Sol. (3,9/5, 9/8)

enel plano z =
(b) Problema 16(b). Sol. (1/2, 3/4,1)
- 787 — 128
(© volumen del primer octante del Problema 16(a). Sol. f;;ﬂ _97{) s 3(,,23 Nk 32127 -1
(d) Problema16(c). Sol. (8/3, 0, 1019)
(e) Problema 17(c). Sol. (O 3#/4, 32/16)
19. Hallar los momentosde inercia I, /,, I, de los volimenes siguientes:
(o) Problemas. Sol. j =1, = RV, L. =RV
(b) Problema 16(b) Sol. 1. =3v, 1,=2V, . =1V
(c) Problema 16(c) Sol. [, =8V, 1, =4V, I. =%V

(d) limitadopor z =g* y el plano z =2 Sol. 1,=1,= %V, I. = §V

20, Demostrar que, en coordenadascilindricas, la integral triple de una funcion f (e, 8, z) extendida a una region R e puede

repre%ntar por 8 Py(0) 300, 8)
f _ f(p;ovz)sz dp dﬂ

o p1(O) £1(p, 6
Ind. Considérese (ver Fig. 67-10) una subregion genérica de R limitada por doscilindroscuyo gjesea Oz y de radiose
y @ = 4, dos planos horizontalesque pasen por los puntos(@© 0,2) vy (O 0, z + Az) y dos planos vertices que pasen
por el gje 0z y formen con el plano x0z loséngulos 8 y 8 + A46. Tomese Av = (e46) 4e¢ * Az como unaaproximacion
de este volumen.

Fig. 67-10 Fig. 67-11

21. Demostrar que, en coordenadasesféricas. la integral triple de unafuncién f(e. ¢, 8) extendida a Una region R se puede
representar pOr B 5(8) 219,60
f f f flp.£,6) p sen ¢ dp dp de

« $148; PAC N
hﬁ Considérese (ver Fig, 67-11) una subregion genérica de R limitada, por dos esferas de centro O y radios ¢ y
¢ T de, dosconos de vértices O, gje O y semidngulo en el vértice A4 y & + A#, y dos planos verticales que pasen por
el eje Oz y formen con el plano z0 y losangulos8y 6 + 46. Tomese
AV = (g Ag) (g sen ¢ A8)(Ag) = o"sen ¢ Ap A A6

€cOomMo una aproximacioén de este volumen.



Capitulo68

Cuerpos de densidad variable

LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capitul os anteriores se considera-
ron como figuras geométricas de densidad 6 = |. La masa de un sdlido homogéneo de volumen V
y densidad 6 viene dada por m = §V.

La masa elemental dm de un sélido no homogéneo cuya densidad varia de punto a punto viene
dada por:

o(x,y) ds para una linea material (por ejemplo, una varilla fina),
o(x,y) dA para una superficie material (por gemplo, una hoja de metal delgada),
8(x,y, z) dv  para un solido material.

Problemas resudtos

1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporciona a su distancia al
didmetro que une sus extremos.

Tomando la varillacomo se indicaen la Fig. 68-1, &(x,y) = ky.
Por tanto, de x*® + y:=rt

dy\} r
ds = 1+<—”> dz = Ldzx
dx Y
m = 8z, y)di = f ky-i- d=~ k'rf dr = 2kr® unidades
v ]
P(z,y)
P(x,y)
(—rlo)
v
| x d »P(x,y)
(-r.0) ) (r,0) ~("“ =y
o x
~
Fig. 68-1 Fig. 68-2 Fig.683

2, Hallar la masa de una placa cuadrada de lado q sabiendo que la densidad en cada punto es proporciona al cuadrado
de su distancia a un vértice (Fig. 68-2).

Tomando el cuadrado como < indica cn la figura, de forma que uno de sus vértices coincida con el origen,
O(x, y) = k(x* + »%), Y

m = [f&(z,y)dA = Jo £°k(z’+y’)da:dy = k‘foa (Ja' +ay)dy = gkt unidades
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3. Hallar lamasade un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a cuadrado de su
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3).

Tomando € ci rculgl_como se indica en la figura, llamando A(r, 0) a punto fijo elegido sobre la circunferen-
ciad(x,y) = k{lx—rt Ty}, y

Voiog2

ff S(x,y)dA = 2 f f k{{x—r)? + yYdydz = 3k=»*unidades
R

4. Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la pardbola »* = 8x limitada por la ordenada
en el punto x = 2, sabiendo que ladensidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68-4.

Serd, d(x,y) =2 —x y por simetriag = O. Parala mitad superior de la placa

m = ff&(my)dA = J“fg k2—zx)dxdy = kI“ 2—Lz+y—4 d = gik
) ’ o D 4" 128 )Y 15"
e . 128
M, = ffa(x,y)di = J; f, k2—x)xdxdy = kf ( 24y64>dy = 35k
R ye/8
y &= 1::' = ; L as coordenadas del centro de masas son (¥, O)
y (2, 4) y
2—2
( P(z,y)
of *ev © x o Wy 0 =z
\
Fig. 68-4 Fig. 68-5 Fig. 68-6

5. Determinarel centro de masas de un platocuyo borde presentala formade mediacardioide deecuacion o = 2(1 + cos 8),
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5).

T 2(1 + cos @) 8 T 20
m = ff&(p,a)dA = f f kprodpde = §kf (1 + cose)ds = Tkn',
e o Yo o -
T 2(1 + cos®)
M, = ff&(P;ﬂ)ydA = [ f kp°psene'pdpde
R
= 4kf 1 + cosg)senede = %k,
2(1 + cos 9)
M, = f 8(p, 6) @ dA f f ko+pcosérpdpds = 1dkr
s
._ M, 21 M, 96 21 96
P — = — 3 t
Luego = - 7 el Y y las coordenadas del centro demasasson(lO I5m

6. Hallar el momento de inercia, con respecto al ge x, de un plato cuyo contorno es un arco delacurvay =senx yel
ge x, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al ge x (Fig. 68-6).

sfenr T

- [ = e = b e -
"o
f[a(xy)y dA = [ [ kyey*rdy de =
o Yo

kj scn‘x dx =

L]

[N YN
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7. Hallar la masa de unaesfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua-
drado de su distancia a centro (Fig. 68-7).

- : k _ k
Tomando |la esfera como indica la figura, d(x, y, z) = R R Y
/2 w2z v k
m = fff&(z,y,z)dl’ = 8f f f S ptsen¢ dp de de
R ] [} ] o
/e ko] w2
= Skrf f seng dpda = 8krf de = 4k=r unidades
o ) 0
|2 2
P(z,y,3)

Fig. 68-7 Fig. 68-8

8. Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura h sabiendo que la densidad en cada punto
es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6).

Tomando el cilindro como seindicaen la figura, su ecuacién esg = r, y el volumen a considerar corresponde a la

porcion de cilindro comprendido entre los planos z =0 y z = h. Evidentemente, el centro de masas est4 situado en
e ge z

4f1rl2 J.' Ih /3 r
m = fff 8z,p,0)dV = . Jy J, kzrpdzdpde = 2kh*f f pdp do
R o L]

/2
= Kkt f do = 2kehr,
’ w3 T h 4 m/3 r
M, = fff&(z,p,a)de = 4f f sz’°pdzdpd0 = :—ikh’f f p dp de
R [ [ 1] 0 [ 1]
_ 2 f/ R P My _ 2
= 3khr ) de = 3kﬂh‘r y zZ = proalid 3h

L as coordenadas del centro de masas son (O, O, %A).
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Problemas propuestos

9. Hallar la mesa de:

?a) una barra recta de Ion%itud a, sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de
oS extremos. Sol. ka3,

() un plato en forma de tridngulo rectdngulo de catetos _ai_y b, siendo la densidad en cada punto proporciona a la
suma de sus distancias a los catetos. Sol. 3kab(a T'h).

© g‘ol pl?‘a,t;oaci rcular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia a centro.
. a‘’m.

(d) un plato deformaeliptica de ecuacién b2x? + $’y’ = a%?, siendo la densidad de cada punto proporcional a la suma
de sus distancias a los ges. Sol. $kab(a T ).

(¢) un cilindro circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional a cuadrado
de au distancia a ge. Sol. tkathn.

(f) unaesferade radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. }ka'n.

(g) unconocirculardealtura by radio delabase o, siendo ladensidad en cada punto proporcional asu distanciaal ge.
Sol. tka*br.

(h) una superficie esférica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. 2ka*n.

10. Determinar € centro de masas de:
(8 un cuadrante de 9(c). Sol. (3a/2n, 3a/2n).

(b) un cuadrante de un plato circular de radio o, siendo la densidad en cada punto igua a su distancia a uno de los
radios limites (gjex). Sol. (3a/8, 3an/16).

(©) un cubo de arista a, siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres ariscas adyacentes
(ejescoordenados). Sol. (5a/9, 5a/9, 5a/9).

(4 un octante de unaesferaderadio a, siendoladensidad en cada punto igua a su distancia a una de las caras planas.
Sol. (16a/15n, 16a/15z7, Ba/15).

() un cono circular recto de altura by radio de la base a, siendo la densidad en cada punto igual asu distanciaa
la base. Sal. (O 0, 2b/5).

11. Hallar d momento de inercia de:

(8 un plato cuadrado de lado a, con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igua al cuadrado de su
distancia a un extremo de dicho lado. Sal. 7y, a*m.

() un plato circular de radio &, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su
distanciaa centro. Sal. fa®m.

(c) un cubo de arista a, ¢on respecto a una arista, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia
a un extremo d¢ dicha arista. Sal. */4,a%m,

(d) un conocircular recto de altura by radio de la basea, con respectoasu €ie, siendo la densidad en cada punto igual
a su distancia al €e. Sol. ¥ .a*m.

(e) € cono de(d), siendo la densidad en cada punto igua a su distancia a la base. Sal. $atm.
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Ecuaciones diferenciales

UNA ECUACION DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por
. d%y dy . .
giemplo, T + 2 X +3y=0, dy=(x+ 2y)dx, etc.
B orden de una ecuacion diferencial es @ correspondiente al de la derivada de mayor indice
que figuraen eéla La primerade las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado.

~ Wna solucion de una ecuacion diferencia es toda relacién entre las variablesen la que no figuran
ni derivadas ni diferencialesy que satisface idénticamentea la ecuacion. La solucion general de una
ecuacion diferencia de orden n es aquella solucion que contiene el maximo nimero (= n) de cons-

tantes arbitrarias. (Ver Problemas 1-3))

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN. Es de laforma M(x, y) dx + N()_cl,_y)dy

=0 S una ecuacion de este tipo se puede escribir en la forma particular fi(x) © g:(y) dx T fy(x)
- g:(y) dy = O, las variables son separablesy la solucién viene dada por

fiz) 9. _
ffz(x) d + fﬂz(y) 4 ¢ (Ver Problemas 4-6.)

Una funcién f(x,y) es homogénea de grado n, s f(ix, Ay) = A*f(x,y). La ecuacion M(x,y) dx
N(x,y)dy = 0 es homogénea, s M(x,y) Yy N(x,y) son homogéneas del mismo grado.

La sustitucion
y=w dy=vdxtxa
transforma la ecuacion homogénea en otra cuyas variables, x ey, son separables.
(Ver Problemas 7-9.)

ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES s pueden resolver, rapidamente, 9 se advierte en ellas
la presencia de combinaciones de términos integrables.

Otras ecuaciones, cuya solucion no es inmediata por € método anterior, se pueden resolver
multiplicandolas por un factor adecuado, funcién de x ey, que recibe é nombre de factor inte-

grante de la ecuacion. (Ver Problemas 10-14)
d

La ecuacion diferencial lineal de primer orden % + Py = Q, siendo # y Q funciones de x so-

lamente, tiene como factor integrante &(x) = e/, (Ver Problemas 15-17.

Una ecuacion de Iaforma_g;i + Py = O, siendor # 0,1 y Py Q funcionesde x Gnicamente
< reduce a otra lineal mediante la sustitucion
.dy 1 e

I-n — 1 —
y 4 ¥V ' qr T l-ondx (Ver Problemas 18-19)
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Problemas resudtos

! 1 Demostrar que éaf) y=2e% (b)y = 3§|_y (c) y = C e + C, x, siendo C, y C, constantes arbitrarias, son soluciones
de la ecuacion encial y”(l —X)

(a) Derivando dos veces la funciéon y = _'[esulta, y' = 2e* ey = 2e*. Sustituyendo en la ecuacién diferencial
dada, se obtiene la identidad 2e*(1 — x) T 2e*x — 2ex = 0.

(b) Derivando dos veces y = 3x resulta, y = 3 e y*" = O Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada = llega a
la identidad 0(1 — x3 T 3x — 3x = 0.

(¢) Derivando dos veces y = Cye* + Cyx resulta, y' =C, e* + C, e = C,gl_'. Sustituyendo en la ecuacién dife-
rencial dada, = llega a la identidad €, e*(1 — x) + (Cl ee T C,)x — (Cl ez T Cyx) =

~ La solucién (c) es la selucion general de |a ecuacién diferencial, ya que contiene el nimero apropiado de constantes
arbitrarias. Las soluciones (a) y (&) reciben el nombre de soluciones parriculares, puesto que ambas se pueden obtener
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solucién general.

~2. Hallar laecuacién diferencial cuya solucion general es

@ y=Cr—x y (b)y=Cx+Cxtc
(a) Dirivando y — Cx* — x obtenemos y' = 2Cx — 1. Despgjando, C = 5 (---ﬁ y sustituyendo en la relacion

dada (solucion general) resultay = — (;V_+_l_) x*—x osea y'x =2+ x.

b) Derlvando tres veces y = C, x? + ¢, x + C, resulta, y' = 3C; x* +c, y"' =6Cx, y'"' = 6C, Por tanto.
y'"' = xy"' es la ecuacion ped|da

Obsérvese que la relacion dada es una solucion de laecuacion y'* = O, pero no es su solucién general, ya que
solamente contiene tres constantes arbitrarias.

3. Hallar la ecuacion diferencial de todas las pardbolas cuyo ee principal es el ge Oz,
La ecuacion de una familia de pardbolas es y* = Ax + B, siendo A y B constantes arbitrarias.
Derivando dos veces, obtenemos 2yy’ = A y 2yy*’ + 2yt =0,
Luego 2yy’’ + 2y = 0 eslaecuacion pedida.

dy 4 1+

dx xy2(1 + x%) =0.

4. Resolver

Y 1 - .
Operando, xy*(1 + x?)dy + a+ y3dx =0 6 1—.|.7 dy + Wﬁif dx = O que es una ecuacion de varia-

bles separadas. Luego
¥ dy dx x dx

1ty T 1+ = O

%ln}1+y“\+ln!x|—é—ln(l-}-x’) =
2Inll14+9% + 6Injx; — 3In(l+2% = 6,
m‘(1+y) _ 1+ y e
ey 0 %Y nT=p — ¢ - ¢
dy _ 1+
5 Resolver X = 1+
d
Tendremos l—:y, f—l—é 2. Luego arctagy:arctagx'l'arctagc e

+C
= tag(arc tagx T arctag €) = lx_ Cx
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_ cos'y
- 6. Resolver %Rm’,x .
dx C) _ 1 -
sectydy = esclxdx, Yy tagy = —ooix 4 €

dy &
costy ~ sentx’

Resolver 2xydy = (x* — yS)dx.
vy _ dx
e
0O CixM1— 3 =1

7.
[ — 3y
In |1 — 3v8 + 3In x| +InC" =0

La ecuacion es homogénea de segundo grado. Haciendo € cambio y = vx, dy = vdx + X dv obteriemos
2x* vx(vdx + Xdv) = (x* — v’x%) dx o sea —

Luego —4}In [l — 3| = In ixi +hc
Ahora bien £C'x¥1 — 3v%) = Cx¥1 — 39 = | y, haciendo V = y/x, C(x* — 3xp?) = 1.

dx

8. Resolver x sen%(ydx + xdy) T ycos }(xdy— ydx) = 0.
La ecuacién es homogénea de segundo grado. Haciendo & cambio y = vx, dy = vdx + x dv obtenemos

xsen v(vxdx T xSdv + vx dx) + vx cos v(xsdv+ vxdx —vx.dx) = O
senvt vcosvdv/Jr 27 -0

senvvdx + xdv) + xvcosvdy = 0,
vsen V

Luego Invsenv] T 2Inix| = InC', x.v-senv=C, y xysay/x=C.

9. Resolver (x2— Zy®dy + 2xydx = 0.
La ecuacion es homogénea de segundo grado. Haciendo & cambio de variable correspondiente, obtenemos
—amvvdx + _ 1—2 +d.r_ _d_V__4vdV_ dax
(1 —2v)(vdx T xdv) T 2vdx = 0, V(J_zv,)dv + =0, T 3(:‘_sz,)+ X 0
*ln|v|+}ln|3_2v']+ln]x| = Ine |n|"’|+ln|3_2lf’|+3ln|x| = Inc

Luego vx*3 —2v8) = C y y(3x* — 2y5) = C.

Y _
T = C.

10. Resolver (x*+ y)dx + (ys+ 0y dy =0,
Integrando x* dx + (ydx +xay t ySdy = O termino a termino. obtenemos X2 #xy T

11. Resolver (x T e-7seny)dx — (yt e’ cosy)dy = 0.
Integrando x dx — v dy — (&' cos ydy —e-*senydx) = Q término a término. obtenemos
dx?—Jyt —e~Tseny = C

12, Resolver x dy — ydx = 2xSdx.
La expresiéon x dy — » dx nos lleva ad (%) idiv—x,—yﬂ{. Luego, multiplicandola ecuacion dada por &(x) = .
X
w=kdxy% =x*+Coy=x%+ Cx.
xdyx#. Luzgo, multiplicando, la ecuacién dada por &(x, y)

13. Resolver x dy + y dx = 2xSy dr.
La expresion x dy T y dx nos lleva a d(ln xy) =

=2xdxylnlxyl =x*+4+ C,

1 icdy+ydx

T xy

14. Resolver xdy + 3y —e®) dx = 0.
Multiplicando la ecuacion por §(x) = x* obtenemos x3 dy + 3x%y dX = x%e* dx.

Luego, x3y = J x?e® dx = xPe? — 2xe* T 205 T C.
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. dy 2
15, | Resolver ﬁ[?y = 6x*,
I
Aqui P(x) = % J'P(x) dx =Inxh, yE(x) = b ™ — 53,
Multiplicando la ecuacién dada por £&(x) = x* obtenemos x* dy + 2xy dx = 6x* dx, Luego, x®y = x* +c

Nota ]. Despuésde multiplicar por € factor integrante, lostérminos del primer miembrodela ecuacién queresulta
forman una eombinacidn integrable.

Nota 2. El factor integrante de una ecuacibn dada no es Gnico. En este problema, x%, 3x2, 4x%, etc., son todos
ellos factores _||_ntegranta Es decir, hemos utilizadola integral particular més sencillade P(x) dx en lugar de la integral
general In x* T In C = Cx®.

16. Reso\l]ver tag x % +Y =secx.

~Tendremos % +ycotx = esc X, J‘p(x)dx = _[ cot xdx = In jsen x| v §Gx) — €™ "7 = lsen x).

Luegoscnx(% +ycotx) =senxcscx,senxdy + ycosxdx =dx,yysenx = x + C.

dy .
17. Resolver = X.

Aqui P(9) = —x, J PO) dx = —4xh, y §(x) = e,

Luego, e~¥4* gy — xye V' dx — xe-V¥*dx, yels' — _o-uxt+ C ey = CeV' — 1.

P 4+

— t ]
18, Resolver Y=t
. dy +
La ecuacibn es de Iaformaa Py =Qy"conn =2
. S _ L dy dz . - .
Haciendoel cambioy*—* = y=! = z, y—* I = — (Es conveniente escribir la ecuacibn en la forma

d
y"Ey -I-y“:x.)LuegO,—%'l'z:xO% — 2=,

Bl factor integrante es &(x) = e/F¥ =e-s%* =e-:, Por tanto, e-*dz— ze-*dx = —xe~*dx Y ze~* = xe™*

+ e-+ + C. Finalmente, como z — y % —xtT1tce

19. Resolver % + y tagx = y?sec x.

d
Ponemoslaecuacién en la formay -* d—_’: + y-'tag X = ¢ X.

A __ 1 d

Haciendo el cambioy-' =z, y~*—- = dz

5 a¢ obtenemos; — 2ztagX = 2 secX.

B factor integrante es §(x) = e~*/**62 4z —¢os? X. LUego, cos* X dz — 2z cos X SEN X dx = 2 ¢0s X dx, Zcos® X =

2
—-25enx+C,yCO;7.X=_2senx+C.

20. Se dispara una balacontra una masade arena. Suponiendo que la resistenciasea igua ala raiz cuadrada de la velocidad
delabala, calcular € tiempo que tardara en detenersetotalmentes su velocidad, al penetrar en la arena, es de 49 metros

por segundo.
Sea v la velocidad de la bala ¢ segundos después de haberse introducidoen la arena.

. R A a . +
Laretardacibnserd = T _\/vo-—‘/T——-dryZ\/v_-—-z C.

Para ¢ =0 v =49 y c = 24/49 = 14. Por tanto, 24/v = —t T+ 14 es la ecuacibn del movimiento de la baa
Parav = 0, t = 14; esdecir, la balase detiene a los 14 segundos de incidir en la arena.

21. Un depésito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solucién igua a 100 kilogramos. Se introduce
en el depdsito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto.
La mezcla s mantiene uniforme mediante una agitacion adecuada y se la extrae del depésito a la misma velocidad
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendra el depbsito al cabo de 90 minutos
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23

24.

Sea ¢ (kilogramos) la sal que hay en €l deposite al cabo de / minutos. yd—? la velocidad de variacion dedichacan-
tidad con el tiempo t.

En cada minuta llegan al depésito 1,5 kg de $41, y salen de ¢l 0,03¢ kg. Por tanto, “‘: ~1,5=003,

1,5 — 0,03¢
_ In ©,03q — 1,5) +
=dr - Y —t T C.
Inl,$ .
Parat=0,g =100y C = 303 ; por consiguiente, In (0,03g — 1,5) = —0,03¢ +1n1,5, 0,029 —1 = e-o0m

Y q = 50 + 50e-093¢, Parar =90, q = 50 T 50e-*7 = 53,35 kg.

Bajo ciertas condiciones, el azlicar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporcional, en cadainstante,
ala cantidad de azlicar sin transformar. Sabiendo que para ¢ = O lacantidad de azlicar esde 75 gramos, y queal cabo
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media.

Sea q la cantidad transformada en ¢ minutos.

dq
Tendremos 4q _ k(75 —q), —kdt,yln(75—q) = —kr +c.
dr 75— q
Parat =0,q =0y C = In75; por tanto, In(75 — q) = — ki T In75.

Parar = 30,q = 8,30k = In 75— In 67, y k = 0,0038. Es decir, g = 75(1 — £-0.003%).
Parar =90, g = 75(1 — €7,0*!) = 216 gramos.

Problemas propuestos

Hallar la ecuacion diferencial cuya solucion general es:
@ y=cxrt1 @ y=cxtce @ y=Gtoxtcx (@) y = Csenx T Cycosx
® y=Cx+C (d) xy =x*—C (f) y=Ce+ Ce? (h) y = Gezcos3x T Cy)
Sol.(a) xy =2(y—1) (o) 4y =2¢y T (e) y =0 @ y ' +y=0
() vy =(y—xy)» (d) xy"+y =3x ) y'—=3y'+2p=0 (h) »y' =2+ 10y =0
Resolver:
(@) ydy —4xdx =0 Sol.ya =4xtt C
(b) y*dy —3x%dx =0 Sol. 2y® = 3x¢ +c
) xy' =y{x—4) Sol. x2 — xy + 2y = Cx?y
(d)' (x — 2y) dy +(y+4x)dx:o SOI.xy—y’+2x':C
(e) @yt 1y = 3xy Sol.y2tIn iyl =x*+C
) xy'Cy—1 =yl —x) Sol. Injxyl =x T2yt ¢
(&) (* T ydx — 2xydy Sol. x3 — y? = Cx
* (x+y)dy =(x—y)dx Sol. x2 —2xy —y*=C
(i) x(x+y)dy—y*dx=0 Sal. y = Ce¥*
(i) xdy— ydxT xe=¥*dx=0 Sol. e¥=+ In |Cx| =0
(k) dy =@y t e dx Sol. y = (Ce* — 1)e*
O xyzdy = (1 — xp®) dx Sol. 2x3y* =3xt T C
La tangentey la normal a unacurvaen un punto P(x, y), cortanal ex en Ty N, y al gey en Sy M, respectivamente.

Hallar la familiade curvas que satisfacen la condicion:
()TP = PS (b) NM = MP (¢) TP = OP (d) NP = OP.
Sol. (0) xy = C (b) 2x2 +y2 =C (c)xy =C,y =Cx (d)x2 +y*=C

Resolver el Problema 21 suponiendo que al depésito |lega agua pura a razén de 15 litros por minuto y que la mezcla
sale a la misma velocidad. Sol. 6,7 kg.

Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razén de 20 litros por minuto.

Ind.dg = — 2= Sol.001kp
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden

LOSTIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vamos a considerar son:

d* ]

(1) dnﬁ = f(x) (Ver Problema 1.)
dy _ dy

(2) = f<:r dx> (Ver Problemas 2-3.)
dzy

(8) gz = f¥) (Ver Problemas 4-5.)
dy dy

(4) gzt P6Y+ Qv = R, sendo Py Q constantes y R una constante o una funcion de x

solamente. (Ver Problemas 6-11.)

S la ecuacion caracteristica m? + Pm + Q = O tiene dos raices distintas, m, y m,, la solucion
, d i . .
general de ;i)z_ + P—dl—+ Qy =0esy = C,em~ + C,em:x. S las dos raices son iguales, m, == m,
X

= m, la solucion general es Ce™* + Cyxemx,

La solucién general de @y 4 p. 1 Qy = 0 (ecuacion homogénea) recibed nombrede fun-

dx? dx
d‘2 + P ‘dy + . . e
cion complementaria de la ecuacion IE N Qy = R(x). S f(x) satisface a esta Ultima ecua-

cion (solucion particular), la solucion genera esy = funcion complementaria + f(x).

Problemas resudtos

dzy
1. Resolver - = xe’ + cos X.
dx®
d(d.u) . Ay et ‘ 26
Tenemosa)_( dx = xe —l—eosx,ai =1 (xe DO x)dx =xe*—e sen X + C,, € Yy = xe* 2e*—
—cosx+C1x+C2
diy | dy _
2. Resolverxzaf2 X =a.
_ d’y dp ” N A + oy =
Hacemos p= dX,entonc& G = dx y la ecuacion dada toma la formax Ix Xp=aoxdp ydx——idx.
dy dx
Luego, xp —alnlxl+C,,xH; =aln x|+ Cp,dy — aln)xl— + ¢ —ey—éaln"' x| + CylIn x| + C,.
3. Resolver xy’ + 3" =+ x =0,
Hacemosp = g— Con lo cual dp' = ‘—‘:‘2 la ecuacion dada toma la forma
dp
Xa'_ +p+x=00xdp+pdx = —xdx
Luego. xp = —}x? + C,, % — —7x + % ey~ —tet g nx T G



CAP. 70] ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

4,

s.

d¥y _
Resolver ey 2y =0.
Como % (»’®) = 2y’y**,.multiplicando la ecuacion dada por 2y’ obtenemos
2¢'y" = ayy’, y't = 4f yy'dx = 4f ydy = 2y* 4+ C,
d ,
Luego, a%: Ve + Gy, g, In|vV2y + V2s'+C,| = V2z + InC;
_ vyt + Cu
Y \/Ey + V2y2+ Cy “;: Cze\/:
" 1
Resolver y** = — —
y
Multiplicando por 2y’ obtenemos 2y’y’’ = — %)”L . Luego,

1 dy _ V1i+Ciy? ydy ;
nt - , —_— ) = , 1 = 1 C
() 7 + C T — 1T Co dz V1i+Ciy Ciz + C:

y (Ciz+C) — Ciy* = 1

dty + dy
— —= — 4y = 0.
Resolver < 3 I y=0

Tendremos im* + 3m — 4 = Oy m = 1, —4. Lasolucion general esy = Ce* T Ce*,

d¥y + dy
Resolver T i 0.

Tenemos m* ¥ 3m =0y m = 0,—3 Lasolucion general esy = C; T Cpe—2=.

dy 4dy
dxt — Tdx

Aquim*—4m+13=0 y las raices son m, == 2+ 3i y m, = 2— 3i. La solucién general es

Resol ver + 13y =0
y = Coe@+¥z 4 C,e@=30% = o2(Cye%* | 'Cze-:u‘z)

Como e'** — cos ax T i senax, tendremos e* = cos 3x T+ isen 3x, e=%* = cos 3x, — i sen 3x, y la solucibn se
puede dar en la forma
y — e¥{C,(cos 3x T i sen 3x) T C, (cos 3x — i sen 3x)}

= e+{(C, + Cy cos 3x T i(C, — C;) sen 3x}
e* (A cos 3x + Bsen 3x)

diy _ ,dy
Resolver i 46&

Tenemos M —4m + 4 =0 y m = 2,2 Lasolucion general es y = Cie* + Cyxe®.

+4y =0

d’y + dy _
dx? 35 4 =0

Seglin el Problema 6, la funcién complementaria es y = Ce* + C,e~=.

Resolver

Para encontrar una solucion particular de la ecuacién obsérvese que €l segundo miembro es R(x) = x2. Esto nos
sugiere que la integral particular ha de contener un término en x?, y, quiza, otros términos obtenidos por derivacion
sucesiva. Suponiendo que es de la formay = Ax2 + Bx T C, en donde A,B y C son constantes a determinar.

Sustituyendo y = Axs + Bx +cC, y' =24x + B, y'* = 24, en la ecuacion diferencial obtenemos

24 + 3(Q2A4x + B) —4(Ax* + Bx + C) = xt, —4Ax? + (64 —48)x + (24 + 3B—4C) = x*!

Como esto es una identidad en x, —44 = 1, 64 —4B =0, 24+ 3B _4C = 0.

Luego A = —}, B= —% C=—ip ey=—)x —3x— 1} esunaintegral particular.

Por tanto, la solucion general esy = Cie* + Ce=4 — 1x* — dx — 33
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2
11 Hallar lasolucién de la ecuacibn diferencial £% —2 2 — 3y - cosx.
En este caso, la ecyacion caracteristica es m* — 2m — 3 = O y sus soluciones, m = — 13; la furrcién comple-

mentariaes y = C,e~* T CaeVW. El segundo miembro de la ecuacion diferencia nos hace pensar que una integral par-
ticular sea de la forma A cosx T B sen x.

Sustituyendo y = A cos x + Bsenx, y' =Boosx—Asenx, y' = —A cos X —Bsen X, enlaecuacion diferen-
cial, obtenemos
(—Acosx—Bsenx)—2(Becosx —Asenx) =-3(4cosx +~ Bsenx) = cosx
—224 t Bycosx T 2(4 — 2B)sen x = cos x

Luego —224A T B) =1, A—2B=0,y A = —}, B = —1/,,
La solucion general es C,e~* + Cie — 3 cos x —MeSENnx =Y.
d*s

12. Laecuacion dd movimientode vibracion de un cuerpo unido a un resortees an + 165 = O, riendo 1a elongacion del

muelleen € instantet. Si parat =0, s=2 y %‘:— =1, halar s en funcién det.

Tenemos mt + 16 = O, m = +4i, y la solucién general es s = A cos 4t + Bsen 4r.
Para t =0, s =2 = A, por tanto s = 2 cos 4i + Bsen 4s.

Para t =0, ds/dt =1 = —8sendr +4Bcos4t = 4By B = }.

Luego, laecuaciones s = 2 cos 4¢ + $sen 4t

. . . . - ST d dl .
13 Laintensidad de corriente en cierto circuito el éctrico viene dada por o +4 ot 29041 = 110. Si parat =0, es

=0y Ll =0, halar I en funcibn det.
dt

m*t 4m + 2504 = 0; m = —2 + 50i, -2 — 50i; la'funcibn complementariaes e=* (A cos 50t T B sen 50r).
La integral particular es | = 110/2504 = 0,044.

Por tanto, la solucion general es | = e-"" (A cos 50i + Bsen 501) + 0,044.

Paat=0 I=0=A +0,044; luego A =-0,044.

Para t =0, % =0 =e¥[(—2AT 50B)cos 50t — (2B t 50A)sen 50r] = —2A T 50B.

De dondeB = -0,0018 y larelacion pedidaes| = -e-" (0.044 cos 50t + 0,0018 sen 50r) + 0,044.

14. Unacadena de 4 metros de longitud comienzaa dedlizar por una superficie, sin rozamiento. en el momentoen que pende
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (a) su velocidad cuando abandona la superficieel Ultimo trozo
de cadena y (b) el tiempo que tarda en abandonar la superficie.

Sea s la longitud de cadena que cuelgaen el instante t.
(a) Lafuerza Fque obliga a dedizar ala cadenaese peso de la parte que cuelga

Fluerza = masa x aceleracién = ms’’ = }mgs 0 s’ = }es.

25°s’" = jgss’ y () = tgst T C..

Paratr=0 s=1ys =0 LuegoC,=—}tgys' =}vg - Vs—1L
Para s = 4, s’ = $v/15g m/seg.

()] \/}—?——l =3Vedtylnis+4/st—1|=1} \/;’_"l' C.
Parat =0, s=1. Luego C; =0y ln(s+ Vst —1)=4Vgue

]
Paas=4 t=—— In(4T V15 se.
Ve

18, Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros cFor segundo cuando se desconectad motor
(en el instanter = O). La resistencia del ﬁua es proporcional a su velocidad y vale 100 kilopondiosen ¢ = O. Hallar
el espacio recorrido hasta que la velocidad sea de 5 metros por segundo.

Sea s d espacio recorrido por la motora al cabo de ¢ segundos.

ms’’ = —Ks’ o s = —ks’
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fuerza _ __ 100g 1

Para determinar &: Parar = 0. s’ = 20, s’ = e e — 4y k= =

Para r =0, v=120. Luego C, = 20, v = % =20e-ty 5 = —100e~* T C,.
Para ¢t =0, s =0. Luego C, =100 y 5 = 100(1 —e~¥%),

Para v = 5 = 20e-%%, s = 100(1 — }) = 75 m.

Problemas propuestos

Resolver :
d*y
16. or=8z+2 .y =32 +2+CztC
¢
17. & Th=ae +1) Sl y=e=te=tcrtc
dl
18. d—;‘= = 9sen 3w Sol. y = sen3z T Cix t G
d* d
19, zaz—‘{—3%+4z = 0 Sol. y = 22+ Gz T C,
dy _ dy _
20.72 E’é = 2 — & Sl y = &3t cie e
d? d
21, 2—21:_ a% = 8x? Sol. v = x4+C|$C’+C1
dr d —
2 -3k +2y = o Sol. y = Ciet T Cre™
d? d
23 #‘f‘ 5%*‘ 6y = O Sol. y = C.e"""l'Cze"’
dy d
u H-F =0 Sl. y = Gt e
d* d
25. ﬁ—)g—- %-}-y = 0 Sol. y = Clxe"'l'Cze’
2
26. ;lix}: toy = o Sol. y = Cicos3z T Casen 3z
7. T ody L5 = g Sol. y = & (Cicos2zr T C:sen 22)
Cdet Cdr Y - ' *
g FY _ d_y+ 5y = 0 Sol. y = &' (Cicosxz + Casenz)
Codx? dz '
20 T4+ 4W+s, = 6t Sl y = Ce*+ Cre* + 22 T 5
dx dx
l2
30. %ﬂ_—%"' 4y = e* Sol. y = Cisn2z T C.cos 2z 1 ev/13
I1
3L ;T’{—sz—z+ 9y = x + e Sol. y = Cie*F Come t e+ 5+ 2
2
32. 3—;1— y = cos2x — 2se¢n 22 Sol. 'y = Cie* + Coe™ — fcos2x + gsen2x

33. Una particula de masa m, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, estd sometida a una
fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuacibn deél movimientosi para ¢t =0. s =0y s" = v,

d?s d dds ds

Ind. Aquim- > =——k,7': — ks 0seA gy T 26t =0, 590,

Sol. Si b? = ¢3, s = y,re~M,
. Ve
SibP<e? s =————eMseny 2 — by,
4 /cz pt
Sib*>¢ct 5= 2—\/;’: "(e(—l+\/|=-.=)l ___ei—b—\/a—f——a_?): ).
T
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Diferencia parcial, 263
Diferencial. aproximacioén por.
119
definiciéon de, 119
operador v, 297
parcial, 263
total, 263

Ecuaciones, diferenciales, 335,
340
paramétricas, 79
Evoluta, 82

Factor integrante, 335
Formas indeterminadas, 114
Férmula, de los trapecios, 254
de Maclaurin, 248
de Simpson, 255
de Taylor, 242
del prismatoide, 254
Fracciones simples, 150
Fuerza, trabajo realizado por
una, 196
Funcién, continua, 18, 258
creciente, 42
decreciente, 42
definicién de, 3, 258
discontinua, 18
implicita, 35, 270
inversa, 28
Funciones hiperbdlicas, 75
derivacion de, 75
integracion de, 157
inversas de las, 75

Gradiente, 278, 297

Incremento, 22
Infinito, 10
Integracion, aproximada, 254
de funciones hiperbdlicas,
157
de funciones racionales de
Senos y cosenos, 154
de funciones trigonométri-
cas, 143
féormulas de, 129
por cambio de variable, 147,
157 -
por descomposicion de frac-
ciones, 150
por partes, 138
Integrdl, criterio de conver-
gencia de la, 224
curvilinea, 298
definida, 162
doble, 305
impropia, 214
indefinida, 129
iterada, 306, 323
triple, 323
Integrales impropias, 214
Intervalos. 2

Limites, de una funcién, 9
de una sucesion, 9, 219
Longitud de un arco, derivada
de la, 81, 101
por integracion, 199, 211

Masa, 183, 331
Maximos y minimos, aplica
ciones, 50
de funciones de varias va:
riables. 278
Media, teorema de la, 108, 109
Momento de inercia, de un
arco, 205
de un area plana, 189, 323
de un volumen, 189, 323
de una superficie de revolu-
cién, 205
polar, 192
Movimiento, circular, 54
curvilineo, 94, 102
rectilineo, 54

Normal a una curva plana,
ecuacion de la, 37
longitud de la, 37
Normal a una superficie. 273



Operaciones con series, 233

Plano normal a una curva en
el espacio, 273
Plano tangente a una super-
ficie, 273
Presion de los fluidos, 193
Punto, aislado, 124
de inflexion, 43
de retroceso, 124
doble, 124
nodal, 124
tacnodal, 124
Puntos, criticos, 42, 43
singulares, 124

Radian, 60

Radio, de curvatura, 8
de giro, 189

Regla, de Barrow, 163
de L'Hopital, 114

Rotacional. 298

Serie, de Maclaurin, 242
de potencias, 237
Series, 220
alternadas, 230
calculos con, 233
campo de convergencia de,
237
convergentes, 220
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de Taylor, 242
derivacion de, 238
divergentes, 220
integracion de, 238
positivas, 224

Subnormal, 37

Subtangente, 37

Sucesiones, 3, 219

Tangente a una curva en el
espacio, 273
Tangente a una curva plana,
ecuacion de la, 37
longitud de la. 37
Teorema, de Bliss, 163
de la media, 108, 109
de Pappus, 184, 205
de Rolle, 108
de Steiner, 189
fundamental, del célculo in-
tegral, 163
Trabajo, 196
Trazado de curvas. 123

Valor, absoluto, 1
medio, 175
Variables, campo de variacion
de, 2
separadas, 335
Variacion respecto del tiem-
po, 57

Vector (es), aceleracion, 94
componentes de, 87
cosenos directores, 284
derivacion de, 87, 24
divergencia de, 298
ecuacion de la recta, 286
ecuacion del plano, 287
en € espacio, 283
en e plano, 86
integracion de, 298
modulo de, 86, 283
producto escalar de, 88, 283
producto vectorial de, 285
proyeccion escalar de, 88,

283

proyeccion vectorial, 83
rotacional de, 293
suma de, 86, 283
tangente unitaria, 89
triple producto escalar, 283
triple producto vectorial, 286
Velocidad, movimiento curvi-
lineo, A4
movimiento rectilineo, 54
y aceleracion angulares, 54
Volumen, de un sblido de re-
volucién, 176
de solido de seccién cono-
cida, 180
limitado por una superficie,
316
por una integral iterada, 316,
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